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Desde hace medio siglo, 
aproximadamente, las investi- 
gaciones sobre el fundamento 
de la matemática han progre- 
sado de tal modo que han 
abierto para la filosofía mue- 
vos e inagotables campos de 
trabajo. Ya no es posible pre- 
guntarse acerca de la naturale- 
za de los objetos matemáticos 
o sobre los procedimientos pro- 
pios del pensamiento matemá- 
tico, sin contar con los resul. 
tados de la nueva ciencia que 
trata de los fundamentos de la 
matemática. 


Esta nueva ciencia, que re- 
coge la reflexión filosófica de 
lógicos y matemáticos, ha he- 
cho que nazcan problemas nue- 
vos en relación con los cuales 
el pensamiento filosófico ha de 
renovar sus procedimientos y 
conclusiones respecto de la ma- 
temática. 


De las ideas fundamentales 
en que se apoyan las nuevas 
investigaciones, una de las más 
importantes es la idea de sis- 
tema formal o formalismo. La 
noción de formalización que 
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(ARISTÓTELES, Física, Libro 111, 207 a.) 


NOTA DEL EDITOR 


La presente traducción ha tenido en cuenta diversas modi- 
ficaciones aportadas por el autor al texto de la edición francesa. 

La mayor parte de estas modificaciones son consecuencia de 
sugerencias hechas al autor por amables críticas de los señores 
H. B. CURRY, J. DooP, M. HIZ y A. MOSTOWSKI, y a las 
observaciones críticas señaladas en un informe de M. J. HEI- 
JENOORT (publicado en The Journal of Philosophy, vol. 66, 
1959, págs. 333-337) y en otro informe de M. D. MONK (pu- 
blicado en The Journal of Symbolic Logic, vol. 25, 1960, pá- 
gina 270). 


PROLOGO 


El considerable desarrollo experimentado desde hace medio siglo en el campo de 
la investigación sobre los fundamentos de la matemática, impone nuevas tareas a la 
crítica filosófica. Ya no es posible preguntarse sobre la naturaleza de los entes 
matemáticos sin tomar en consideración todos los resultados obtenidos por la nueva 
ciencia de los fundamentos como consecuencia del esfuerzo conjugado de los lógicos 
y los matemáticos, preocupados de construir su ciencia sobre sólidos fundamentos, 
Tales esfuerzos no sólo han contribuido a precisar y clarificar antiguos problemas, 
sino que han suscitado otros nuevos que la filosofía no puede ignorar. En adelante, 
la crítica filosófica deberá partir de las adquisiciones de la ciencia de los fundamentos 
cuando trate de reflexionar sobre la naturaleza de las matemáticas. 


Entre las ideas básicas en que se apoya la ciencia de los fundamentos, y a las 
cuales ha conseguido infundir un contenido preciso, la idea de sistema formal (o 
formalismo) juega un papel particularmente importante. 


Para superar las dificultades que se oponían al progreso del pensamiento mate- 
mático a finales del siglo XIX mo bastaban los procedimientos de definición y 
demostración que habían sido suficientes hasta entonces y que requerían un impor- 
tante elemento de intuición; era preciso someter los conceptos y los métodos a un 
análisis riguroso, 


Pronto se comprendió que un análisis de esta naturaleza no podía llevarse a cabo 
directamente y que era necesario un rodeo: antes de poder estudiar las propiedades 
de una teoria matemática determinada (aritmética, geometría o análisis) fue preciso 
materializarla bajo una forma tangible, inmediatamente accesible a la percepción. De 
aquí la idea del recurso al método de formalización. En efecto, un formalismo se pre- 
senta como un sistema de simbolos sometidos a reglas precisas de manipulación, 
apareciendo como un objeto determinado cuya estructura se puede estudiar exbaus- 
twamente. $1 se consigue representar la teoría matemática que se desea estudiar bajo 
un sistema de símbolos, se retrotrae el estudio de las propiedades de esta teoría al 
estudio de las propiedades del sistema formal mediante el cual se representa. Por 
este procedimiento es posible obtener resultados de un rigor absolutamente satis- 
factorio. 


Partiendo de esta idea, la ciencia de los fundamentos se ha visto situada ante dos 
categorías de preguntas: 
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1.* ¿En qué medida es posible representar las teorías matemáticas mediante 
sistemas formales? 


2. ¿Por qué métodos se pueden estudiar las propiedades de estos sistemas 
formales? 


En prencipio podria considerarse un sistema formal como un objeto relativamente 
sencillo y que el estudio de sus propiedades no comportaría graves dificultades. La 
historia de la ciencia de los fundamentos desmiente rápidamente esta creencia. Pronto 
se vio que el método de formalización tiene sus límites: existen límites en el poder de 
representación de un formalismo, como hay límites en el conocimiento que se puede 
adquirir de las propiedades de un formalismo, límites que se oponen a la naturaleza 
de los formalismos, 


Existe en la hora actual un cierto número de teoremas pertenecientes a la ciencia 
de los fundamentos que establecen hechos de limitación. El más importante es un 
teorema debido a GÓDEL y demostrado por éste en 1931. Estos resultados, que 
precisan el sentido del método formal y circunscriben lo que se puede esperar de él, 
son de extraordinario interés para la crítica filosófica. Hay que guardarse, sin embargo, 
de pretender sacar demasiadas conclusiones y pretender, por ejemplo, deducir del 
teorema de GÓDEL conclusiones prematuras sobre el carácter de esencial imacaba- 
miento del pensamiento matemático en general. El objeto del presente trabajo es 
estudiar la significación de estos teoremas de limitación. Una gran parte de sus 
páginas se ha consagrado a exponer estos teoremas y como el teorema de GÓDEL 
juega entre tales un papel fundamental, la exposición se ha centrado sobre dicho 
teorema y otros a él conexos, No se trata aquí de un estudio técnico riguroso de 
lógica matemática, pero nos hemos esforzado en acercarnos a los hechos todo lo po- 
síble. La fundamental intención de este trabajo es sugerir ciertos problemas filosó- 
ficos, y se correría el riesgo de ignorar el alcance real de los hechos estudiados si no 
se les considerase en su formulación precisa. Su presentación obedece a una doble 
exigencia: no presuponer que el lector posea conocimientos previos de lógica mate- 
mática y, sin embargo, penetrar profundamente en el mecanismo de las demostra- 
ciones para dar de ellas una idea exacta. Las páginas que siguen indican, por tanto, 
lo que es necesario y suficiente para una completa inteligencia de los principales 
teoremas de limitación. 


En la preparación de esta exposición sólo se han tenido en cuenta los trabajos 
aparecidos hasta marzo de 1956. 


Tras de un breve prefacio que evoca la situación del pensamiento matemático a 
principios del siglo actual, un primer capítulo reconstruye a grandes trazos la historia 
de la ciencia de los fundamentos y da un análisis detallado de la noción de sistema 


formal. 


El CAPITULO 11 prepara la exposición del Teorema de GÓDEL, explicando cómo 
se presenta el estudio de las propiedades de un sistema formal e ilustrando los dos 
instrumentos de demostración en que se basa el Teorema: las paradojas y las funciones 
recursivas. 
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El CAPITULO lll está totalmente consagrado al Teorema de GÓDEL; tras de 
haber dado una idea sumaria, se describen de manera precisa las hipótesis eun que se 
apoya, y posteriormente se ofrece el mecanismo de su demostración. 


El CAPITULO IV ¿indica varias variantes del Teorema de GODEL obtenidas par- 
tiendo de hipótesis más simples o más generales por KALMÁR, KLEENE y ROSSER. 


El CAPITULO V describe las repercusiones que ha ejercido el Teorema de 
GODEL sobre la Teoría de la Demostración (cuyo objeto es demostrar el carácter no 
contradictorio de las diferentes teorías matemáticas), y esboza el método utilizado 
por GENIZEN para establecer la no-contradicción de la Aritmética. | 


El CAPITULO VI se refiere a teoremas de limitación de otra especie: Teorema 
de CHURCH y conexos, relativos al problema de la decisión. 


El Teorema de GODEL y el de CHURCH ham sido replanteados por KLEENE en 
forma de corolarios de un teorema más general que se refiere a la forma de los 


predicados de un sistema formal. Este Teorema de KLEENE y sus consecuencias cons- 
tituyen el CAPITULO VII. 


El CAPITULO VIII desarrolla otro método de generalización del Teorema de 
GODEL: el método semántico, que describe las formas generalizadas desarrolladas 
gracias a este método del Teorema de GÓDEL por TARSKI y MOSTOWSKI. También se 
describe otro teorema de limitación: el Teorema de TARSKI, relativo a la formaliza- 
ción de la noción de verdad, 


El CAPITULO IX da una ojeada sobre otros hechos de limitación. En particular, 
se evoca el Teorema de LOWENHEIM-SKOLEM y de algunos resultados relativos a la 
teoría de modelos, 


Finalmente, el CAPITULO X abandona el dominio del formalismo para abordar 


el de la crítica filosófica, y desarrolla ciertas observaciones sugeridas por los hechos 
descritos en los capitulos precedentes. 


Cuatro notas que no encontraban lugar adecuado en el curso de la exposición han 
sido relegadas al fin de la obra. La primera es un resumen de la Memoria original de 
GÓDEL; la segunda se refiere a las exposiciones no técnicas del Teorema de GÓDEL y 
la tercera da algunas indicaciones sobre ciertos trabajos directamente ligados a los 
resultados de GÓDEL. 


Estas tres notas se destinan simplemente a complementar la información ofrecida 
en el CAPITULO Ill. La cuarta nota contiene una exposición del principio de 
inducción transfinita que se utiliza en los CAPITULOS IV y V. Como se trata de un 
principio matemático, independiente de la ciencia de los fundamentos, no hubiese 
estado indicado consagrarle un desarrollo especial en el interior de los capitulos de 
la obra. Pero como, por otra parte, pertenece a la Teoría de los Números Ordinales, 
fuera del campo de la matemática elemental, conviene relegarlo a una nota separada. 


Los CAPITULOS 1 a IX están divididos en Secciones y éstas en Parágrafos. E 
CAPITULO X y las Notas complementarias están divididas solamente en Parágrafos. 
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Algunos Parágrafos de las Notas Complementarias están divididos, a su vez, en sub- 
parágrafos. | 

Las secciones están numeradas según el capítulo a que pertenecen. Asi, la ex- 
presión “Sección 3-IV” significa “Sección 3 del capítulo IV”. 

Los parágrafos están numerados de manera continua. Los sub-parágrafos que 
intervienen en las notas complementarias están numerados con el número del pará- 
grafo a que pertenecen. Las fórmulas están numeradas y llevan el número del pará- 
grafo a que pertenecen. La referencia a una fórmula se hace citando simplemente su 
número e indicando entre paréntesis el número del parágrafo a que pertenece. Ást, 
la notación “5 (12)” significa “Fórmula 5 del parágrafo 12”. 

Las notas situadas al pie de las páginas se han numerado de forma continua dentro 
de cada capítulo. 

Los teoremas, lemas y corolarios enunciados de manera explícita se han numerado 
de manera continua en caracteres romanos. Las referencias se hacen indicando su 
número y, entre paréntesis, el número del parágrafo en que figuran. Así, la notación 
“1(86)” significa “Enunciado 1 del parágrafo 86”. 

Las convenciones adoptadas para las notaciones y los simbolos utilizados vienen 
explicadas en el INDICE DE NOTACIONES, situado detrás de la BIBLIOGRAFIA. 
Este índice supone un cierto número de explicaciones sobre la estructura de los 
sistemas formales y las diferentes categorías de expresiones que se encuentran en 
la exposición. 

La BIBLIOGRAFIA que se puede encontrar al final de la obra no constituye una 
bibliografía exhaustiva. Para que hubiese sido completa debieran haberse citado cast 
todos los trabajos de alguna importancia aparecidos en el dominio de la lógica 
matemática desde hace cincuenta años, pero esto hubiese sido perfectamente inútil. 
Efectivamente, existe una bibliografía de lógica simbólica establecida por CHURCH 
que indica todos los trabajos pertenecientes al dominio de las investigaciones sobre 
los fundamentos aparecidos desde los orígenes de estas investigaciones hasta 1936. 
CHURCH ha publicado esta bibliografía en el primer volumen del Journal of Symbolic 
Logic, en 1936, completado en 1938 por una serie de adiciones y correcciones y por 
tres indices. (V. en la Bibliografía: CHURCH, núms. 7 y 9). Para los trabajos apare- 
cidos con posterioridad a 1936, las Actas y las notas bibliográficas del Journal of 
Symbolic Logic (fácilmente stilizables gracias a los indices publicados cada dos años) 
constituyen un repertorio prácticamente exhaustivo. 

La lista de trabajos que se encontrará al final de este volumen incluye solamente 
las obras y Memorias que se citan en el curso de la exposición o que han sido utiliza- 
das en su preparación. Se ha tratado de constituir una bibliografía completa (hasta 
finales de 1955) en lo que concierne al Teorema de GÓDEL y teoremas conexos *. Para 
ello ha sido necesario citar artículos y Memorias en lengua húngara, polaca, rusa 0 
sueca que no han podido ser utilizados directamente, sino sólo a través de las actas del 


1 Todos los trabajos citados son anteriores a 1956, salvo una Memoria de KEMENY (núme- 
ro 4), que fue publicada en marzo de 1956. 
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Journal of Symbolic Logic; estas actas se imdican a continuación de los trabajos 
correspondientes, El sistema de transcripción empleado es el utilizado por el Journal 
of Symbolic Logic. 

La referencia a una obra o Memoria citada en la BIBLIOGRAFIA se hace citando 
el nombre del autor y el número de la obra o Memoria en cuestión a nombre de 
este autor. Asi, la indicación “ACKERMANN 5” remite a la Memoria Die Wider- 
spruchsfreiheit der allgemeinen Mengenlehre. Las referencias a la BIBLIOGRAFIA se 
indican en notas de pie de página. Las supresiones en las citas se indican mediante 
puntos situados entre paréntesis. 


El INDICE DE NOTACIONES va seguido de tres tablas: la primera da la 
lista de autores citados; la segunda indica los términos técnicos que se definen en el 
curso de la exposición e indica, para cada término, en qué lugar está definido. La 
tercera da la lista de simbolos utilizados (la significación de estos simbolos se expone 
en el INDICE DE NOTACIONES). Después de estas tablas figura la lista de 
axiomas del sistema a que va incorporado el Teorema de GÓDEL y la lista de teoremas, 
lemas y corolarios cuyos enunciados figuran en el presente trabajo. 


Los títulos corrientes que figuran a la cabeza de las páginas impares indican, de 
forma completa o abreviada, el título del capítulo comenzado. Los que figuran en 
las páginas impares indican, del mismo modo, el título del parágrafo comenzado. 
Cuando un parágrafo comienza en medio de una página impar, el título de esta 
página se refiere, naturalmente, al parágrafo anterior. 


Todos los nombres propios se han escrito en pequeñas mayúsculas. Los títulos de 
obras y artículos, las expresiones introducidas por primera vez o tomadas en un sentido 
especial, las citas integradas en el texto, los enunciados citados en el interior de una 
frase y los enunciados de todos los teoremas y corolarios que se indican de manera 
explícita, van en itálicas ?. | 


Séame permitido expresar aquí mi profunda y respetuosa gratitud al Instituto 
Superior de Filosofía de Lovaina y a su presidente, Mgr. L. DE RAEYMAEKER. Mi re- 
conocimiento se dirige especialmente a los profesores de este Instituto, del cual he 
tenido el privilegio de ser alumno. Agradecimiento especialísimo merece el profesor 
R. FEYs, con el que mi deuda es inmensa. Gracias a su interés incesante, a sus 
consejos y a su estímulo, este trabajo ha podido ser llevado a término. No solamente 
ha seguido toda su elaboración, de etapa en etapa, indicándome los caminos a seguir y 
los escollos a evitar, poniendo a mi disposición su gran saber y sus profundas 
opiniones sobre todos los problemas que he debido abordar, sino que se ha prestado a 
leer la primera redacción, sugiriéndome gran cantidad de correcciones, perfecciona- 
mientos y desarrollos. Finalmente, me ha ayudado a corregir las pruebas y a conseguir 
la definitiva puesta a punto de la obra. 


* En general, los términos técnicos sólo se escriben en itálicas cuando se introducen por 
primera vez. 
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Mi reconocimiento se dirige también de manera muy particular al profesor 
J. DoPP, cuyo apoyo y consejos me han sido muy preciosos —no sólo en la prepara- 
ción de este trabajo, sino en asuntos de índole diversa— y que me ha ofrecido la 
ayuda de su ciencia y su benevolencia aceptando leer el manuscrito antes de su 
impresión, aportando numerosas mejoras y ayudándome en la corrección de las 
pruebas. 


También quedo extremadamente reconocido al profesor E. W. BETH, que ha 
consentido en conocer este trabajo, sometiéndolo a su aguda crítica y ofreciendo 
sugerencias apreciables, gracias a las cuales he podido completar o corregir mi 
exposición en varios puntos importantes; quede constancia aquí de mi agra- 
decimiento. 


Quisiera dirigir igualmente la expresión de mi viva gratitud al FONDS NATIO- 
NAL BELGE DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE, cuyo apoyo me ha permitido 
preparar la presente obra; efectivamente, esta obra se ha concebido y ejecutado 
mientras yo era beneficiario de una de sus becas de investigador calificado. ' 


Finalmente, todo mi reconocimiento a M. NAUWELAERTS y a sus colaboradores 
por la solicitud que han aportado a la impresión y edición de esta obra. 


J. L 


PREFACIO 


Actualizando en 1930, en un artículo consagrado al fundamento de la matemática, 
una idea ya expresada en 1901 en su célebre comunicación relativa a los Problemas 
matemáticos *, HILBERT escribía: “¿Qué sería de la verdad de nuestro saber, de la 
existencia y el progreso de la ciencia si no existiese al menos en la matemática una 
verdad sólida? No es infrecuente observar en los escritos actuales sobre problemas 
técnicos escepticismo y desaliento en relación a la ciencia; se trata de una cierta 
especie de ocultismo que considero muy pernicioso. La teoría de la demostración 
hace imposible una actitud semejante y nos da la convicción profunda de que al 
menos la inteligencia matemática no conoce barreras y que puede explorar las leyes de 
su propio funcionamiento. CANTOR ha dicho: la esencia de las matemáticas reside en 
su libertad. Y o quisiera añadir para que me oyesen los escépticos y los pusilánimes : 
en las matemáticas no existe el ignorabimus, sino que, por el contrario, siempre 
estamos en situación de contestar todas las preguntas dotadas de sentido, y vemos 
confirmarse lo que ARISTÓTELES había indudablemente presentido: nuestra imteli- 
gencia nunca recurre a misteriosos artificios; contrariamente, procede según reglas 
perfectamente determinadas que se pueden formular explícitamente y que constitu- 
yen la garantía de la objetividad absoluta de su juicio” *. 


La idea directriz que se encuentra expresada en este texto podría ser tomada 
solamente como hipótesis de trabajo: en tal caso expresaría esta suerte de confianza 
inicial que hay que conceder a la razón para que la ciencia sea posible, y equivaldria 
a decir: en toda circunstancia, cualesquiera que sean las dificultades ante las que nos 
enfrentemos, actuemos como si estuviésemos seguros por anticipado de poder encon- 
trar solución a tales dificultades. Tal hipótesis constituye la condición indispensable 
de toda investigación racional, y puede decirse que se identifica con la actitud cienti- 
fica: como la ciencia es un proyecto antes de ser un cuerpo de doctrinas o una suma de 
resultados, surge en el momento en que el hombre da un voto de confianza a su 
razón para alcanzar mediante su ejercicio metódico la respuesta a los problemas que 
es capaz de plantearse, 


Parece, no obstante, que este texto de HILBERT deba significar algo más: para 
HILBERT, el pensamiento matemático posee realmente este privilegio de no conocer 


1 HILBERT 2. 
? HILBERT 10, p. 323. 
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límite para su poder. No sólo debemos aceptar la hipótesis de un éxito perpetuamente 
renovado del pensamiento matemático, sino que podemos estar seguros de que es 
capaz de resolver todo problema cuyo enunciado no sea contradictorio. Esta comvi- 
ción de HILBERT se apoya en su concepción del ente matemático: para él, los objetos 
matemáticos tienen una existencia independiente del pensamiento y de las 
construcciones a través de las cuales intentamos descubrirlos y describirlos. Todo 
problema correctamente planteado es un problema referente a cierta situación de 
hecho imberente al dominio de la realidad matemática considerada, y el examen de 
esta situación de hecho debe darnos la respuesta al problema planteado. Afirmando 
que todo problema matemático tiene solución, HILBERT afirma simplemente que el 
pensamiento matemático está ligado a la realidad objetiva que trata de estudiar, de 
tal suerte que esta realidad le es perfectamente visible en todos sus aspectos. Aquí se 
trasluce la doctrina platónica de la adecuación de la inteligencia a las ideas. Pero el 
platonismo de HILBERT se queda en este punto. Para él, la realidad matemática no 
está situada en un mundo ideal, sino que se identifica con la realidad concreta de 
los signos, Por este motivo, contra lo que admiten DEDEKIND, FREGE, RUSSELL y los 
lógicos en general (para quienes las matemáticas no son sino una parte de la Lógica), 
afirma la independencia de las matemáticas frente a la lógica. Las operaciones lógicas 
afectan a objetos que deben ser dados previamente a la intuición y que constituyen 
precisamente la realidad matemática. La posibilidad de las demostraciones se apoya 
sobre la captación de estos objetos. 


En su Memoria Sur linfini, HILBERT explica que existen condiciones necesarias 
para el ejercicio de la demostración lógica, y comenta esta afirmación mostrando 
cómo estas condiciones exigen la. existencia misma de los objetos matemáticos. 


“Reconociendo que existen tales condiciones y que es preciso tenerlas en cuenta, 
nos encontramos de acuerdo con los filósofos, y en particular con KANT. Este había 
enseñado —y ello constituye una parte integrante de su doctrina— que las matemáti- 
cas disponen de un contenido que les es asegurado independientemente de toda 
lógica y que, por tanto, no pueden fundarse en absoluto sobre la sola lógica, lo que 
condena por anticipado al fracaso las tentativas de FREGE y DEDEKIND. En realidad, 
la condición previa para la aplicación de los razonamientos lógicos es que se dé algo 
a la representación, a saber: ciertos objetos concretos, extralógicos, que están presentes 
en la intuición en tanto que datos vividos de forma inmediata y previa a toda actividad 
del pensamiento. Para que el razonamiento lógico esté dotado de solidez, es necesario 
que se puedan abarcar estos objetos con la intuición directa en todas sus partes, como 
algo que no es susceptible de reducción o cuya reducción no es necesaria. La intuición 
inmediata debe percibir cómo se presentan, cómo se distinguen unos de Otros, cómo se 
suceden o cómo están ordenados entre sí. Tal es la postura filosófica fundamental 
que yo considero esencial para las matemáticas y para cualquier especie de pensamien- 
so, de comprensión y de comunicación científica. Particularmente en las matemáticas, 
el objeto de muestro examen son los signos concretos mismos, cuya forma se nos 
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manifiesta inmediata y evidentemente, conforme a nuestra posición fundamental, 
permaneciendo perfectamente reconocible” ?. 


Esta misma idea estaba ya expresada en un texto de 1922, en términos cast 
3dénticos, 

“Para mí —y en esto me opongo totalmente a FREGE y a DEDEKIND— los 
objeros de la teoría de námeros son los signos mismos, de los cuales podemos reco- 
nocer la forma en toda su generalidad y con toda seguridad, independientemente de 
las circunstancias de lugar y de tiempo, de las condiciones particulares de su presen- 
tación y de las diferencias insignificantes que pueden afectar a su trazado. El punto 
de vista filosófico sólido que considero como indispensable para el fundamento de 
las matemáticas puras —como para cualquier tipo de pensamiento, de comprensión 
y de comunicación científicos— se puede resumir de esta forma: en el principio 
—y así nos expresaremos aquí— era el signo” !, 


Como se ve, para HILBERT, la solidez del pensamiento matemático y la validez de 
sus pretensiones reside finalmente en la intuición del signo, intuición que disfruta de 
una evidencia privilegiada. 


Pero, al mismo tiempo que expresan una confianza inquebrantable en las posi- 
bilidades de la razón, las manifestaciones que preceden indican la existencia de 
una cierta duda. Su aparición se explica acaso porque el pensamiento matemático, 
situado ante ciertas dificultades (ligadas al desarrollo de la teoría de conjuntos), se 
había visto amenazado de desaliento y escepticismo. La fe manifestada por HILBERT 
en el porvenir de la inteligencia matemática ya había sido compartida por todos los 
matemáticos hasta los últimos años del siglo XIX. Descamsaba en la aceptación 
espontánea de ciertas evidencias, unas relativas a la existencia de los objetos matemá- 
H+icos y Otras a los procedimientos lógicos de demostración. En un momento dado, 
estas evidencias fueron puestas en discusión como consecuencia de determinadas 
circunstancias que veremos en detalle (Sección 1-1). Entonces se vio que se había 
concedido excesiva confianza a la intuición y que las evidencias sobre las que se 
había descansado no podían ser manejadas como criterios de verdad. 

Sin embargo, no se puede suprimir el recurso a la evidencia: toda demostración 
debe poder sustentarse, en definitiva, sobre evidencias, y lo que se denomina razona- 
miento no es sino un procedimiento por medio del cual se propaga la evidencia de 
.ciertos términos tenidos directamente por ciertos a otros cuya verdad no se manifiesta 
.de manera inmediata. Y la evidencia se realiza en la imtuición: es pues, necesario 
-precisar sobre qué intuiciones hay que apoyarse y justificar el papel que se las 
atribuye. 

Este es el interrogante que el pensamiento matemático se ha visto obligado a 
-proyectar sobre sus intuiciones primeras, dando lugar a lo que se ha llamado la 
«crisis de los fundamentos. 


* HILBERT 7, págs. 170-171. 
* HILBERT 5, págs. 163. 
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Los textos de HILBERT citados anteriormente precisan el verdadero carácter de 
esta Crisis. El término crisis no significa en absoluto una peripecia dramática que 
habría afectado a la historia de las matemáticas y comprometido el progreso de la 
razón: HILBERT se eleva precisamente contra aquellos a quienes las dificultades con 
que se tropieza inducen a dudar de la razón. Cuando se habla de crisis, se quiere 
decir, simplemente, que un examen crítico de los conceptos básicos y de los métodos 
de razonamiento se impone necesariamente. Tal examen debe llevar a una revisión 
del sistema aceptado de evidencias, utilizado como hilo conductor de la investigación, 
y, por ende, de las intuiciones consideradas como elementales. A los ojos de HILBERT 
esta revisión no debe, por otra parte, afectar a las adquisiciones del pensamiento 
matemático. 


“El fin aceptado, a saber, construir las matemáticas sólidamente, es también el 
mio: yo quisiera devolver a los matemáticos su antigua pretensión de una verdad 
inatacable, que las paradojas de la teoría de conjuntos han parecido debilitar; pero yo 


creo que es posible alcanzar este fin conservando integramente todo lo que se ha 
conseguido” *, 


Palabras que indican claramente cuál era el pensamiento matemático general al 
finalizar el pasado siglo: no se trata de renunciar a las antiguas perspectivas ni de 
dudar del poder de la imteligencia matemática, sino de desplazar la zona de las 
intuiciones de manera que se esté al abrigo de toda sorpresa. Este desplazamiento 
opera HILBERT cuando asigna por objeto a las especulaciones de los matemáticos el 
signo concreto, Si en el pasado se habían suscitado falsas evidencias fue porque se 
había creído poder conseguir mediante la intuición verdades o conceptos abstractos. 
Regresando a la intuición sensible del signo, y limitándose estrictamente a ella, puede 
caminarse por un terreno sólido en que la adecuación entre el pensamiento y el 
objeto no puede dejar de producirse, asegurando al pensamiento esta objetividad 
absoluta que debe constituir el ideal del matemático y de cualquier hombre de ciencia. 


Pero ¿cómo operar esta reducción necesaria de las verdades matemáticas abs- 
tractas en el dominio de la intuición semsible? Aquí surge la distinción establecida 
por HILBERT entre matemática y metamatemática, distinción que da todo su sentido 
a su teoría del objeto-signo. 


“Dos puntos de vista se presentan aquí (en la empresa del fundamento de las 
matemáticas). 


En primer término: todo lo que hasta aquí ha constituido la matemática pro- 
piamente dicha queda estrictamente formalizado de manera que la matemática 
propiamente dicha o matemática en sentido estricto se convierte en un cuerpo de 
fórmulas demostrables (...). 


En segundo lugar: a esta matemática propiamente dicha viene a añadirse una 
disciplina en cierto sentido nueva, una metamatemática que sirve para asegurar la: 
verdad de aquélla, protegiéndola del terror de imterdicciones inútiles y de las difi- 


* HILBERT 5, pág. 160. 


Prefacio 29 


cultades creadas por las paradojas. En esta matemática, contrariamente a lo que se 
hace en los procedimientos de razonamiento puramente formales de la matemática 
propiamente dicha, se aplica un ciad intustivo que se utiliza para establecer 
el carácter no-contradiciorio de los axiomas” 


Al nivel de la metamatemática se Delta lo que HILBERT denomina objeto- 
signo, y por su intermedio se encuentra realizada la reducción necesaria de lo 
abstracto a lo concreto: representando los conceptos y los razonamientos matemáticos 
por medio de una simbólica apropiada, se reemplazan las pseudoimtuiciones de antaño 
por el examen de configuraciones tangibles cuyas propiedades están inmediatamente 
ligadas a la intuición sensible pura. 


Podemos situarnos —escribe HILBERI— “en un nivel de consideraciones más ele- 
vado respecto al cual los axiomas, las fórmulas y las demostraciones de las teorías ma- 
temáticas se convierten en objetos de un examen intuitivo. Pero para ello debemos, 
ante todo, reemplazar los razonamientos intuitivos habituales de las teorías matemá- 
ticas por fórmulas y reglas. Dicho de otro modo: debemos traducirlos en formalis- 
mos, es decir, realizar una formalización estricta de todas las teorías matemáticas, 
comprendidas sus demostraciones, de suerte que los razonamientos y las construccio- 
nes conceptuales de las matemáticas queden integrados en el edificio de la mate- 
mática como constituyentes formales según el modelo del cálculo lógico (...). De esta 
manera, las consideraciones intuitivas, que, como es evidente, nunca pueden ser 
totalmente evitadas o eliminadas, se encontrarán desplazadas a otro terreno, a un 
nivel en cierto sentido más elevado, y al mismo tiempo será posible en la matemá- 
tica una separación rigurosa y sistemática entre las fórmulas y las demostraciones 


formales, de una parte, y las consideraciones intuitivas, de otra” ”. 


Más adelante, al explicar cómo se puede establecer el carácter no-contradictorio 
de una teoría matemática, HILBERT añade: “Para alcanzar nuestro fin, debemos con- 
siderar las demostraciones en tanto que tales como objeto de nuestro examen: así 
concluiremos en una especie de teoría de la demostración, que se ocupará de las ope- 
raciones que se pueden efectuar sobre las demostraciones mismas (...). En nuestro 
estudio actual, es la misma demostración la que se transforma en algo concreto y 
cuantificable; las consideraciones intuitivas sólo se hacen sobre la demostración. De 
la misma manera que el físico examina sus aparatos y el astrónomo su lugar de ob- 
servación, igual que el filósofo hace la crítica de su razón, así, en mi opinión, el 
matemático no puede asegurarse de la solidez de sus proposiciones más que me- 
diante una crítica de la demostración. Esta necesidad fundamenta la teoría de la 
demostración” ?. 


Si se acepta el punto de vista de HILBERT, el dominio de la intuición que nos 
ofrece evidencias simples e irreductibles queda en adelante perfectamente definido: 
se trata del dominio de la matemática. Si bien el punto de vista hilbertsano no re- 


* HILBERT 5, pág. 174. 
'" HILBERT 5, pág. 165. 
* HILBERT 5, págs. 169-170. 
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presenta la única posición adoptada en materia de fundamento matemático, no deja 
de revestir un alto interés histórico por el gran papel que ha desempeñado en el 
desarrollo de las investigaciones formalistas. Indudablemente, el término metamate- 
mática ha adoptado actualmente un sentido más amplio que el atribuido por HILBERT, 
y a fin de evitar todo equívoco hablaremos en adelante de la teoría de los sistemas 
formales. Pero la idea central continúa siendo la misma: se trata de estudiar las pro- 
piedades de un objeto que se presenta bajo una forma concreta. No preocupa ya la 
significación de los simbolos utilizados, sino solamente sus configuraciones y la 
manera en que pueden atribuirse, combinarse, intercambiarse y sustituirse los unos 
a los otros. 


En los sistemas formales se ha podido ver reproducirse el mismo fenómeno que 
se había podido observar a propósito de los objetos matemáticos de tipo elemental 
(números, conjuntos, límites, etc.); evidencias que se tentan por inmediatas se ha de- 
mostrado que eran ¿lusorias. Los sistemas formales que anteriormente parecian obje- 
tos extraordinariamente simples, derivados de una teoría completamente elemental de 
las combinaciones, han ido descubriendo poco a poco una estructura infinitamente 
más compleja. Los métodos que ha sido preciso aprontar para estudiar sus propie- 
dades han superado con extrema rapidez el estadio de los razonamientos elementa- 
les, manifestando propiedades muy diferentes de las que se creía poder atribuir a los 
sistemas formalizados bajo la fe de las intuiciones imiciales. 


Para HILBERT no había duda de que se podría llegar a transcribir en el cuadro 
de un sistema simbólico apropiado el conjunto de las matemáticas existentes, y que 
se llegaría, mediante procedimientos relativamente simples, a establecer el carácter 
no-contradictorio de las matemáticas basándose sobre el examen de tal sistema. Las 
investigaciones realizadas para hacer efectivo este programa han revelado que el 
método de formalización está sujeto a ciertas limitaciones. 


De forma muy aproximada, puede decirse que estas limitaciones se reducen a lo 
siguiente: no es posible formalizar completamente una teoría matemática cuando 
ésta ha llegado a un cierto nivel de complejidad. En determinados casos, el modelo 
simbólico no consigue representar de manera adecuada los nexos deductivos que 
existen en el seno de la teoría bajo su forma intuitiva, no formalizada. En otros ca- 
sos, el modelo fracasa cuando trata de representar ciertos conceptos imtuitivos de 
la teoría. En cualquier caso, no se puede hacer abstracción de la relación de signifi- 
cación que liga el modelo simbólico al dominio matemático que trata de represen- 
tar. Llega un momento de la interpretación que no puede ser puesto entre paréntesis. 
El recurso a la pura intuición del signo, tal como lo entendía HILBERT, no es sufi- 
ciente. La utilización del método formal marca un progreso evidente, y ha permitido 
obtener un cierto número de precisiones de largo alcance sobre la estructura de las 
teorias matemáticas, pero no dispensa a la matemática de mantener el contacto con 
ciertas intuiciones previas a la formalización y que ésta sólo puede ayudar a clarificar. 


La tarea de formalización, llevando a una situación análoga a la que pretendía 
resolver la distinción hilbertsana de la matemática y la metamatemática, retrotrae 
la posición hilbertiana a su punto de partida. Si el sistema formal desborda lo que 
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pretendía reconocer a su través, la intuición del signo, quiere decir que remite a una 
capa más profunda de intuición que se confunde con la misma ruta de la razón ma- 
temática, 


Esto tal vez quiera decir que la razón matemática no pueda hacerse a sí misma 
suficientemente clara por el hecho de no ser capaz de agotar su objeto. Pero le es 
posible, sin duda —y aquí reside todo el sentido de su empresa—, arrojar sobre su 
objeto una claridad cada vez mayor que, progresivamente, le permite perfeccionar 
el conocimiento de su propio propósito. 


Pero la naturaleza misma de la razón es tal, que su objeto no cesa de desbor- 
darla: y como mo está en el poder de la inteligencia matemática situar ante sí el 
objeto matemático total, tampoco puede reflejarse totalmente en un modelo obje- 
tivo que exprese adecuadamente su propósito. Estas dos limitaciones som solidarias 
y están indicadas simultáneamente por las limitaciones que contiene, en su propio 
nivel, la teoría de los sistemas formales. 


Naturalmente, la existencia de estas limitaciones no pone en duda la creencia 
proclamada por HILBERT en la resolubilidad de todo problema matemático. Cuando 
HILBERT, en su Memoria sobre Los Problemas Matemáticos, desarrolla esta idea, 
precisa lo que hay que entender por esto: o biem se puede dar al problema una solu- 
ción efectiva, o bien se puede demostrar que no es posible resolverlo por los métodos 
propuestos, Asi, el célebre teorema de GALOIS, que demuestra la imposibilidad de 
resolver las ecuaciones de 5. grado por el procedimiento de los radicales, constituye 
una auténtica solución del problema planteado por las ecuaciones de 5.” grado. Va- 
rios resultados de los que se tratará más adelante son del mismo género, demostrando 
la imposibilidad de resolver ciertos problemas mediamte los métodos conocidos. 
Cuando se establece que no es posible formalizar integramente una teoría, se mues- 
tra en qué sentido preciso debe entenderse esta imposibilidad y por qué mecanismo 
se explica, lo que constituye un resultado perfectamente positivo. 


El interés de los resultados concernientes a las limitaciones de los formalismos 
reside en haberse producido en el ámbito de la teoría de los formalismos y por los 
métodos propios de esta teoría, Esto es lo que autoriza a hablar de limitaciones in- 
ternas. 


Existen varias categorías de limitaciones, pero es posible seleccionar de entre 
ellas ciertas analogías que permitan entrever el carácter fundamental de este fenó- 
meno de limitación. 


El primer resultado —que continúa siendo uno de los más decisivos— fue obte- 
mido por GÓDEL en un teorema que posteriormente sería generalizado de diversos 
modos, Otros resultados fueron conseguidos por CHURCH, KLEENE, TURING y MOS- 
TOWSKI. KLEENE llegaría a establecer una conexión entre estas dos categorías de 
hechos, Una tercera categoría de resultados fue obtenida por TARSKL. 


KLEENE, ROSSER y CURRY han puesto en evidencia un hecho de limitación que 
presenta muchas analogías con los precedentes, refiriéndose a formalismos de otro 
ELpo. 
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Finalmente, LÓWENHEIM y SKOLEM, y después HENKIN, ROSSER y WANG han 
obtenido resultados altamente significativos en relación al asunto que nos ocupa. 


Estos descubrimientos han influenciado intensamente las investigaciones for- 
males, y sus consecuencias contribuyen ciertamente a explicar su significación, y, por 
supuesto, de manera más general, la significación del mismo método formal. 


Antes de abordar la exposición del Teorema de GÓDEL, conviene situarlo en el 
conjunto de la teoría de los fundamentos, dar algunas indicaciones sobre la natura- 
leza del método formal y sobre un concepto que juega un importante papel en este 
tipo de investigaciones: el concepto de función recursiva. 


CAPÍTULO I 


Introducción —Los sistemas formales 


SECCIÓN 1.—LAS INVESTIGACIONES SOBRE 
| LOS FUNDAMENTOS. | 


1. LA TEORÍA DE CONJUNTOS Y LAS PARADOJAS, 


El desarrollo de las matemáticas durante el siglo XIX se ha caracterizado por un 
doble esfuerzo: independización de las estructuras fundamentales del análisis (álge- 
bra abstracta, topología, teoría de conjuntos) y crítica de los conceptos básicos (tra- 
bajos de CAUCHY, RIEMANN, WEIERSTRASS, DEDEKIND, CANTOR). 


El desarrollo del Análisis exigía el establecimiento de bases sólidas: al trabajo 
de prospección que se esforzaba en acumular nuevos resultados debía superponerse 
un trabajo de profundización que iba a precisar el sentido de los conceptos y a crear 
una herramienta de investigación más rigurosa. La progresión en el sentido del rigor 
pudo realizarse gracias a una reducción del campo intuitivo, asistiéndose a una regre- 
sión de las intuiciones geométricas (que todavía jugaban un importante papel en la 
introducción de la Teoría de Funciones) a beneficio de las intuiciones aritméticas. 
Es sabida la famosa frase de KRONECKER: “Dios creó el número entero, y el hom- 
bre hizo lo demás”. Este retorno a un tipo fundamental de evidencia, una vez ope- 
rado, se trataba de demostrar por qué procedimientos podían construirse los con- 
ceptos más complicados a partir de aquélla. Pero la aplicación de este propósito 
debía hacer surgir graves dificultades. Por necesidades de la construcción mate- 
mática se introdujeron conceptos no criticados que estaban lejos de poder reducirse 
a la intuición de los números enteros. Particularmente, la noción de infinito, que se 
introduce en las primeras páginas del Análisis bajo la forma de “paso al límite”, 
parecía inducir dificultades irreductibles. La creación de la Teoría de Conjuntos no 
tardaría en ponerlas en evidencia. 


Ciertos conceptos del Análisis hacen intervenir la idea de totalización (así, cuan- 
do se habla de la totalidad de los valores adoptados por una función dentro de un 


3 
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AS 


determinado intervalo). La consideración simultánea de todos los elementos perte- 
necientes a una determinada categoría (disfrutando de estas propiedades) debía llevar 
a la formación de la noción abstracta de conjunto *. Y ésta, a su vez, debía permitir 
a CANTOR construir su audaz teoría de los números ordinales y cardinales transfinitos. 
Pero inmediatamente iban a manifestarse ciertas paradojas. Así, conceptos tales como 
conjunto de todos los conjuntos (de una colección dada de conjuntos) que no se com- 
tienen a sí mismos como elementos (paradoja de RUSSELL), conjunto de todos los 
conjuntos, conjunto de todos los números ordinales (transfinitos) ordenados según su 
magnitud (paradoja de BURALI-FORTI), conjunto de todos los números corainaes, 
conducen a contradicciones *. 


La aparición de estas paradojas era particularmente grave, pues ponía en tela 
de juicio no solamente tal o cual noción particular (como la noción de conjunto), 
sino procedimientos de razonamiento admitidos hasta entonces como perfectamente 
correctos por todos los matemáticos. 


No era sólo esta o aquella teoría lo que se veía comprometido: era todo el edi- 
ficio matemático el que se resquebrajaba. E incluso los trabajos críticos del siglo XIX 
perdían su virtualidad, al revelarse incapaces de conjurar la crisis. 


Parecía necesario reemprender el trabajo de fundamentación de manera mucho 
más radical: era preciso asegurarse, no solamente de las nociones ya muy comple- 
jas del Análisis, sino de los mismos procedimientos del razonamiento matemático; 
era preciso dudar de todo, hasta de las evidencias más elementales. 


De aquí la creación de un nuevo campo de estudio: las investigaciones sobre 
los fundamentos de las matemáticas. 


Estas investigaciones iban a poder, simultáneamente, apoyarse sobre dos técnicas 
que el trabajo del siglo XIX había realizado adoptando ideas muy antiguas, ponién- 
dolas a punto y llevándolas a un cierto grado de precisión: el método axio0mático y 
la logística o lógica formal. 


2. EL MÉTODO AXIOMÁTICO. 


El método axiomático, utilizado con éxito tanto en Algebra como en Geome- 
tría, exhumaba el ideal griego del conocimiento científico. Pero, en tanto que la 
antigua axiomática es una axiomática de contenido en que se utilizan conceptos funda- 
mentales cuyo sentido está dado intuitivamente y se afirman proposiciones con- 
sideradas como evidentes a propósito de estos conceptos, la axiomática moderna 
es una axiomática pura: los conceptos que utiliza se introducen todos explí- 
citamente y son definidos únicamente por las relaciones que se establecen entre 
ellos, sin que jamás se haga referencia a propiedades que se hayan enunciado explí- 


1 Y, CAVAILLES 2. 
2 Sobre las paradojas, v. indicaciones más completas en la sección 3-1. 
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citamente en los axiomas, y, finalmente, éstas no se consideran como evidentes 
por sí mismas, sino que se hipotetiza su validez para ver lo que es posible deducir 
de ellas. Las teorías axiomatizadas toman el alcance de sistemas hipotético-deductivos. 


El más antiguo ejemplo, y al mismo tiempo el más conocido, de teoría axiomá- 
tica nos lo dan los Elementos, de EUCLIDES. Los trabajos consagrados a los axiomas 
de la geometría durante el pasado siglo han hecho aparecer que un cierto número 
de axiomas no habían sido formulados de manera explícita por EUCLIDES (pero uti- 
lizados de manera implícita en sus demostraciones) o sólo habían sido formulados 
de manera imperfecta. 


En su célebre trabajo sobre los fundamentos de la Geometría 9, HILBERT ha dado 
un sistema completo de axiomas para la Geometría euclídea. Este sistema ha repre- 
sentado una etapa muy importante en la puesta a punto del método axiomático. 


El sistema de axiomas establecido por PEANO para la aritmética elemental cons- 
tituye otra aplicación simple del método axiomático. 


El sistema de PEANO comporta los elementos siguientes : 
1) Una sucesión ilimitada de variables individuales: X, Y, Z y estas mismas 


letras afectadas de índices (estas variables representan números enteros cualesquiera, 
jugando el papel de objetos individuales en relación a los predicados); 


2) una constante individual: 0; 


7 . . . . . 
3) una variable predicativa: O (esta variable representa una propiedad cual- 
quiera de los enteros); 


4) un predicado de un solo argumento (que se aplica a un solo objeto): ser un 
número entero ; | 


5) dos predicados de dos argumentos (que se aplican a un par de objetos): 
sucestvo de y =. 


Los axiomas del sistema son los siguientes : 


1. 0 tiene la propiedad de ser un número entero, 


2. No existe ningún X tal que 
X tenga la propiedad de ser un número entero y que 
O sea el sucesivo a X. 


(Dicho de otra forma: O no puede seguir a ningún número entero.) 


3. Si X tiene la propiedad de ser un námero entero, 
e Y es sucesivo a X, 


entonces Y tiene la propiedad de ser igualmente un número entero. 


(Dicho de otra forma: el predicado sucesivo 4 permite reconstruir la sucesión 
de enteros partiendo de 0.) | 


S HILBERT 9. 
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4. SiX=Y 
y si Z, es sucesivo a X, 
y Za es sucesivo a Y, 
entonces Z; = Za. | 
(Dicho de otra forma: un número entero solamente tiene un solo número su- 
Cesivo.) 
5. Si 0 tiene la propiedad O, 
y si, cualquiera que sea el número entero X, basta con que X tenga la propiedad 0 
para que el sucesivo a X tenga la misma propiedad, 
entonces, cualquiera que sea el número entero Z, Z tiene la propiedad D. 


(Este es el principio de inducción: cuando una propiedad es cierta para O, y 
cuando, siendo cierta para un número lo es también para el sucesivo, entonces es 
cierta para cualquier número.) 

Estos axiomas fijan el sentido de los predicados del sistema. 

La utilización de la axiomática permite abarcar de un solo golpe toda la teoría. 
Para estudiar las propiedades de una teoría, ya no será necesario considerarla como 
algo acabado y recorrer una a una todas sus etapas. Bastará con considerarla en sus 
principios, puesto que éstos, habiéndose enunciado explícitamente, pueden quedar 
perfectamente dominados. 


2. LA LOGÍSTICA. 


La Logística fue creada por matemáticos que sentían la necesidad de reempren- 
der el estudio de las formas del razonamiento a través de métodos rigurosos análo- 
gos a los de las matemáticas. El Algebra siguió de hilo conductor en los primeros 
trabajos (BOOLE). Esta nueva lógica quedó construida, pues, sobre bases muy dife- 
rentes a las de la lógica tradicional: en tanto que ésta considera formas de razo- 
namiento muy próximas a las del discurso matural y se apoya sobre el sentido intui- 
tivo de las operaciones deductivas que utiliza, la lógica moderna se inspira mucho 
más en las analogías matemáticas que le han permitido fijar sus métodos que en 
formas de discurso natural, apoyándose únicamente sobre las reglas de manipula- 
ción por medio de las cuales define sus operaciones. 

Mediante los nuevos métodos, es posible representar ciertas formas clásicas de 
deducción utilizadas por la antigua lógica (silogismos), pero no se trata de estable- 
Cer una correspondencia entre estas dos formas de lógica, puesto que no se sitúan al 
mismo nivel de precisión. El espíritu general de la Logística es analítico: hay 
que comenzar por estudiar las operaciones completamente elementales y dar des- 
pués procedimientos que permitan, a partir de ellas, obtener operaciones cada vez 
más complejas cuyo sentido puede muy bien escapar a la intuición. Lo mismo que 
en el Algebra, se utiliza una notación simbólica: existen constantes, variables, sig- 
nos para designar las entidades elementales (proposiciones, BrecienoS etc.) y signos 
para designar las operaciones. | 
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Desde sus comienzos, la Logística adoptó la forma del cálculo: se dan ciertas 
operaciones, definidas por un conjunto de reglas, y se estudian los resultados que se 
pueden obtener combinando estas operaciones de diferentes maneras. 

Pero en seguida la Logística debería adoptar también una forma axiomática y de- 
ductiva. Las propiedades de las operaciones fundamentales quedan fijadas por ciertas 
relaciones, enunciadas a manera de axiomas, y se dan reglas que permitan deducir de 
estos axiomas proposiciones válidas. | 


á4. EJEMPLO DE UNA TEORÍA LÓGICA AXIOMATIZADA, 


Veamos un ejemplo sencillo de una teoría lógica axiomatizada: una forma de la 
lógica de proposiciones, en la que sólo se utilizan dos operaciones elementales. Esta 
lógica se presenta como un sistema que comporta los elementos siguientes : 


1) Una sucesión ilimitada de variables (que representan proposiciones cuales- 
QUIera) T;, Ta, Tz,...., 
2) tres operadores proposicionales (operadores que permiten obtener, a partir 
de proposiciones, nuevas proposiciones): 
V (disyunción: 0), 
=> (implicación: s¿....entonces), 
— (negación: 20). 
Mediante estos elementos se pueden construir ciertas composiciones que se consi- 
deran dotadas de sentido y a las que se denomina proposiciones. 
Los operadores — y V se consideran no definidos: representan los operadores 
primitivos del sistema. El operador —> se considera como una abreviación, y se de- 
fine mediante los operadores — y V, como sigue: 


A=>B=-“ AVB 
Las reglas siguientes definen la noción de proposición relativa a nuestro sistema. 


1. Las variables son proposiciones. 
2. Si A es una proposición, “ A es también una proposición. 
3. Si A y B son proposiciones, 
A VB 
y A => B, 
son también proposiciones *. 
- Entre estas proposiciones, un cierto número son teoremas del sistema. 
(Desde un punto de vista intuitivo: son consideradas válidas.) 
Un conjunto de axiomas y reglas de derivación determina cuáles son los teoremas. 


* Utilizamos aquí símbolos sintácticos. Vid. a este propósito el INDICE DE NOTACIO- 
NES, 1.1 y 2.25.2.7. Las letras A y B son las alfa y beta mayúsculas. 
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Los axiomas son los siguientes : 


1. US] V Ti, —> 71 7 

2. mo>mVom. 

3. mVmrm>mwmVm. 

4. (mn, om) > (m V rr, > m V na). 

Por medio de la definición del operador —, estos axiomas > fijan el sentido de 
los operadores no definidos — y V. 

Á estos axiomas se añaden dos reglas de derivación : 


1. Regla de sustitución, 

Se puede derivar de un teorema la proposición que se obtiene reemplazando en 
este teorema una variable, en todos los sitios em que figure, por una proposición 
cualquiera “. 

2. Regla de la consecuencia (o de separación). 

Si se tiene un teorema Á 
y un teorema A > B, 
se puede derivar la proposición B”. 

Los cuatro axiomas y todas las proposiciones que es posible obtener de ellos 
mediante reglas de derivación constituyen los teoremas de la teoría considerada. 

(Estos teoremas pueden ser interpretados como formas válidas de razonamiento.) 


5. UTILIDAD DEL MÉTODO AXIOMÁTICO. 


Utilizando el método axiomático se pueden construir una tras otra las diferentes 
partes de la lógica, sea por transposición, sea por extensión. 

El procedimiento de la transposición se utiliza, por ejemplo, cuando se pasa de 
la lógica de proposiciones a la lógica de clases: a los símbolos de la lógica proposi- 
cional, que representan proposiciones, se hacen corresponder operaciones referentes 
a las clases. (Así, a la operación de conjunción y, se hace corresponder la conjun- 
ción de clases: se trata de la operación que transforma dos clases dadas en una nue- 


* Para mayor claridad se debiera escribir: (7, V 71) > mi. 
Sobre las convenciones relativas a paréntesis, vid. INDICE DE NOTACIONES, 2.22.3. 
* Mediante el operador sintáctico de sustitución, definido en el INDICE DE NOTACIO- 
NES en 2.25.4.1, esta regla podria representarse por medio del esquema: 


A 


[O/B] A 
donde el símbolo (Y puede ser reemplazado por una variable que figure en A. Vid., Indice de 
Notaciones, 2.25.2.2 y 2.29.2.7. 
A 
A > B 
” Esta regla puede representarse mediante el esquema: 
| B 
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va clase que comportará todos los objetos contenidos en las dos clases iniciales y 
solamente éstos.) Mediando esta correspondencia, las diferentes fórmulas del cálculo 
de proposiciones se convierten en fórmulas del cálculo de clases *. 

El procedimiento de la extensión se utiliza, por ejemplo, para pasar de la lógica 
de proposiciones a la lógica de predicados: a los símbolos que representan proposi- 
ciones se añaden símbolos que representan individuos y otros que representan pre- 
dicados, se introducen nuevas operaciones —las operaciones de generalización— y se 
añaden a los axiomas y reglas de la lógica de proposiciones los axiomas y reglas ne- 
cesarios para definir el sentido de estas operaciones ?. 

Por otra parte, se hace posible homogeneizar la Lógica y la Matemática: es po- 
sible integrar en un sistema único axiomas lógicos y axiomas matemáticos, es decir, 
fijar bajo uma misma forma axiomática, a la vez, la naturaleza y propiedades de los 
entes que se están manejando y las formas de razonamiento consideradas válidas, De 
esta manera se pasa a la noción de sistema formal *, en el que la distinción entre Ló- 
gica y Matemática desaparece por completo. HILBERT subrayó por primera vez, a 
propósito de la axiomatización de la Aritmética, la necesidad de unificar las nocio- 
mes propiamente matemáticas y los procedimientos de deducción utilizados, inte- 
grando en un sistema único la Lógica y la Aritmética *. 


6. EJEMPLO DE UN SISTEMA FORMAL. 


La Teoría de Proposiciones descrita en el $ 4 constituye un sistema formal; este 
sistema solamente caracteriza nociones lógicas. Veamos otro ejemplo de sistema for- 
mal en el que se caracterizan, a la vez, nociones lógicas y nociones algebraicas: se. 
trata de un sistema que corresponde a una teoría elemental de los grupos. 

Este sistema supone los siguientes elementos : 


1) Una sucesión ilimitada de variables individuales (que corresponden a los ele- 
mentos del grupo): 
X, Y, 8, y las mismas letras afectadas de índices ” 
- 2) una constante individual (que corresponde al elemento unidad del grupo): U;' 
3) una función de dos argumentos (que corresponde a la operación producto 
del grupo): X; 


* V. DOPP 3, págs. 206-208. 
” V. $ 6, esquemas 9 y 10 y reglas 2 y 3. 

-** Sobre el sentido preciso de esta noción, v. Sección 3-1. 

_Los términos formalismo y lengua formalizada se utilizarán como sinónimos de sistema 
formal. No obstante, el término formalismo se utilizará también en el sentido de: punto de 
vista de una formalización estricta. El verbo formalizar se utiliza en el sentido de: expresar 
O representar mediante un sistema formal. . A 

22 HILBERT 3. 

12 Utilizaremos letras góticas en lugar de itálicas, como en el ejemplo del $ 2, para indicar 
que el sistema que describimos aquí es enteramente formalizado (el del $ 2 sólo Eo era parcial- 
mente). 
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4) un predicado de dos argumentos: = (predicado de igualdad); 

5) dos operadores proposicionales de un argumento (EX) (existe un X tal ques $: 
y (X) (para todo Y...) (operaciones de generalización); | ] 

6) un operador proposicional de un argumento: — y dos operadores do 
cionales de un argumento, V y =>. E 

El operador — está definido por medio de operadores == y V, como sigue: 


A>B= = ÁV B 


(Los símbolos A y B designan proposiciones cualesquiera.) 

_Los símbolos de operación (EX) y (X%) se denominan cuantificadores, El primero 
es el cuantificador de particularización; el segundo, el cuantificador de universali- 
zación, | 

Un cuantificador que se refiera a la vataBlE X se dice representante de la varia- 
ble X. Una variable que figure en una expresión precedida de un cuantificador que 
la representa se denomina ligada, Una variable no ligada se denomina libre *. 

Algunas de las sucesiones formadas mediante estos elementos constituyen térmi- 
nos, Mediante estos términos es posible formar las proposiciones del sistema. Las 
reglas siguientes indican el sentido de estas expresiones. Para formular estas reglas 
utilizaremos variables sintácticas *. 

a. Toda variable es un término. 

b. La constante U es un término. 

C. Si 7, y 73 

son términos, 7, X 73 es también un término. 
_d. Si 7, y 72 son términos. 
T, = 7¿ es una proposición. 

e. SiA es una proposición que contiene la variable O, en tal caso 
(9) A y 
(EO) A 
constituyen igualmente proposiciones. | 

f. Si A es una proposición, A es igualmente una proposición. 

g. Si A y B son proposiciones, 
entonces AVB 
y:  —_A>B 
son igualmente proposiciones. 

Los símbolos 7, y 72 designan términos cualesquiera; los tebalos A y B desig- 
nan proposiciones cualesquiera, y el símbolo O designa una variable cualquiera del 
sistema (Y, Y), 

El sistema comporta una sucesión de axiomas y reglas. Para formular los axio- 
mas utilizaremos la notación sintáctica. Los axiomas del sistema son todas las pro- 
posiciones que se pueden obtener a partir de las expresiones que siguen, reempla- 
zando en ellas las variables sintácticas por una expresión correspondiente del sistema . 


12 Ver el INDICE DE NOTACIONES 2.22.1.5 y 2.31.1.3. 
1% Ver el INDICE DE NOTACIONES, 1.1 y 2.25.2. 
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(por ejemplo, la variable sintáctica para proposiciones A, por la proposición 
(E = YX Y) o la variable sintáctica para variables O por la variable Y). Estas ex- 
presiones son esquemas de axiomas. ? 

1. (0,) (0,) (E0,) [0, x O, = 0]. 

(Reemplazando 0,, O, y O;, respectivamente, por E, Y y 3, se tiene: cualquiera 
que sean X y Y), existe un $Y tal que es el producto de X y de WM: el producto de dos 
elementos de un grupo pertenece al grupo. ? 

2. (0)[0 x U = 01. 7 

(Reemplazando O por *, se tiene: cualquiera que sea Y, el productos de X por 
U es X. 


Dicho de otra forma: el producto de un elemento cualquiera por el elemento 
unidad es igual al primer elemento.) 


3. (0,) (E0,) [9, X 6, = Ul. . 
(Reemplazando O, y O, respectivamente, por Y y Y, se tiene: cualquiera que 


sea X, existe un Y tal que el producto de X por Y es el elemento unidad. Dicho de 
otra manera: todo elemento tiene un universo.) 


4. (01) (61) (Os) [(6, x 63) x Os = 6, x (0, x 03]. 

(Propiedad asociativa.) 

5. AVWVA>A. 

6 A>AV IB. 

7. AVB>BVA 

8. (A>B)> (TT VA=>T V B) | 

(Los esquemas de axiomas 5 a 8 corresponden a los axiomas 1 a 4 del $ 4.) 

9. (0) A>[0/7*] A. 

En este esquema, A es una proposición que contiene a la variable O, y 7* puede 
ser reemplazada por una variable cualquiera o por la constante U. | 

Sin embargo, este esquema sólo es válido bajo la siguiente condición: si 7* es 
reemplazada por una variable, la variable € no puede figurar en una parte de A 
que sea de la forma (7*) B (7*). 

(Ya que si así fuese se produciría una confusión.) 

(Reemplazando O por X, se tiene: si la proposición A es cierta para todo X, es 
cierta para U o para un Y) cualquiera. 

Dicho más simplemente: una proposición cierta para todo objeto en general, es 
cierta para cualquier objeto en particular.) 

10. A > (E0) [7* /0]A. o 

En este esquema, Á es una proposición que contiene En y 7* tiene la misma 
significación que en el esquema 9. 

Este esquema está sometido a la misma condición que el esquema 9. 


-(Reemplazando O por X y 7* por Y), se tiene: si la proposición A es cierta para 
un cierto Y), hay al menos un Y para la cual es cierta.) aa 
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El sistema comporta también las reglas de derivación que se señalan a continua- 
ción : | 
1. Regla de consecuencia : 


A 
A > B 


B . 
(Si se dan los teoremas A y (A > B), se puede obtener de ellos la proposición B.) 


2. Regla para el cuantificador (O): 
A > B 


A > (0)B. | 
En este esquema, B es una proposición que contiene la variable O. El esquema 
sólo es aplicable si la proposición A no contiene la variable O y si esta variable no 
está ligada en B. 
3. Regla para el cuantificador (O): 
A=>B 


(BO) A —= B. 

En este esquema, B es una proposición que contiene la variable O. El esquema 
sólo es aplicable si la proposición B no contiene la variable O y si esta variable no 
está ligada en A. 

Como nos hemos valido de esquemas de axiomas, en lugar de axiomas (como en 
el $ 4 anteriormente), podemos prescindir de la regla de sustitución. 


- Los teoremas del sistema son los axiomas del sistema y cuantas proposiciones 
pueden deducirse de ellos mediante las reglas de derivación. 


La teoría así descrita comporta, por tanto, los axiomas que sirven para caracte- 
rizar un grupo (axiomas 1 a 4), axiomas (5 a 8) y una regla (1) que corresponden a 
una lógica de proposiciones con las mismas posibilidades que la expuesta en el $ 4. 
Finalmente, dos axiomas (9 y 10) y dos reglas (2 y 3) que determinan cómo pueden 
utilizarse los cuantificadores. 


SECCIÓN 2.—LAS GRANDES DIRECCIONES 
DE LA INVESTIGACION. 


7. DIRECCIONES DE LAS INVESTIGACIONES SOBRE LOS FUNDAMENTOS. 


Utilizando las dos herramientas de la axiomática y la logística en contextos muy 
diferentes, las investigaciones sobre los fundamentos se han desarrollado en cuatro 
direcciones: axiomática de conjuntos, logicismo, intuicionismo y teoría de la de- 
mostración. | 
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El problema fundamental que se había planteado era el del criterio de la exis- 
tencia matemática. ¿Cuándo se puede considerar que existe realmente un objeto 
desde el punto de vista matemático? O también, ¿cómo distinguir un objeto mate- 
mático verdadero de un concepto vacío, puramente artificial? 

Las diferentes ramas de la teoría de los fundamentos se presentan bajo una for- 
ma técnica rigurosa, pero cada una presupone una diferente concepción del ente 
matemático. 


8. AXIOMÁTICA DE CONJUNTOS. 


Según el punto de vista de la axiomática, existe todo objeto que puede ser Cons- 
truido conforme a los axiomas. Estos dan un contenido riguroso a la noción de con- 
junto indicando cuáles son los conjuntos básicos y cuáles los procedimientos cons- 
tructivos que permiten pasar de una clase dada de conjuntos a otros más complejos. 
Se trata, pues, de axiomas de existencia. Por supuesto, existen también criterios para 
evitar la construcción de conjuntos “peligrosos” que pueden dar lugar a paradojas. 

El sistema básico es el de ZERMELO-FRAENKEL Y. A su perfeccionamiento ha 
contribuido VON INNEUMANN * y, más recientemente, BERNAYS *”. Estos sistemas utili- 
zan la relación de pertenencia (de un elemento a un conjunto) y de inclusión (de 
un conjunto en otro). 


9. LOGICISMO. 


Para los logicistas, los conceptos matemáticos pueden derivarse totalmente de 
conceptos lógicos: la matemática no es otra cosa que una parte de la Lógica, y en 
tal sentido no existen conceptos matemáticos específicos o extralógicos. 

El logicismo demuestra que conceptos tales como los de número ordinal y nú- 
mero cardinal pueden derivarse de la lógica de relaciones, y que el concepto de con- 
junto puede ser reconducido al de función proposicional. 

. El logícismo ha encontrado su expresión más perfecta en la obra monumental 
de RUSSEL y WHITEHEAD, Principia Mathematica, donde se presenta una recons- 
trucción de todo el análisis clásico ** 

Este sistema comportaba, no obstante, tres axiomas en los que residían todas las 
dificultades: axioma de infinitud, axioma de elección y axioma de reductibilidad. 


15 ZERMELO 1, FRAENKEL 1. 

** VON NEUMANN 3. 

17 BERNAYS 8. 

Existen otros sistemas de axiomas para la teoría de conjuntos; todos van ligados más o 
menos directamente al sistema de ZERMBLO-FRAENKBEL. Señalamos en particular los de GODEL : 
(GóDEL 16, 17 y 18) y BOURBAKI (BOURBAKI 2). 

18 RUSSELL y WHITEHEAD 1. 
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Este último ha sido abandonado finalmente (al mismo tiempo que la teoría ramifi- 
cada de tipos) como consecuencia de los trabajos de RAMSEY. Pero, no obstante, los 
dos primeros parecen introducir elementos extralógicos: la validez del axioma de 
infinitud se considera perteneciente al dominio individual, y el axioma de elección 
tiene correspondencias con las funciones proposicionales, válidas solamente en el 
dominio considerado. 


Por otra parte, si bien el sistema permite la eliminación de las paradojas, no está 
garantizado contra ciertas contradicciones. 


10. INTUICIONISMO. 


Los ¿mtuscionistas —BROUWER y su escuela— se apoyan en la tradición del nú- 
mero y de la discontinuidad. 


Para ellos, la realidad matemática es independiente del lenguaje matemático y 
de la lógica, considerando a ésta como un mero instrumento de comunicación. 


La existencia matemática la reduce a la constructibilidad: el ente matemático 
no posee realidad autónoma, existiendo solamente en el acto por el cual es engen- 


drado. 


Todo el pensamiento matemático se fundamenta sobre una intuición originaria, 
la de la división de la unidad, fuente de la dualidad. Esta intuición es esencialmente 
la de la estructura del tiempo, y constituye la base de la noción de número entero. 


El carácter indefinido de la serie de números enteros corresponde a la posibili- 
dad de una repetición indefinida del destello inicial. 


Partiendo del número entero, BROUWER construye una definición de continuidad 
y de la noción de conjunto que le permiten interpretar ciertas partes del análisis 
clásico y de la teoría de CANTOR. La exigencia de constructibilidad le lleva a recha- 
zar toda consideración de un infinito actual y a admitir solamente el infinito poten- 
cial. (De donde su concepción de continuidad como medio del libre devenir: con- 
tinuo es lo que posee partes que se dejan dividir infinitamente.) Desde el punto de 
vista lógico, esta exigencia se traduce en el rechazo de la “exclusión de tercero” 
(para los conjuntos infinitos). No se puede afirmar “a priori” que la solución de un 
problema matemático deba ser del tipo A o del tipo no-A, mientras no se haya estable- 
cido un procedimiento efectivo que permita obtener esta solución *. 


HEYTING construiría un sistema formal que iba a dar un contenido preciso a la 
noción brouweriana de matemática intuicionista, permitiendo comparaciones preci- 
sas con la matemática clásica. Este sistema mo comporta el principio de “exclusión 
de tercero” (o, lo que es lo mismo, el principio de la doble negación) ”. 


1% BROUWER 1 a 7, y especialmente 4. 
20 HEYTING 1 y 2. 
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Los trabajos de KOLMOGOROFF Y, GLIVENKO”, GÓDEL *, KLEENE * y NELSON ** 
han situado exactamente la Aritmética intuicionista en relación a la Aritmética clásica. 

Pero los intuicionistas se rebelan a dejarse encerrar en el marco de un sistema; 
el intuicionismo no agota, en su opinión, los procedimientos admisibles de cons- 
trucción, y no es posible determinar estos “a priori”, por la sencilla razón de que las 
matemáticas deben considerarse como un proceso en constante devenir. El concepto 
de constructibilidad evoluciona al mismo tiempo que las matemáticas. 

Por consiguiente, el intuicionismo no representa una solución, entre otras, del 
problema de los fundamentos. Introduce un nuevo estilo matemático que se traduce 
en la refundición sistemática de todas las teorías. 

Precisando el sentido de la exigencia de constructibilidad, y ayudando así a es- 
clarecer el problema del infinito, el intuicionismo ha ejercido una considerable in- 
fluencia sobre la concepción general de las matemáticas y sobre la teoría de los 
fundamentos en particular. Pero, al asentarse sobre una construcción lógica más débil, 
se ha visto abocado a rechazar importantes sectores del Análisis clásico, sacrificio que 
mo se deciden a aceptar la mayoría de los matemáticos. 


11. TEORÍA DE LA DEMOSTRACIÓN, 


La teoría hilbertiana de la demostración tiene la significación de un intento de 
conciliación. Para HILBERT se trataba a la vez de salvar el conjunto de las matemá- 
ticas clásicas (comprendida la teoría transfinita) y de hacer justicia a las críticas 
constructivas de los intuicionistas (concepción constructivista). HILBERT resolvió el 
problema proponiendo distinguir tajantemente la teoría del fundamento de las ma- 
temáticas en sí mismas. A la matemática clásica, representada mediante formalismos 
adecuados (que deben englobar la lógica utilizada para la deducción de los teoremas), 
superpone una metamatemática, O teoría de la demostración, destinada a estudiar 
las propiedades de los formalismos a su nivel elemental y, en particular, establecer su 
no-contradicción *, (Se dice que un sistema es no-contradictorio cuando es imposible 
derivar de él un enunciado y su negación.) Mientras que al nivel matemático se ad- 
miten todos los tipos de razonamiento (comprendida la aplicación de la “exclusión 
de tercero” y el principio de la elección), al nivel matemático el razonamiento debe- 
rá adecuarse a prescripciones rigurosamente constructivistas. 

Para HILBERT, la existencia matemática está en la no-contradicción. Su concep- 
ción es, en realidad, la inversa de la de BROUWER: para HILBERT, el ente matemá- 
tico tiene existencia en sí, independientemente de los procedimientos de pensamien- 


22 KOLMOGOROFF 1. 

22 GLIVENKO 1 y 2. 

23 GODEL 9, 11 y 12. 

24 KLEENE 12, 13, 14 y 16. 

25 NELSON l. 

2% Ver PREFACIO, págs. 28-29. 
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to a través de los cuales puede alcanzarse. Como ya se ha visto Y, considera que todo 
problema matemático tiene solución. Desde el momento en que se da la no-contra- 
dicción —es decir, coherencia—, podemos estar seguros de la existencia de un ente 
matemático, aunque seamos incapaces (provisional o definitivamente, de hecho o de 
derecho) de construirlo. 


Fundamentar las matemáticas equivale, pues, a establecer su no-contradicción. 
Pero aquí nos vemos obligados a apoyarnos en la intuición y a proceder construc- 
tivamente. Esto es posible, pues una teoría matemática formalizada se presenta bajo 
la forma de un sistema de signos que podemos dominar perfectamente mediante la 
intuición. En la práctica, el estudio de las propiedades de tal sistema se limitará a la 
solución de problemas algebraicos y aritméticos elementales. 


Para realizar el propósito hilbertiano se impone, ante todo, construir un sistema 
formal para la aritmética y demostrar su no-contradicción; en un segundo estadio, 
habrá que extender progresivamente el sistema y la demostración de manera que sea 
aplicable a cualquier análisis. 


Por supuesto, en esta empresa se deberá concluir en un sistema tan poderoso 
como el de ZERMELO-FRAENKEL O el de RUSSELL-WHITEHEAD, pero habrá que to- 
mar garantías sobre la no-contradicción del sistema. 


El principal problema de la teoría de la demostración se centraba evidentemente 
sobre los criterios de demostración aceptados en el plano de la matemática. En los 
primeros trabajos de HILBERT, tales criterios eran demasiado rigurosos, mucho más 
restrictivos que los criterios intuicionistas. No se admiten los razonamientos de in- 
ducción completa, sino solamente la utilización de una concurrencia que se detiene 
en el infinsto. HERBRAND ha formulado con bastante exactitud los criterios hilber- 
tianos de un razonamiento intuscionista (no en sentido brouweriano, sino en el sen- 
tido finitista de la escuela de HILBERT). “Entendemos por razonamiento intuicionista 
el que satisface las siguientes condiciones: siempre se considera un número finito 
y determinado de objetos y funciones; éstas están perfectamente definidas, permi- 
tiendo su definición calcular sus valores de manera unívoca; nunca se afirma la 
existencia de un objeto sin proporcionar el medio de construirlo; no se considera 
nunca el conjunto de todos los objetos x de un conjunto infinito; y cuando se dice 
que un razonamiento (o un teorema) es cierto para todos estos x, quiere decirse que 
para cada x considerado particularmente es posible repetir el razonamiento general 
en cuestión que sólo debe ser considerado como prototipo de estos razonamientos: 
particulares” *. 


Las críticas de WEYL”% muestran que no pudo evitarse recurrir a la inducción: 
completa. En realidad, fue forzoso —como testimonia la historia de la teoría de la 
demostración— recurrir además a otros procedimientos. 


27 Ver PREFACIO. 
** HERBRAND Á, pág. 3, nota 3. 
22 WEYL 2. 
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Para establecer sobre estas bases la no-contradicción de la Aritmética, se efec- 
tuaron varias tentativas: demostraciones de ACKERMANN*, VON NEUMANN! y 
HERBRAND *. 


Todas estas tentativas se vieron condenadas al fracaso. Efectivamente, no consi- 
guieron otra cosa que asegurar la no-contradicción de un formalismo restringido, 
donde el principio de inducción sólo es apto para proposiciones elementales, sin 
generalización. Los resultados de GÓDEL darían la clave de estos fracasos e impon- 
drían una ampliación de los criterios de la teoría de la demostración. 


(NorAa.—A la demostración de HERBRAND hay que ligar una demostración de 
GENTZEN *Y posterior a los trabajos de GÓDEL y basada sobre la generalización. de un 
teorema de HERBRAND *.) | 


12. FORMALISMO. 


Estos intentos tienen de común que todos terminan en la construcción de un sis- 
tema formal. Así se desvanecen las oposiciones, dando lugar a una nueva fase, la 
del formalismo. Puede decirse que la evolución de las investigaciones sobre los 
fundamentos se ha visto marcada por una eliminación progresiva de las cuestiones 
filosóficas que dominaron las controversias durante el primer cuarto de siglo, a be- 
neficio de una concepción rigurosamente formalista del problema de los fundamentos. 


A través de las oposiciones de escuelas se pueden distinguir dos grandes actitu- 
des filosóficas que corresponden a una dualidad de concepciones tan antigua como 
las matemáticas mismas: la actitud platónica, que considera el ente matemático 
como existente en sí, independientemente de los procedimientos mediante los cuales 
se conoce (y, según este punto de vista, tales procedimientos sólo pueden ser indica- 
dores de existencia), y la actitud empirista, que considera el ente matemático como el 
producto de una actividad, y sólo le atribuye realidad en el interior de la ley de 
construcción que permite llegar a él, | 


La primera actitud es la de HILBERT y los axiomáticos; la segunda, la de BroU- 
WER y los logtcistas. | 


Para el platónico, un sistema formal es solamente la transposición —en el plano 
del simbolismo— de una realidad matemática autónoma; realidad preexistente, el 
sistema se esfuerza simplemente en describirla de la manera más adecuada, sin que 
necesariamente se llegue al conocimiento exhaustivo. Naturalmente, el sistema sólo 
puede construirse en la prolongación de una matemática intuitiva: es preciso que 


$0 ACKERMANN 1. 

2 VON NEUMANN l. 
32 HERBRAND 4. 

$3 GENTZEN 1. 

34 HERBRAND 1l. 
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la realidad matemática se haya manifestado previamente de cualquier manera para 
que pueda pensarse en describirla rigurosamente. 


En realidad, existen varios niveles de formalización, ed uno dé los cuales hace 
más explícita la realidad que en el nivel precedente, pero nunca se puede tener la 
seguridad de haber aprehendido todo el contenido de lo que se manifiesta. 


Para el empirista, un sistema formal es solamente una descripción provisional 
de los procedimientos de construcción admitidos en un momento dado de la historia 
de la ciencia. Permite dar una definición precisa de estos procedimientos, pero no 
agota en absoluto las posibilidades del pensamiento matemático; su papel es muy 
limitado, y la iniciativa reside siempre en el dinamismo intrínseco a la actividad 
matematizante que despliega las virtualidades de las intuiciones originarias. Por con- 
siguiente, de una y otra parte, subsiste una dualidad entre el sistema y una realidad 
primera que permanece autónoma; de una y otra parte el sistema permanece exten- 
sible porque nunca llega a agotar la realidad en cuestión, ya se trate del dominio 
trascendente de las entidades formales o de los actos del pensamiento matemático. 


Pero, desde el momento en que se considera el sistema formal en sí mismo, esta 
dualidad se reduce simplemente a la de dos niveles teóricos: nivel intuitivo, corres- 
pondiente a un estadio no crítico de las teorías matemáticas, y nivel formalizado, 
correspondiente a un estadio crítico. Por lo demás, la formalización puede ser más 
o menos completa. 


En esta perspectiva subsisten problemas filosóficos. En particular, habrá que in- 
terrogarse sobre el sentido de la relación existente entre estos dos niveles. Pero la 
teoría de los fundamentos no depende en absoluto de la solución de este problema. 
Ya no se trata de elegir entre dos interpretaciones del ente matemático, sino de po- 
ner a punto simplemente la técnica de formalización. 


13. FORMALISMO, INTUICIONISMO Y TEORÍA DE LA DEMOSTRACCIÓN. 


Sin embargo, los antiguos puntos de vista han tenido su utilidad, al precisar cier- 
tas exigencias que conservan su valor en el interior de la postura puramente forma- 
lista. Cualquiera que sea la valoración que se haga de las concepciones hilbertiana 
y brouweriana del ente matemático, queda en pie la necesidad de imponer a todo 
sistema formal un mínimo de coherencia (condición de no-contradicción) y de re- 
trotraerlo a una base intuitiva. La idea misma de demostración perdería todo su sen- 
tido si se pudiese demostrar cualquier cosa sin disponer de criterios verificables para 
controlar su realización. Indudablemente, no hay ninguna razón para desechar “ 
priori” principios que escapan a la intuición (como el de la exclusión de tercero o 
el de elección), pero también es preciso que su aplicación sea controlable. 


Aquí, por supuesto, la distinción entre sistema y propiedades del sistema adquie- 
re plena significación. No puede renunciarse de un último recurso a la intuición: las 
matemáticas reposan, en definitiva, sobre la realización de cometidos concrétos. Y 
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desde tal punto de vista, la aportación de la escuela intuicionista ha sido capital : 
al insistir sobre la exigencia de constructividad, subrayaba una característica esencial 
del pensamiento matemático. Pero la puesta a punto del método formal ha permi- 
tido, en cierto modo, hacer refluir esta exigencia desde el plano de las concatena- 
ciones matemáticas al plano de las propiedades de los sistemas. 


El formalismo reclama para su activo tanto la intención profunda del intuicio- 
mismo como el programa de la escuela hilbertiana, pero sin aceptar las limitaciones 
impuestas por BROUWER al análisis y sin idenficar la esencia matemática con el cri- 
terio de no-contradicción. Su punto de vista es diferente. 


14. MATEMÁTICA Y SISTEMA FORMAL. 


En cierto modo, la relación establecida por HILBERT entre teoría matemática y 
sistema formal se invierte. En tanto que para HILBERT el sistema formal no es sino 
un mero intermediario, un instrumento destinado a hacer posible la demostración 
de la no-contradicción, para el formalista el sistema se sitúa en primer lugar. Indu- 
dablemente, su aparición histórica no ha ocurrido sino después de un desarrollo 
intuitivo de las teorías, pero por sí mismo no comporta ninguna referencia a las 
fases anteriores. La distinción entre matemática y metamatemática desaparece para 
dejar lugar a la distinción entre teorías intuitivas y teorías formales. Si la metama- 
temática es la ciencia de los fundamentos, se hace idéntica a aquello que trata de 
fundamentar. Fundamentar es formalizar. 


No existe ya superposición de una metaciencia y una ciencia previamente cons- 
truida, sino tránsito de un estadio primitivo de la ciencia a un estadio más crítico. 


Ya no se trata de basar las matemáticas sobre unos conceptos filosóficos “a prio- 
r1” relativos a la existencia matemática, sino de eliminar las causas de las crisis (como 
las antinomias), prosiguiendo la empresa matemática misma con el mayor rigor 
posible. Construir las matemáticas no es retrotraer los conceptos matemáticos a con- 
ceptos más fundamentales, extramatemáticos, sino practicar el análisis de tales con- 
<Ceptos con tal precisión que en adelante su significado quede definido sin ambi- 
gúedad. El verdadero trabajo de fundamentación es, pues, un trabajo de purificación, 
y su herramienta es el formalismo. Gracias a él se puede reducir la parte de intui- 
ción a una suerte de mínimo absoluto: descifrar determinadas configuraciones de 
Signos. 


Para el formalista, la matemática se convierte en la ciencia de los sistemas for- 
males, Dado un sistema, se pueden estudiar sus propiedades (por ejemplo, la no- 
contradicción) y también sus interpretaciones posibles. Naturalmente, estos estudios 
pueden formalizarse, en cuyo caso se procede a una superposición de sistemas. Pode- 
mos preguntarnos si esta superposición puede ser eliminada, y, efectivamente, los 
teoremas de limitación dan a esta pregunta una respuesta negativa, pero esto en 
nada resta alcance al método. 


4 
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En la medida en que resuelve efectivamente el problema del fundamento, el 
formalismo da evidentemente un criterio de la existencia —o de la verdad— mate- 
mática. Dada una proposición matemática, bastará para decidir su verdad: 


1.2 Buscar en qué sistema formal puede ser expresada. 


2. Examinar si la fórmula que lo expresa dentro de un sistema puede ser de- 
rivada en éste. 


En la medida en que la noción de derivabilidad en el sistema considerado está 
rigurosamente definida, el criterio propuesto es susceptible de una verificación rigu- 
rosa. (Una vez más, los teoremas de limitación introducen ciertas restricciones.) 


Así, todo se reduce a las propiedades de los sistemas, manifestándose una nueva 
especie de empirismo: existe aquello que es deducible dentro de un formalismo 
apropiado. La existencia matemática se circunscribe por las posibilidades de cons- 
trucción que se ofrecen en el dominio formal. Y el problema de la existencia matemá- 
tica se convierte en el de la naturaleza de los formalismos. La dualidad platonismo- 
empirismo renace: hay que considerar un sistema como la transcripción de una 
realidad preexistente o como la expresión de ciertas manipulaciones. 


La ventaja de la postura formalista es que permanece independiente de tales 
cuestiones. Si se suscitan problemas de este orden será, en todo caso, en etapas, 
sucesivas. 


15. Los RESULTADOS DE GODEL. 


Los resultados de GÓDEL han tenido una influencia decisiva sobre la evolución: 
de la teoría de la demostración. 


Pero si nos limitásemos únicamente a esta perspectiva, limitaríamos injustamente 
su alcance. Para descubrir su verdadero sentido hay que interpretarlos en el marco 
de la perspectiva formalista. 


Imponiendo una jerarquización de los sistemas y precisando la relación que 
existe entre un sistema y sus interpretaciones, asignan sus límites al esfuerzo forma- 
lista y contribuyen así, en gran medida, a fijar su significado. 


Los demás resultados que tienen algo en común, no han hecho otra cosa que: 
aportar precisiones suplementarias a las que habían revelado los resultados de- 
GÓDEL. 

Así esbozadas las perspectivas históricas, conviene, antes de pasar al estudio del 
método de GÓDEL, precisar la noción de sistema formal que hemos venido emplean- 
do hasta aquí sin explicar su significado. 
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SECCIÓN 3.—LA FORMALIZACION. 


16. DE LA AXIOMÁTICA INTUITIVA AL SISTEMA FORMAL PURO. 


_La noción de sistema formal significa un perfeccionamiento del método axio- 
mático y su grado supremo de abstracción. El método axiomático consiste esencial- 
mente en aislar, en el ámbito de una teoría, ciertos enunciados que se consideran 
fundamentales de los que pueden derivarse otros nuevos por medio de reglas lógicas 
de razonamiento. Esta separación introduce un orden de filiación en los enunciados 
de la teoría: ésta no se presenta ya como una yuxtaposición de enunciados, sino 
como serie Ordenada en donde se procede de lo más conocido a lo menos conocido 
siguiendo un encadenamiento riguroso. 

Pero desde tal perspectiva la intuición puede continuar desempeñando un papel 
más O menos importante. El progreso de la axiomática consiste precisamente en la 
eliminación creciente de la intuición. 


En este proceso de evolución pueden distinguirse cuatro estadios. 


1) Axsomática intuitiva—Se limita a aislar los conceptos y enunciados funda- 
mentales, de los cuales pueden deducirse los demás, pero los conceptos se conside- 
ran como datos intuitivos, los enunciados fundamentales como evidencias, y los 
procedimientos de deducción son los de la lógica natural (lógica del discurso natural). 


Ejemplo: los Elementos, de EUCLIDES. 


2) Áxiomática abstracta.—El contenido de los conceptos fundamentales queda 
perfectamente precisado, reteniéndose solamente ciertas propiedades que sé enuncian 
explícitamente. Por este motivo, tales conceptos comportan una cierta indetermina- 
ción y se consideran susceptibles de aplicación a todos los objetos que encajan en 
los axiomas (manifestándose ya la distinción entre sistema axiomático y sus inter- 
pretaciones posibles). | 


Ejemplo: la definición ordinaria de un grupo. 

Para definir un grupo en un curso de Algebra ordinaria se manejan axiomas, 
pero sin recurrir a un sistema del tipo expuesto en el $ 6. 

Se utiliza, por ejemplo, la siguiente formulación: un grupo es un conjunto de 
elementos que cumplen una ley de composición denominada producto y que veri- 
fica los axiomas : 

4) el producto de dos elementos del conjunto es un elemento del conjunto; 


b) el conjunto supone un elemento unidad, que deja invariante todo elemento 
en la operación de producto; 


c) a todo elemento del conjunto corresponde un elemento inverso (el producto 
de cualquier elemento por su inverso es igual al elemento unidad); 


d) el producto cumple la propiedad asociativa. 
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Estos axiomas enuncian explícitamente las propiedades de los elementos del 
conjunto considerado, pero hacen referencias a la significación intuitiva de los tér- 
minos utilizados (por ejemplo, los términos supone y corresponde). Sin embargo, 
no caracterizan unívocamente un conjunto determinado, pudiendo aplicarse a con- 
juntos muy diferentes: así, el conjunto de los números racionales, el conjunto de 
las rotaciones de una esfera, etc. 


3) Axiomática formal.—El contenido de los conceptos fundamentales no des- 
empeña ya ningún papel: su significación queda totalmente fijada por las relaciones 
establecidas entre ellos mediante los axiomas. Pero los axiomas, en su formulación, 
apelan aún a expresiones del lenguaje corriente, cuyo sentido viene dado por la 
intuición. | | 

Ejemplo: el sistema de axiomas de PEANO, tal como ha sido presentado en 
el $ 2. 


Los predicados ser un número entero y sucesivo a no son considerados según su 
sentido intuitivo. 


Se los puede reemplazar por expresiones Nen y o: el sistema de axiomas no 
cambia de forma y determina el sentido de las expresiones Nen y c. 


Sin embargo, los axiomas utilizan aún expresiones del lenguaje corriente, tales 
como no existe ningún X. 


4) Sistema formal puro.—Toda referencia a un orden de significados exterio- 
res al sistema queda eliminada mediante la utilización de un lenguaje simbólico 
rigurosamente definido; los procedimientos de deducción admitidos se explicitan 
totalmente. Por supuesto, la intuición no puede eliminarse completamente, pero ya 
no afecta al contenido de los conceptos o de las expresiones: se reduce a la intui- 
ción de manipulaciones definidas por un sistema de signos. Es suficiente poder 
identificar un signo, distinguir dos signos diferentes, reemplazar un signo por otro 
siguiendo un modelo de sustitución. 


Ejemplo: el sistema del $ 6. Las explicaciones que acompañan a los axiomas y 
reglas de este sistema no son evidentemente indispensables, destinándose simple- 
mente a facilitar la lectura de las expresiones simbólicas. También se puede silenciar 
toda referencia a la noción del grupo: el sistema tiene su sentido en sí mismo, in- 
dependientemente de esta interpretación. 


El paso a la axiomática formal modifica profundamente el sentido de la axiomá- 
tica: la prioridad concedida a los enunciados de partida se hace totalmente relativa. 
Ya no se funda en la sencillez o en el mayor grado de evidencia, sino exclusivamente 
en la comodidad. La elección de los enunciados iniciales se hace totalmente arbitraria. 
En principio, cualquier sistema de enunciados puede ser adoptado como sistema de 
axiomas: lo único que importa es que de ellos pueda deducirse toda la teoría. Dicho 
en otros términos, el sistema axiomático deja de tener como fin la reproducción del 
orden natural que existe entre los enunciados de una teoría, para limitarse a introducir 
un orden que, en sí, puede ser cualquiera. La única exigencia que se impone al 
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sistema es que responda a ciertas condiciones de sencillez y de claridad, y serán estos 
criterios los que condicionarán la elección de los axiomas: lo que se trata de 
conseguir es la eliminación de toda ambigiedad. 


17. DEFINICIÓN Y ESTRUCTURA DE UN SISTEMA FORMAL. 


Un sistema formal es un conjunto de teoremas engendrado mediante reglas preci- 
sas y Objetivas. Algunas de estas reglas dan leyes de comstrucción (indicando las: 
agregaciones de signos que poseen sentido) * y otras dan leyes de deducción (indican- 
do las agregaciones de signos que se consideran válidas) *. 


En términos precisos, un sistema formal se compone de dos partes: una parte 
morfológica, que describe los constituyentes del sistema, y una 1 parte axtomática que 
define la clase de los teoremas. 


La morfología de un sistema indica : 


1) Cuáles son las componentes del sistema. 
2) Cuáles son las combinaciones de componentes que constituyen proposiciones 
(combinaciones dotadas de sentido). 


1. Para las componentes, la morfología comporta : 


4) Una lista de componentes primitivas, 
b) Una lista de operaciones relativas a las componentes. 


c) Unas reglas de formación que indican cómo por medio de estas operaciones 
se pueden construir nuevas componentes partiendo de las componentes primitivas. 


2. En cuanto a las proposiciones, la morfología comporta : 


a) Una lista de operadores proposicionales relativos a las proposiciones. 

b) Unas reglas de formación que indican cómo se pueden formar, mediante las 
componentes del sistema, las proposiciones elementales —y cómo, partiendo de éstas, 
se puede llegar, uriatido los operadores proposicionales, a las proposiciones com- 
plejas, | ? 

La parte axiomática indica cuáles son las proposiciones que se consideran válidas, 
y supone: 

a) Una lista de proposiciones (axiomas propiamente dichos) postuladas como 
válidas. 

b) Unas reglas de derivación que permiten obtener, partiendo de proposiciones 
válidas, otras proposiciones válidas. 


Las reglas de derivación pueden representarse mediante esquemas de derivación 


5 Ejemplo: las reglas 1 a a f del $ 6. 
** Ejemplo: las reglas 1 a 3 del $ 6. 
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que indican las proposiciones de que se parte, y, debajo de una línea horizontal, las 
proposiciones que se pueden obtener a partir de ellas *. 


Las proposiciones situadas sobre la línea horizontal se denominan proposiciones 
antecedentes, y la que está situada bajo la línea horizontal se dice proposición con- 
secuente. 


El empleo de tales esquemas permite dar una definición cómoda del término 
derivación. 


Una derivación es una sucesión de proposiciones, cada una de las cuales es o un 
axioma Oo la proposición consecuente de un esquema de derivación cuya (o cuyas) 
proposición (o proposiciones) antecedente (o antecedentes) figura (o figuran) antes 
que ella en la sucesión. | i 

Una proposición es derivable si existe una derivación de la cual constituye la 
proposición final. Todo axioma es una proposición derivable, pues debe ser conside- 


rada como la proposición final de una derivación de la que constituya única com- 
ponente. 


Un teorema es una proposición derivable. 


Cuando un sistema incluye un operador de negación, es posible definir lo que se 
llama una proposición refutable según este sistema: se trata de una proposición cuya 
negación (proposición formada anteponiendo a una proposición el operador de 
negación) se deriva del sistema. 

En un determinado sistema (que incluya un operador de negación) se dice que 
una proposición es indecidible si no es ni derivable ni refutable en tal sistema. 

Existen, pues, tres clases de reglas que determinan, respectivamente: 


a) La clase de las componentes. 
b) La clase de las proposiciones. 
c) La clase de los teoremas. 


Las reglas del tipo a y b deben estar formuladas de tal manera que se pueda 
reconocer sin ambigiiedad las combinaciones de signos que forman componentes y las 
combinaciones de componentes que forman proposiciones. 

Estas reglas presentan la forma de definiciones recurrentes (que permiten cons- 
truir gradualmente las expresiones de que se trata). 


18. PRESENTACIÓN MÁS ABSTRACTA. 
Es posible adoptar un cuadro todavía más abstracto en el que ya no existe distin- 
ción entre morfología y axiomática, sino solamente entre ¿deas primitivas y teoremas 


primitivos. Todas las operaciones se engloban bajo la rúbrica de las ideas primitivas. 
La rúbrica de teoremas primitivos incluye los axiomas propiamente dichos (combina- 


* Ejemplo: las reglas 1 a 3 del $ 6. 
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ciones de componentes consideradas válidas) y la totalidad de las reglas. Según esto, 
tendremos : 


1. Ideas primitivas : 


4) Componentes primitivas. 
b) Operaciones. 


2. Teoremas primitivos: 


a) Axiomas. 
b) Reglas. 


19. SISTEMA FORMAL Y TEORÍA INTUITIVA. 


Una teoría deductiva intuitiva (basada en una axiomática intuitiva O abstracta) 
permite formular ciertos enunciados, Entre estos enunciados, unos son verdaderos y 
otros falsos. Los enunciados verdaderos son los axiomas y los teoremas. Un teorema 
es un enunciado que puede deducirse de los axiomas o teoremas ya demostrados por 
medio de una concatenación de enunciados intermedios que constituye una demos- 
tración, 


Estos diferentes elementos poseen un sentido dado intuitivamente. En un sistema 
formal se encuentran elementos análogos, pero su significación está rigurosamente 
determinada por las reglas del sistema. 


Una teoría intuitiva puede ser expresada mediante un sistema formal. La teoría 
de grupos que se ha presentado en el $ 16 puede expresarse mediante el sistema 
ilustrado en el $ 6. 


Así, en el curso de esta exposición deberemos considerar, de una parte, la arit- 
mética bajo su forma intuitiva habitual, y por otra un sistema formal en el que sea 
posible expresarla. Será útil destacar la correspondencia entre los elementos de la 
teoría intuitiva y los de la teoría formal. 


La noción de proposición (en el sistema formal) es análoga a la de enunciado (en 
la teoría intuitiva). La de derivación es análoga a la de demostración. La noción de 
proposición derivable es análoga a la de enunciado cierto, y la de proposición refutable 
análoga a enunciado falso. Finalmente, los teoremas del sistema formal son evidente- 
mente análogos a los de la teoría intuitiva. 


Los resultados de GÓDEL se refieren en parte a la naturaleza de correspondencia 
que se puede establecer entre las proposiciones de un determinado sistema formal y 
los enunciados de la Aritmética intuitiva (Aritmética no formalizada). 


Para precisar la noción de sistema formal hay que distinguir, como ha establecido 
CURRY, presentación, representación e interpretación de un sistema *, 


22% CURRY 4. 
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20. PRESENTACIÓN DE UN SISTEMA, 


Un sistema no está ligado, evidentemente, a la naturaleza de los símbolos adop- 
tados, aunque se deban utilizar ciertos símbolos para designar sus componentes. No 
obstante, la elección que se hace no tiene nada de esencial: se trata, simplemente, 
de una cierta formulación del sistema. Esta observación se refiere a la distinción que 
debe establecerse entre los dos usos posibles de un símbolo: un símbolo puede 
utilizarse para designar un objeto (función designativa) o bien puede ser considerado 
él mismo como un objeto dotado de ciertas propiedades. 


En la descripción de un sistema el sentido de los símbolos queda precisado por 
las condiciones de su empleo: se utilizan en su función designativa, para representar 
las componentes primitivas y las operaciones del sistema, a la manera de nombres 
para designar las componentes primitivas y las operaciones. Se llamará presentación 
de un sistema a una formulación mediante una particular elección de los símbolos. 


Para el sistema del $ 6, los símbolos utilizados para designar las variables podrían 
reemplazarse por otros símbolos, por ejemplo: Y, Y 3. Igualmente, el símbolo U 
podría reemplazarse por los símbolos E o 1, y así sucesivamente. En nada se modifi- 
caría la naturaleza del sistema; la presentación que de él se hace constituye una 
presentación particular. 


21. REPRESENTACIÓN DE UN SISTEMA, 


Por otra parte, dado un sistema, se puede atribuir un sentido determinado a sus 
componentes primitivas poniéndolas en correspondencia con determinados objetos 
perfectamente definidos. Se trata de una concretización del sistema en la cual todos 
los teoremas continúan siendo válidos, pero particularizados a una determinada clase 
de objetos. Se denomina representación de un sistema a una correspondencia biunívoca 
entre sus componentes primitivas y una clase de objetos. 


Así se puede operar una representación del sistema descrito en el $ 6 mediante 
las siguientes correspondencias : | 


Las variables están en correspondencia con las rotaciones de una esfera, la 
constante U con la rotación del ángulo O y la función x con la composición de dos 
rotaciones. Los términos de muestro sistema se convierten entonces en rotaciones; 
los teoremas de nuestro sistema no se ven afectados en nada por la correspondencia 
(biunívoca) así establecida, como es evidente. 


Un sistema formal puede considerarse como una abstracción de sus representacio- 
nes y de sus presentaciones. 
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22. INTERPRETACIÓN DE UN SISTEMA. 


Finalmente, se pueden hacer corresponder las proposiciones elementales de un 
sistema con una determinada clase de enunciados cuya verdad o falsedad se determina 
independientemente del sistema (ya se trate de proposiciones pertenecientes a otros 
sistemas O de enunciados de una teoría no formalizada), de manera que a las pro- 
posiciones derivables del sistema correspondan enunciados verdaderos. Tal corres- 
pondencia es una ¿mterpretación, y no es necesariamente ¿somórfica (en tanto qué 
una representación lo es siempre). 

Sea, por ejemplo, una representación en la cual las componentes primitivas 
Ec, y Ec, son puestas en correspondencia con los objetos e, y ez, y la operación Op 
con la operación Op*, | 

Sea Ecz la componente obtenida mediante la aplicación de Op* a e, y €z. En 
nuestra representación, ez corresponde a Ecz. 

En general, sea una interpretación en las que las proposiciones elementales 
Pr, y Pra de un sistema LF se hacen corresponder con los enunciados A, y 42 de una 
teoría Th y en las que los operadores proposicionales de LF son los mismos que los 
de Th. Sea Az un enunciado complejo formado, por medio de estos operadores, a 
partir de A, y 4, y sea Pr¿ la proposición de LF formada de la misma manera a 
partir de Pr, y Pro. 

Supongamos también que Az sea un enunciado verdadero de T_. 

Pr¿ no será necesariamente, por tanto, una proposición derivable de LF. 


El Teorema de GÓDEL permite dar un ejemplo de una interpretación no iso- 
mórfica. | 


23. LA NOCIÓN DEL CÁLCULO. 


La noción de sistema formal debe aproximarse a la de cálculo, que es más co- 
rriente, aunque corresponde a un grado menos elevado de abstracción. 


Un cálculo es un conjunto de reglas operatorias y supone : 


1) Una lista de símbolos. 

2) Un conjunto de reglas de construcción, formuladas bajo forma recurrente, 
que especifique cuáles son las series de símbolos dotados de sentido (estas series O 
conjuntos de símbolos se denominan fórmulas bien formadas del cálculo). 

3) Un conjunto de reglas de tramsformación que especifiquen cuáles son las 
fórmulas bien formadas que se consideran válidas: estas reglas suponen una lista 
perfectamente definida de fórmulas bien formadas —los axiomas— y reglas, formu- 
ladas en forma recurrente que permiten obtener otras fórmulas bien formadas a 
partir de ellas. i 
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Un sistema formal puede convertirse en un cálculo mediante un procedimiento 
de tipo mecánico e, inversamente, un cálculo puede convertirse en un sistema formal. 
Se trata, por tanto, de nociones equivalentes, pero un sistema formal constituye una 
extensión del lenguaje que utiliza para su formulación %, mientras que un cálculo se 
superpone a este lenguaje. 


SECCIÓN 4.—INTERPRETACION Y MODELO. 


24. LA NOCIÓN DE MODELO. 


A la noción de interpretación va ligada la de modelo. 


Un modelo es un conjunto En de elementos que se encuentran en correspondencia : 
con las componentes de un sistema formal LF de manera que: 


1.2 A las proposiciones del sistema LF correspondan enunciados formados me- 
diante elementos del conjunto En. 

2. Sea posible determinar, independientemente del sistema EF, si un determi- 
nado enunciado es verdadero o falso. 

3.2 A las proposiciones derivables de LF correspondan enunciados verdaderos. 

Como puede verse, dar una interpretación de un sistema se reduce a dar un 
modelo de este sistema. 

De manera más precisa, la determinación de un modelo para un sistema LF supone 
los datos siguientes : | 


1. Una familia de campos, correspondiendo cada campo a una categoría de 
símbolos del sistema (en general, uno de estos campos tiene por elementos objetos 
considerados como individuos —un campo de individuos— y los restantes tienen por 
elementos funciones: campos funcionales). 


2. Una función (metateórica) de correspondencia que asocia cada componente 
del sistema a un elemento del modelo (tomado del interior del campo apropiado). 


3. Una regla de interpretación que permita determinar el valor de verdad 
(verdad o falsedad) de cada enunciado formado con elementos del modelo. 


Observación sobre el punto 1.—La familia de campos debe incluir un campo de 
individuos para la categoría de las componentes primitivas que puedan desempeñar 
el papel de individuos (es decir, servir de temas a los predicados) y uno o varios 
campos funcionales correspondientes a las operaciones y a los predicados del sistema. 


** El sistema del $ 6, por ejemplo, utiliza para su formulación el idioma francés, pero 
añade un cierto número de símbolos y muevas posibilidades de expresión. 
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No debe incluir necesariamente un campo correspondiente a los operadores pro- 
posicionales. 


Basta con mencionar, en la 3.* regla de interpretación, una cláusula que indique 
cómo deben interpretarse los operadores proposicionales (generalmente según su 
significado intuitivo). 

Sin embargo, se puede proceder de otra forma y hacer corresponder a los opera- 
dores proposicionales un campo especial constituido por funciones adecuadamente 
definidas. Tales funciones son leyes de correspondencia que asocian proposiciones o 
parejas de proposiciones con uno de los dos valores de verdad: falso o verdadero. 


(Así, a la disyunción se podrá hacer corresponder la siguiente ley: 
A una pareja formada por dos proposiciones verdaderas se asocia el valor ver- 


dadero, 
A una pareja formada por dos proposiciones falsas se asocia el valor falso. 


A una pareja formada por una proposición verdadera y una proposición falsa se 
asocia el valor verdadero). 


Las operaciones lógicas intuitivas pueden considerarse como funciones de este 
tipo (esto es lo que haremos en el ejemplo que sigue). 

Procediendo de esta manera puede bastar con indicar, en las reglas de interpreta- 
ción, un criterio que permita determinar el valor de la verdad de los enunciados y 
corresponda a las proposiciones del sistema en las que no figure ningún operador 
proposicional. 


25. EJEMPLO DE MODELO. 


A título de ejemplo, he aquí un modelo del sistema descrito en el $ 6. 
Adoptaremos los siguientes campos: 


a) Los números racionales positivos. | 
b) El producto aritmético y la igualdad aritmética. 
c) Las operaciones de la Lógica elemental. 


Establecemos la correspondencia siguiente : 


a) A las variables tomadas en el orden X,, ;, ..., Y,, Da, .... 31, Ba, -..) corres- 
ponden los números racionales positivos diferentes de 1. 
b) A la constante U corresponde el número 1. 
c) A la función x corresponde el producto aritmético. 
d) Al predicado = corresponde la igualdad aritmética. 
e) A los operadores proposicionales corresponden las operaciones lógicas intuiti- 
vas que ellos designan. 
Nosotros consideraremos los enunciados formados mediante los elementos de 


nuestro modelo verdaderos o falsos según que constituyan enunciados aritméticos 
“verdaderos o falsos. | 
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Fácilmente se ve que, mediante la correspondencia adoptada, los axiomas del 
sistema se convierten en enunciados aritméticos verdaderos, y que la aplicación de 
las reglas de derivación mantiene la verdad de los enunciados. De ello se sigue que 
todas las proposiciones derivables del sistema se convierten en enunciados ver- 
daderos. | 


26. PRESENTACIÓN MÁS ABSTRACTA, 


Para construir un modelo no es necesario basarse, como en el ejemplo precedente, 
en una teoría intuitiva determinada. Basta con establecer la correspondencia entre 
objetos del modelo y objetos del sistema de tal manera que a toda proposición del 
sistema se pueda asociar el símbolo Vri (verdadero) o el símbolo Fal (falso). 

La correspondencia así establecida determina un modelo si toda proposición 
derivable del sistema va asociada al símbolo Vrz. | 

Llamaremos función de interpretación a una función (metateórica) que sirve para 
establecer una correspondencia de esta naturaleza. 

Es cómodo considerar los símbolos Vr¿ y Fal como elementos de un campo del 
modelo. En cuanto a los operadores proposicionales vale la misma observación hecha 
en el parágrafo precedente. 

Apliquemos, por ejemplo, este método al sistema del $ 4. 

Distinguimos los dos campos siguientes : 


1) El campo En formado por los objetos Vrz y Fal. 
2) El campo funcional formado por las funciones Mdj y Mip, definidas por el 
conjunto producto del conjunto Er por sí mismo y que toma sus valores en En. 


La función Md; queda definida por el cuadro siguiente : 


Mdj (Vri, Vre) = Vrz 
Mdj (Vri, Fal) = Vri 
Mdj (Fal, Vri) = Vrz 
Mádj (Fal, Fal) = Fal 


La función Mip queda definida por el cuadro siguiente: 


Mip (Vri, Vri) = Vri 
Mip (Vri, Fal) = Fal 
Mip (Fal, Vre) = Vre 
Mip (Fal, Fal) = Vre. 
Ahora definimos una función de interpretación Mdl de la forma siguiente: 


Mal aplica el conjunto de variables de nuestro sistema sobre el campo Er 
(de manera arbitraria), el símbolo V sobre la función Mdj y el símbolo —>- sobre 
la función Mzp. | > 
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Se puede comprobar fácilmente que, mediando esta correspondencia, los axiomas 
del sistema quedan asociados al objeto Vrz, y que si se parte de proposiciones aso- 
ciadas a Vri la aplicación de las reglas de derivación mo puede conducir sino a 
proposiciones asociadas a Vrí. De aquí se sigue que todas las proposiciones derivables 
del sistema están asociadas a Vrz, (En sentido intuitivo: toda proposición derivable 
del sistema es verdadera). | 

Observemos que esto se produce cualquiera que sea la manera con que la función 
Mal aplique las variables sobre el campo En. 


27. MODELOS /ISOMORFOS. 


Dos modelos Md, y Md, se denominan ¿somorfos si entre los elementos de sus 
campos respectivos existe una correspondencia biunívoca (a cada elemento de Ma, 
corresponde un elemento de Md, y sólo uno, y recíprocamente) tal que si un enun- 
ciado formado por los elementos de Md, es cierto, entonces el enunciado formado 
mediante elementos de Md, que debido a la dicha correspondencia son imagen de 
los primeros, es igualmente cierto, y recíprocamente. 


28. (CAMPO DE INTERPRETACIÓN. 


El concepto de modelo puede ser presentado de manera ligeramente diferente. 


Sea un sistema formal LF. | 

Denominaremos campo de interpretación a una familia de dominios tal que se 
pueda hacer corresponder a toda proposición de LF un enunciado formado por 
elementos pertenecientes a estos dominios. (En lo que concierne a los operadores 
proposicionales, se puede prever un dominio funcional que les corresponde o bien 
dar una regla que indique cómo deben interpretarse). 

Un modelo es un campo de interpretación, pero la inversa no es necesariamente 
cierta. | 

Dado un campo de interpretación, se puede dar una regla de interpretación que 
permita determinar si un enunciado compuesto por elementos de este campo es 
verdadero o falso. Por otra parte, se puede establecer una regla de correspondencia 
entre los elementos de este campo y los objetos del sistema LF, de tal manera que a 
las proposiciones de LF correspondan enunciados formados de elementos del campo. 

Procediendo de manera más abstracta, se pueden reemplazar estas dos reglas por 
una sola que establezca una correspondencia entre los objetos LF y los elementos del 
campo, y que permitan asociar, sobre la base de esta correspondencia, toda propos 
sición de LF a uno de los símbolos Vri o Fal. 

Se puede formular una regla semejante con gran comodidad previendo, entre 
los dominios del campo, uno constituido por los dos objetos Vri y Fdl, 
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29. DEFINICIONES REFERENTES A LA INTERPRETACIÓN. 


Diremos que una proposición es verdadera en un campo de interpretación si el 
enunciado que le corresponde dentro de la ley de correspondencia es verdadero (o st 
va asociada, según tal correspondencia, al símbolo V+rs). 


Se dice que una proposición es realizable en un campo de interpretación si es 
posible determinar una regla de interpretación y una regla de correspondencia (o 
una regla única de interpretación) tales que esta proposición sea verdadera en este 
campo. 

Una proposición se denomina realizable si existe un campo de interpretación en 
el que sea realizable. Una proposición no es realizable si no es realizable dentro 
de ningún campo de interpretación. 


Se dice que una proposición es válida en relación a un campo de interpretación 
si es cierta en este campo, cualquiera que sea la manera con que las variables que 
contiene se aplican a los dominios correspondientes del campo *. 


Esta definición corresponde a la interpretación elegida para los operadores pro- 
posicionales. 


Una proposición válida en relación a un campo puede dejar de serlo si se cambia 
esta interpretación. En todos los casos en que se utiliza la noción de validez, la 
interpretación elegida es siempre la que asocia a los operadores proposicionales sus 
significaciones intuitivas. 

Se dice que una proposición es válida si lo es en relación a todo campo de inter- 
pretación posible del sistema a que pertenece *. Si el sistema incluye un operador de 
negación, la condición necesaria y suficiente para que una proposición de este sistema 
sea válida es que su negación no sea realizable. 

Definidas estas nociones, se puede definir un modelo de la siguiente manera: 
dado un sistema LF, se denomina modelo de este sistema a un campo de interpretación 
de este sistema tal que toda proposición derivable de LF sea válida en relación a ese 
campo. 

Se dice que un sistema es realizable si posee, al menos, un modelo *. 


40 El término inglés correspondiente es valid in a given donain; el término alemán, 2silt£g. 
4% El término inglés correspondiente es valid; el término alemán, allgemeingiltig. 
*2 El término inglés correspondiente es satisfiable; el término alemán, erfúllbar. 
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SECCIÓN 1.—LAS PROPIEDADES DEL SISTEMA FORMAL. 


30. LENGUA-OBJETO Y METALENGUA. 


El empleo del método formal ha llevado a distinguir diferentes niveles de 
lenguaje. Es necesario realizar claramente esta distinción para poder hablar de las 
propiedades de un sistema formal. 

Un sistema formal se presenta como un instrumento de expresión de una forma. 
particular: que permite formar expresiones y encadenarlas según reglas precisas, 
constituyendo una lengua de un tipo especial, una lengua formalizada. Por otra parte,, 
puede ser considerado como un objeto cuyas propiedades se estudian: para este fin. 
hay que utilizar otra lengua que proporcione los términos con que designar los. 
elementos del sistema. Así se ha llegado a distinguir lengua-objeto y metalengua.. 
La forma más inmediata de proceder es considerar como metalengua el lenguaje: 
usual, añadiéndole ciertos símbolos para designar los elementos del sistema (por: 
ejemplo, se podrán tomar los símbolos del sistema situados entre comillas). 

Así, si estudiamos las propiedades del sistema descrito en el $ 6, lo hemos: 
adoptado como lengua-objeto. Podemos describir las características de este sistema. 
utilizando la lengua francesa, a condición de añadir ciertas expresiones para designar 
los elementos del sistema: podemos utilizar el símbolo Va para indicar una variable, 
el símbolo Pr para designar una proposición, el símbolo E para designar la constante 
individual del sistema, y así sucesivamente. 

El sistema de expresiones así constituido es una metalengua *. 


1 Se simplifica mucho las notaciones recurriendo a lo que se denomina el uso de la 
autonimia de los símbolos. Un símbolo se utiliza de manera autonímica cuando sirve para 
designarse a sí mismo. En la metalengua de nuestro sistema, el símbolo U puede emplearse 
para designar la constante individual, el símbolo Y para designar la variable E, y así sucesiva- 
mente. Esto evita el uso de comillas o de nuevos símbolos. Siempre que pueda hacerse sin 
ambigiiedad, recurriremos al uso de la autonimia. 


64 Limitaciones internas de los formalismos 


Pero la metalengua, a su vez, es susceptible de formalización, pudiendo obtenerse 
toda una jerarquía de sistemas formales. 

Evidentemente, habrá que preguntarse en qué medida la metalengua de un sistema 
puede formalizarse en el propio ámbito del sistema. Habrá que preguntarse, por 
ejemplo: el sistema del $ 6, ¿comprende suficientes medios de expresión y de 
deducción para que sea posible describir, por medio de los teoremas de este sistema, 
sus propiedades? Por ser este sistema muy limitado, la respuesta a esta pregunta es 
negativa. 

De manera general, este problema puede plantearse como sigue: 

Sea un sistema formal LF.. 

Para estudiar las propiedades de este sistema, añadimos a la lengua española un 
cierto múmero de expresiones, constituyendo así una lengua que denominaremos 
lengua de base y que designaremos por la notación LB. 

LB es una metalengua respecto a LF. 

Para el estudio de las propiedades de LF, sólo utilizamos, naturalmente, una parte 
muy limitada de LB, a la que llamaremos LB.. 

Podemos proponernos formalizar LB,, es decir, construir un sistema formal LF, 
en cuyo interior podamos obtener derivaciones correspondientes a los razonamientos 
de LB.. Más técnicamente, podemos proponernos hallar un sistema formal LF, y una 
ley de correspondencia entre LF, y LB,, tales que a todo enunciado verdadero de 
LB, corresponda una proposición derivable de LF.. 

Si pretendemos estudiar las propiedades de LF, deberemos utilizar de nuevo una 
metalengua que tendrá que ser más rica que la LB,, pues deberá comprender símbolos 
que designen los elementos de LF, (esto, en la hipótesis en que LF, es diferente de 
LF,, que es el caso general). Sea LB, esta metalengua. 

Podemos formalizar nuevamente LB, mediante un sistema formal LF.. 

Y así sucesivamente. | 

No obstante, podemos preguntarnos si es posible formalizar LB, por medio de 
LF,. La respuesta dependerá de la naturaleza de LB, y de LF.. 

Puede suceder que sea posible formalizar según LF, (a condición de que este 
sistema sea suficientemente capaz) el estudio de algunas de sus propiedades, pero que 
sea imposible formalizar en él el estudio de las restantes propiedades. En otros térmi- 
nos, puede que sea factible formalizar LB, según LF, a condición de que LB, sea 
suficientemente reducida. | 

Los teoremas de limitación muestran precisamente que la formalización de la 
metalengua de un sistema en el interior de tal sistema sólo es parcialmente realizable. 


31. Los METATEOREMAS. 


A las investigaciones que se desarrollan en el interior de un sistema se superponen, 
pues, investigaciones metateóricas. Una teoría relativa a un sistema formal considerado 
como lengua-objeto (y formulada esta teoría en una metalengua) es una metateoría. 
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Los enunciados demostrados a este nivel adoptan el nombre de metateoremas : 
se trata de teoremas pertenecientes a una metalengua y referentes a las propiedades de 
una lengua-objeto. 


Los metateoremas proporcionan resultados de conjunto, válidos para els enteras 
de proposiciones e incluso para la totalidad del sistema. Ciertos metateoremas pueden 
adoptar la forma de reglas derivadas, otros enuncian propiedades generales a propósito 
de los predicados del sistema, otros caracterizan ciertas clases de teoremas del sistema, 
otros conciernen a propiedades de conjunto y Otros, finalmente, a ll relaciones del 
sistema con otros sistemas. 


32. DEMOSTRACIONES METATEÓRICAS. 


Las demostraciones metateóricas pueden ser constructivas O no-constructivas, 


La noción de demostración constructiva no puede ser definida de manera rigurosa 
sino mediante la descripción completa de los procedimientos de deducción que se 
consideran constructivos. No obstante, se puede decir de manera aproximada que un 
procedimiento constructivo de demostración es el que permite comprobar efectiva- 
mente (de manera tangible) el resultado demostrado en cada caso particular. En el 
plano metateórico, únicamente las demostraciones constructivas se consideran satis- 
factorias, pues sólo ellas som conformes o adecuadas al método formal. Las demás 
dependen de hipótesis exteriores y reposan sobre evidencias incontrolables. 

Una vez formalizada la metateoría es posible dar un contenido preciso a la noción 
de procedimiento constructivo. Las fronteras de lo constructivo se revelan entonces 
variables: siguiendo el formalismo que se ha adoptado se imponen exigencias más o 
menos rigurosas de constructividad. Así, se puede adoptar un formalismo que permita 
el razonamiento por inducción, el formalismo de la lógica intuicionista o uno que no 
contenga ni negación ni universalización (FITCH *, MYHILL *). No obstante, parece 
que la noción de constructividad puede representarse más adecuadamente mediante 
un formalismo que contenga la teoría recursiva de los números y el principio de 
inducción (eventualmente extendido a un sector de lo transfinito). 

El tipo clásico de demostración metateórica es el razonamiento por ¿inducción 
estructural. 

Este tipo de inducción puede aplicarse a la construcción de las proposiciones y a 
la derivación de una proposición. 

En el primer caso se establece una propiedad para las proposiciones elementales y 
se demuestra que dicha propiedad se conserva a través de diferentes reglas de for- 
mación. 

En el segundo caso se establece una propiedad para los axiomas y se demuestra 
que tal propiedad permanece aunque se apliquen reglas de derivación diferentes. 


2 FITCH 2. 
5 MYHILL 3. 
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En ambos casos se realiza, etapa tras etapa, una traslación de la propiedad de los 
casos elementales a los casos generales. Este tipo de razonamiento es POcle e a 
condición de que las reglas estén formuladas de manera recurrente. 


Un ejemplo lo aclarará : 
- Supongamos que pretendemos establecer el resultado metateórico siguiente : 
Todas las proposiciones del sistema descrito en el $ 4 tienen la propiedad P. 


Para ello es suficiente demostrar : 

1) Que las variables de este sistema tienen la propiedad P. | 

2) Que si las proposiciones A y B tienen la propiedad P, entonces las proposi- 
ciones (A V B) y (A > B) tienen también esta propiedad. 

En virtud de las reglas que definen la noción de proposición en este sistema, se 
sigue inmediatamente que toda proposición de este sistema posee la propiedad P. 


33. SINTAXIS Y SEMÁNTICA, 


Se distinguen dos tipos de consideraciones metateóricas en un sistema formal : 
las consideraciones sintácticas (relativas a la sintaxis del sistema) y las consideraciones 
semánticas (pertenecientes a la semántica del sistema). Una metateoría puede, pues, 
ser una sintaxis o una semántica. 

La sintaxis del sistema es el estudio de las propiedades del sistema considerado en 
sí mismo, en sus posibilidades deductivas. La semántica de un sistema es el estudio 
de las relaciones entre este sistema y ciertos dominios de objetos a los que puede 
representar: por consiguiente, está ligada necesariamente a las posibilidades inter- 
pretativas del sistema. 

Los problemas abordados por la semántica son de dos tipos: problemas relativos 
a la noción de verdad y problemas concernientes a las posibilidades de expresión de 
un sistema. | 

“La noción de verdad implica una relación entre un sistema lingúístico y un 
dominio de hechos. Desde el punto de vista formal, esta relación es la que se puede 
establecer entre un sistema formal y un cierto campo de interpretación que se 
puede proponer para este sistema. Una vez que se ha dado este campo de interpre- 
tación, es posible caracterizar una cierta clase de proposiciones del sistema como 
proposiciones verdaderas, Dada una regla de correspondencia establecida entre las 
proposiciones del sistema y los enunciados formados por objetos del campo, y una 
regla de interpretación que permita determinar, para cada enunciado, si es verdadero 
o falso, la clase de las proposiciones verdaderas del sistema estará formada por 
proposiciones asociadas, sobre esta base, a enunciados verdaderos. O también, dada 
una regla que establezca una correspondencia entre los elementos del sistema y los 
del campo y que permita asociar, sobre la base de esta correspondencia, a toda 
proposición del sistema, uno de los símbolos Vri o Fal, la clase de proposiciones 
verdaderas del sistema estará formada por proposiciones asociadas, sobre esta base, 
al símbolo Vri, 
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Una metalengua semántica debe comportar, por tanto, además de una lógica 
apropiada (como todo sistema lingúístico), símbolos que designen los elementos de 
su sistema, símbolos que designen los elementos del campo de interpretación y 
símbolos que designen las relaciones que existen entre estas dos categorías de 
elementos”. ) | 

Por otra parte, la semántica puede estudiar en qué medida tal sistema es capaz 
de representar formalmente tal o cual noción intuitiva (que, por lo demás, puede 
pertenecer también a la metalengua de este sistema; por ejemplo, la noción de 
verdad de que acabamos de hablar). pa 

La distinción entre sintaxis y semántica no es rigurosa, pues hasta la fecha no se 
ha conseguido idear un criterio formal de diferenciación. El recurso a la idea de 
interpretación mo basta evidentemente, pues el método sintáctico hace referencia 
constantemente a interpretaciones. Acaso pudiese adoptarse el criterio siguiente: los 
métodos sintácticos son de tipo aritmético, los métodos semánticos son de tipo topo- 
lógico, 

Esto llevaría a restringir considerablemente el alcance de la distinción: se 
trataría más bien de una diferencia de métodos que de una diferencia de objetos. 
Según los problemas, se puede juzgar tal o cual método más o menos práctico, pero 
nada indica hasta aquí que algunos problemas solamente se susciten, por razones de 
principio, de uno solo de estos métodos. | 

En cualquier caso, esta dificultad no es esencial y no la tendremos en cuenta en 
los desarrollos que siguen. 


34. LAS PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS. 


El estudio de las relaciones entre sistemas tiene su origen en el Algebra. El 
objeto de su estudio son las relaciones de homomorfismo, de automorfismo y de 
isomorfismo que se consideran en el álgebra abstracta. 

El estudio de las propiedades de conjunto de los sistemas ha exigido la creación 
de métodos propios, algunos de ellos de tipo aritmético, otros de tipo algebraico, 
otros, incluso, relativos a la teoría de conjuntos (y hasta topológicos). 

De estas propiedades, las principales son las siguientes: coherencia, saturación, 
resolubilidad y categoricidad, Las tres primeras pueden ser de tipo sintáctico o de tipo 
semántico, la última es de tipo semántico. 


35. COHERENCIA. 


Coherencia sintáctica. 
Se pueden dar dos definiciones. 


1) Un sistema es coherente (en sentido sintáctico) si toda proposición del sistema 
no es derivable en él. 
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2) Un sistema es coherente (en sentido sintáctico) si no es posible derivar de él 
a la vez una proposición y su negación. (Noción clásica de la no-contradicción) *. 

Naturalmente, la segunda definición sólo es aplicable a los sistemas Te incluyen 
la operación de negación. 

Para la mayoría de los sistemas de este tipo, us dos definiciones son equivalentes. 
(Se demuestra que si se puede obtener una ARONcIón y su negación, es posible 
obtener una proposición cualquiera). ] | 

Coherencia semántica. | 

Un sistema es coherente (en sentido aa) si es realizable. La coherencia 
semántica se refiere, evidentemente, a la interpretación de que se trata. 


236. LA w-COHERENCIA. 


En los capítulos que siguen tendremos que coñsideráf tiñ tipo particulas de co- 
herencia sintáctica: la w-coherencia. e concepto ha sido introducido por ARS 
partiendo de consideraciones semánticas *. 

Sólo es aplicable para sistemas que contienen una formalización de la Aritmética, 
el operador negación y el cuantificador de universalización. (Se dice que un sistema 
contiene una formalización de la Aritmética si es posible establecer entre los enun- 
ciados de la Aritmética y una cierta clase de proposiciones de este sistema una co- 
rrespondencia tal que a un enunciado aritmético verdadero corresponda una propo- 
sición derivable de este sistema.) 


Consideremos un sistema formal, LF, que responda a estas condiciones. 

Supongamos que este sistema contiene las constantes individuales N,, N,, N, ... 
(correspondientes a los enteros), las variables individuales X,, X», X;, ...., el operador 
de negación — y el cuantificador (0). 

Consideremos, por otra parte, una teoría intuitiva Th y una correspondencia en- 
tre los enunciados de Th y las proposiciones LF. 

Si LF es no-coherente, es evidente que a proposiciones derivables de LF pueden 
corresponder enunciados falsos de Th. (Dicho de otra forma: la correspondencia en 
cuestión mo podrá ser una interpretación.) o | 

Pero en determinados casos, esta situación puede producirse cuando LF es co- 
herente. | 

TARSKI ha presentado el ejemplo de un sistema LF que se enel poner en co- 
rrespondencia con la Aritmética intuitiva de tal manera que a ciertas proposiciones 
derivables de LF correspondan enunciados aritméticos falsos. (Dicho de otra forma, 


* Dor? 3 (pág. 177) utiliza la expresión no-contradiction para expresar esta propiedad. 


El término correspondiente en inglés es comssstency. 
El término alemán correspondiente es Widerspruchsfreshest. (El divo es: PAN A 
Sin embargo, los autores de lengua alemana utilizan también los adjetivos honsistent, nicht-- 


konsistent.) 
* TARSKI 3. 
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ha ejemplificado. un sistema LF que: contiene proposiciones derivables que no son 
válidas: existe al menos un campo de interpretación en el que las negaciones de 
estas proposiciones son realizables.) 

TARSKI ha demostrado —para expresarlo aún en términos más precisos— que 
en tal sistema se puede derivar, para un predicado aritmético convenientemente ele- 
gido P, una sucesión infinita de PRES ASO0S a las que corresponden los enunciados 
aritméticos siguientes : 


- — Todos los números enteros no tienen la propiedad P, 
— el número 1 tiene la propiedad P, 
— el número 2 tiene la propiedad P, 
— etcétera... 


Es evidente que, entre estos enunciados, algunos son falsos (sea el primero, o al 
menos uno de los que siguen), puesto que no pueden ser simultáneamente ciertos. 
Se puede exigir de un sistema que no pueda dar lugar a una situación de este género. 
Cuando un sistema satisface esta exigencia, se dice que es w-coberente. 

- Un sistema LF que responda a las condiciones anunciadas arriba, se dice que es 
w-coherente si no contiene ningún predicado A? tal que* 


1) todas las proposiciones 
A? k” 
sean derivables en LF. 
2) exista una proposición 
nu (O) A? (e) 8 
que sea igualmente derivable en LF. 
Si un sistema es w-coherente, es también coherente. Pero la inversa no es nece- 
sariamente cierta. La noción de «w-coherencia es, por tanto, más compleja que la de 
coherencia. 


37. SATURACIÓN. 


Saturación sintáctica. 


Se distinguen dos tipos de saturación sintáctica de diferente alcance. 


* Utilizamos aquí. una notación sintáctica: A? es un símbolo que puede ser reemplazado 
por otro cualquiera del segundo tipo de LF. (Ver INDICE DE NOTACIONES, 2.25.2.5.). 

Un predicado referente a individuos se designa mediante un símbolo del segundo tipo, 
considerándose los símbolos individuales pertenecientes al primer tipo. (Ver INDICE DE 
NOTACIONES, 2.31.1.11.). 

" En esta expresión, k es una variable sintáctica que puede reemplazarse por una de las 
constantes individuales No, N,, N,, ...., de LF. (Ver INDICE DE NOTACIONES, 2.25.2.1.). 

Las proposiciones A? k son todas las que pueden obtenerse reemplazando k por una 
constante individual de LF. 

* En esta expresión, 6) es una variable sintáctica que puede reemplazarse por una variable 
cualquiera de LF. (Ver INDICE DE NOTACIONES, 2.25.2.2.). 
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1. Saturación (sintáctica) en sentido fuerte: se dice que un sistema es saturado 
en sentido fuerte si toda proposición perteneciente a este sistema es derivable O re- 
futable. 

Un sistema en el que se den estas condiciones lo denominaremos también com- 
pleto (en sentido sintáctico) ?. Esta definición sólo es aplicable a los sistemas que 
comportan una operación de negación. 


2. Saturación (sintáctica) en sentido débil: se dice que un sistema está saturado 
en sentido débil si, añadiendo a los axiomas una POposición no derivable del sis- 
tema, se hace a éste no-coherente * 


Saturación semántica. 


Se distinguen dos tipos de saturación semántica: saturación propiamente dicha, 
o absoluta, y saturación relativa a una interpretación. 


1. Saturación (semántica) absoluta: en este sentido, un sistema se dice saturado 
si toda proposición válida de este sistema es derivable, y recíprocamente. 

Si un sistema es saturado en este sentido, existe una correspondencia biunívoca 
entre sus proposiciones derivables y los enunciados verdaderos que les corresponden 
en las diferentes interpretaciones del sistema. 

Para evitar recargar inútilmente el lenguaje, diremos simplemente, cada vez 
que sea posible hacerlo sin riesgo de ambigiiedad, que un sistema saturado absolu- 
tamente (en sentido semántico) es saturado *. 


2. Saturación (semántica) relativa a una interpretación. 

En lugar de considerar todas las interpretaciones de un sistema se puede: e consi- 
derar solamente una de ellas. 

Se dice que un sistema es saturado en relación a una ¿interpretación si toda pro- 
posición correspondiente a un enunciado cierto en esta interpretación es derivable 
en el sistema. 

Intuitivamente, esto quiere decir que este sistema constituye una formalización 
completa de un cierto cuerpo de enunciados. (Por ejemplo, si un sistema se inter- 
preta desde el punto de vista de la Aritmética de las números racionales y se ha 
saturado en relación a esta teoría, se podrá decir que constituye una formalización 
completa de esta teoría.) *. 

Se puede obtener una formalización más precisa de esta propiedad utilizando 
la noción de campo de interpretación: se dice que un sistema está saturado en rela- 
ción a un campo de interpretación si toda proposición del sistema, válida en rela- 
ción a este campo, es derivable, y recíprocamente. 


” El término inglés correspondiente es completeness, El término alemán, Vollstándigkeis. 
DOPP (pág. 183) utiliza la expresión “categorsque” en sun sens absolw. 
CAVAILLES 3 (II, pág. 83) utiliza la expresión saturation au sens fort. 
** DOPP 3 (pág. 182), denomina a tal sistema saturé o inextenmsible. El término en alemán 
es nicht gabelbar. 
: * El término inglés correspondiente es completeness. El término ein: Vollstrandigkest. 
12 Door 3 (pág. 184), utiliza en este sentido el término complet. 
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38. RESOLUBILIDAD. 


Resolubilidad sintáctica. 


Un sistema es resoluble en sentido sintáctico si se puede dar un procedimiento 
efectivo que permita decidir, para toda proposición del sistema, si ésta es derivable 
o no. | | 

El problema que se ocupa en encontrar tal procedimiento se conoce con el nom- 
bre de problema de decisión *. Por consiguiente, un problema es resoluble si es po- 
sible dar, dentro de su ámbito, una solución al problema de la decisión. 


Resolubilidad semántica. 


Dado un sistema LF y un campo de interpretación, se dice que este sistema es 
resoluble en sentido semántico si se puede encontrar un procedimiento efectivo que 
permita decidir, para toda proposición del sistema, si es cierta en este campo (válida 
respecto a este campo) o no. (Es preciso, por tanto, que la regla de correspondencia 
y la de interpretación sean tales que permitan decidir, para toda proposición de LF, 
si es cierta en el campo o no lo es.) 

En un sentido más general, un sistema se dice resoluble en sentido semántico si 
se puede dar un procedimiento efectivo que permita decidir, para toda proposición 
del sistema, si es o no es válida. 


39. CATEGORICIDAD. 


Se distingue una categoricidad absoluta y una categoricidad relativa. 


Categoricidad absoluta. 


Se dice que un sistema es categórico en sentido absoluto (emplearemos simple- 
mente la palabra categórico) si todos sus One son isomorfos entre sí. 


Categoricidad relativa. 


Un sistema se dice categórico respecto a una cierta clase de objetos Cl pertene- 
cientes a él si todos los modelos de este sistema en los cuales esta clase Cl recibe 
la misma interpretación son isomoríos. 


Á0O. LA UTILIZACIÓN DE UN SISTEMA. 


Un problema de índole muy diferente que puede plantearse a propósito del sis- 
tema formal es el de su utilización. No se trata ahora de estudiar el sistema en sí mis- 


2 La expresión inglesa correspondiente es decision problem, y la alemana Entscheidungs- 
problem. 
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mo, sino de enfocarlo según su perspectiva práctica, en relación a determinados re- 
sultados que nos proponemos obtener. Este tipo de problema forma parte de lo que 
algunos lógicos denominan pragmática, 


El problema se puede plantear de dos maneras. 


1) Dado un determinado sistema, ¿para qué tipo de investigaciones puede ser- 
vir y qué género de problemas permite resolver? Este problema se reduce, en suma, 
a buscar las interpretaciones posibles del sistema. | 

2) Inversamente, dado un cierto orden de problemas, mos podemos proponer 
encontrar un sistema formal conveniente gracias al cual estos problemas puedan ser 
formulados de manera precisa y a continuación (eventualmente) resueltos. El pro- 
blema se centra, en suma, a formalizar en un sistema apropiado un cierto dominio 
de enunciados intuitivos. | 

Desde el punto de vista de la utilización de los sistemas se impone admitir una 
gran relatividad. Un sistema no debe preferirse a otro por razones apriorísticas, 
sino solamente en función de una determinada problemática. Y según sea la índole 
de los problemas a tratar, la formalización deberá ser más o menos intensa. 

Así, en el estado actual de la ciencia, el análisis clásico constituye un formalismo 
perfectamente apropiado a los problemas de la física teórica. | 

Para resolver el problema de las paradojas es necesario recurrir a un sistema for- 
malizado de manera más completa y rigurosa. (Por ejemplo, a uno de los sistemas 
mencionados al principio del $ 42.) El formalismo intuicionista será utilizado cuan- 
do se pretenda operar siguiendo demostraciones puramente constructivas, indepen- 
dientemente de toda idea “a priori” sobre las matemáticas. 

Y así sucesivamente. 


41. (OBSERVACIONES TERMINOLÓGICAS. 


En lo que ha de seguir, nos encontraremos frecuentemente ante corresponden- 
cias entre expresiones pertenecientes a lenguas diferentes. Es necesario, pues, dejar 
perfectamente clara la terminología. Distinguirmos dos casos. 


1. Correspondencia entre dos lenguas cualesquiera cuya naturaleza no se precisa. 

Diremos que un enunciado Az perteneciente a una lengua Ln, es una traducción 
a la Lnz de un enunciado A, perteneciente a una lengua Á;, si existe entre los ele- 
mentos constitutivos de estas dos lenguas una correspondencia tal que los enuncia- 
dos A, y Az se construyan partiendo de elementos correspondientes de Ln, y Ln, me- 
diante las operaciones correspondientes. 


Traducir un enunciado A, de una lengua Ln, a otra Lmz es establecer entre am- 
bas una correspondencia tal que se pueda encontrar un enunciado A; de Ln, que sea 
traducción de A, en Ln. | 

2. Correspondencia entre un. sistema formal y una lengua no formalizada. 


Utilizaremos en todos nuestros razonamientos una lengua básica LB compuesta 
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de la lengua española más un cierto número de expresiones *. Las lenguas no forma-- 
lizadas que utilizaremos pueden considerarse como partes de LB. 


Sea LF un sistema formal, LB, una parte de LB, y A un enunciado de LB, 


Diremos que la lengua LB, es formalizable en LF si es posible establecer entre 
LB, y LF una correspondencia tal que a todo enunciado cierto de LB, corresponda 
una proposición derivable de LF. : 


Dos elementos pertenecientes respectivamente a LB, y a LF que se correspondan. 
a través de una correspondencia establecida entre LB, y LF se dicen asociados por 
esta correspondencia (cualquiera que sea la naturaleza de ésta). 


- Si es posible establecer entre LB, y LF una correspondencia tal que los individuos 
de LB, se correspondan biunivocamente con las constantes individuales de LF, dire- 
mos que éstas representan a estos individuos en LF, 


Diremos que una función F de LB, es representable en LF si hay medio de hacer 
corresponder a los individuos de LB, una clase de componentes de LF de tal forma. 
que si se aplica F a determinados individuos de LB, y Fn a los elementos asocia- 
dos de LF, se obtiene un individuo de LB, y un elemento de LF que están asociados. 
entre sí. 

La expresión Fr se denomina representación en LF de la función F. 

Diremos que una operación de LB, es represemtable en LF si hay medio de 
hacerla corresponder una operación de LF (denominada representación de la primera. 
en LF) tal que ambas OpSrAcioneS, aplicadas a elementos asociados, darán elementos 
asociados. | 

Diremos que un predicado P dE LB, es representable en LF si es posible hacerle 
corresponder una expresión Pd de LF (denominada representación de P en LF) tal 
que, cuando el predicado P se da para ciertos individuos de LB,, la expresión Pd se 
verifica para los elementos asociados de LF (o, más exactamente, que la proposición 
formada aplicando esta expresión a los elementos asociados de LF es derivable). 

Nosotros diremos que un enunciado A de LB, es representable en LF por medio 
de una proposición A si se puede establecer entre LB, y LF una correspondencia tal 
que Á y A queden asociados por esta correspondencia. Una proposición Á se deno- 
mina representación del enunciado A si está asociada a A mediante una correspon- 
dencia entre LB, y LF. | 

Dado un elemento cualquiera Ec de LF, podemos cule corresponder un ele- 
mento determinado de LB,,. | 

A esta correspondencia la llamaremos interpretación. de Ec, y diremos que me- 
diante esta correspondencia interpretamos el elemento Ec en LB,,. 

Dos elementos pertenecientes respectivamente a LF y a LB, que se hacen co- 
rresponder de esta forma se dice que están asociados por esta interpretación. 

La noción de interpretación de un elemento y la de un sistema deben distinguirse 
cuidadosamente una de otra. 


14 Ver $ 30 e INDICE DE NOTACIONES, 1.1. 
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SECCIÓN 2.—PRINCIPALES SISTEMAS FORMALES 
Y FORMALIZACION DE LAS MATEMATICAS. 


42. SISTEMAS BÁSICOS Y SISTEMAS CONEXOS. 


Existen actualmente numerosos formalismos que abarcan dominios más o menos 
amplios de la Lógica y las Matemáticas clásicas. No obstante, sólo dos sistemas 
permiten una representación del conjunto de las matemáticas: los Principia Mathema- 
tica de RUSSELL y WHITEHEAD *, caracterizados por la utilización de una teoría de 
los tipos (por medio de una jerarquización de las diferentes categorías de propieda- 
des)'* y la axiomática de la teoría de conjuntos (ZERMELO, FRAENKEL, VON 
NEUMANN, BERNAYS 7”). 

Estos son los dos sistemas básicos que continúan sirviendo de referencia a todas 
las investigaciones formales. 

Ambos se fundamentan en la utilización de axiomas y reglas (de construcción y 
de derivación). 

Los restantes sistemas —numerosísimos— utilizan una técnica análoga. Así, la 
lógica de proposiciones y la lógica de predicados, tales como han sido formuladas por 
HILBERT y BERNAYS * o por HILBERT y ACKERMANN ”, la lógica intuicionista de 
HEYTING”, los sistemas propuestos por FircH”, la teoría de los números reales de 
MyhiLL ?, la teoría de conjuntos de MYHILL ?. 


43. LAS LÓGICAS DE ESQUEMAS. 


Pero hay que registrar la existencia de otras dos grandes clases de formalismos 
fundados sobre técnicas diferentes: las lógicas de esquemas y las lógicas combinato- 
rias. Las lógicas de esquemas no utilizan axiomas, sino solamente reglas de derivación. 


15 RUSSELL y WHITEHEAD 1. 

16 Las diferentes propiedades se ordenan en una serie infinita de categorías o fípos. El sis- 
tema incluye una categoría de objetos considerados como individuos, de los que se dice que 
pertenecen o no al tipo. Por otra parte incluye objetos que corresponden a las propiedades de 
los individuos y que pertenecen al'tipo 1, objetos que corresponden a propiedades de 
propiedades y que pertenecen al tipo 2, y así sucesivamente. Las reglas de formación de las 
proposiciones están formuladas de tal manera que una PrOpIo0an de tipo 2 mo puede ser 
aplicada a objetos de un tipo inferior al z. 

17 Ver las notas 15, 16 y 17 del capitulo 1. 

** HILBERT y BERNAYS 1. 

1% HILBERT y ACKERMANN l. 

2% HEYTING 1. 

2 FITCH 2a4y6a 12. 

22 MYHILL 3. 

22 MYHILL Ú y 5. 


Sistema formal y metateoría “75 


VON NEUMANN”, HILBERT y BERNAYS Y y más recientemente ACKERMANN *, 
han aplicado este método utilizando esquemas de proposiciones. 

GENTZEN ha introducido una lógica de esquemas que no opera sobre pop 
nes, sino sobre secuencias cuyo sentido intuitivo es el siguiente: tal proposición es 
válida, bajo tales o cuales hipótesis ”. Las reglas de derivación se transforman en 
esquemas de demostración que permiten ciertas transformaciones de las secuencias. 
Ya no se trata de una teoría de proposiciones, sino de demostraciones. Sobre tales 
bases, GENTZEN ha construido diversos formalismos correspondiendo, respectivamente, 
a la lógica de proposiciones ?*, a la lógica elemental de predicados ”*, a la lógica intui- 
cionista Y, a una forma de la teoría de tipos”, a la aritmética % y a una parte de la 
teoría de los ordinales transfinitos * 

El método de GENTZEN ha sido desarrollado por JOHANSSON Y y por CURRY *, 

El método de los esquemas ha sido igualmente utilizado por Frrz (Frrz 13, ver 
a este respecto GRIZE 1) y por BETH, en su método de los cuadros semánticos (véase 
BETH 12). 


44. LAS LÓGICAS COMBINATORIAS. 


Las lógicas combinatorias parten de un análisis de la noción de sustitución y se 
esfuerzan en eliminar las ambigiedades ligadas a esta noción * 

En tanto que las lógicas clásicas (del tipo de los Principia Mathematica) se es- 
fuerzan en hallar equivalentes formales a las expresiones y a los razomamientos del 
discurso intuitivo (proposiciones analizadas como sujeto y predicado, relaciones, 
descripciones individuales), y mientras que las lógicas de esquemas tratan de crear 
un cálculo próximo al de razonamiento natural, las lógicas combinatorias sólo alcanzan 
la intuición al nivel de las operaciones. Se basan, efectivamente, en el estudio de 
ciertas combinaciones de tipo elemental que se pueden efectuar sobre una serie de 
signos (aplicación, agrupación, inversión, repetición). De tal manera, constituyen una 
especie de lógica de segundo grado que ya no concierne directamente a las expresio- 
nes lingúísticas, sino a las operaciones que pues realizarse sobre expresiones 
simbólicas. | 

En general, se presentan en ea de cálculos, aunque es posible describirlas como 
sistemas formales puros. Estas lógicas se dividen en dos grandes grupos: los cálculos 


24 VON NEUMANN 1. 

25 HILBERT y BERNAYS 1. 

26 ACKERMANN 8. 

27 GENTZEN 1. Ver también FEYS 7 y 8. 
22 GENTZEN 1. 

2% GENTZEN 2. 

30 GENITZEN 3 y 7. 

21 GENTZEN 3 y 8. 

22 JOHANSSON 1. 

23 Curry 11. 

34 Sobre las lógicas combinatorias, ver FEYS 6. 
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de la conversión-A (CHURCH *, KLEENE *, ROSSER *”) y los sistemas puramente combi- 
natorios CURRY *, ROSSER * ha demostrado el procedimientó de pasar de un grupo 
a otro. ? NS: 

Hasta el presente, estos sistemas han permitido representar la aritmética recursi- 
va* y la teoría de los ordinales constructivos (segmento de los ordinales de la segunda 
clase de CANTOR) *. La introducción de axiomas adecuados para formalizar la distribu- 
ción de las expresiones en categorías (teoría de la funcionalidad) permitirá sin duda 
abarcar sectores mucho más amplios y finalizar en un formalismo suficiente para el 
análisis. 

Por otra parte, al aclarar ciertos conceptos absolutamente fundamentales (y en 
particular el de sustitución), los métodos combinatorios permitirán indudablemente 
poner al día el mecanismo fundamental de las antinomias y abordar por nuevas vías 
el problema de la no-contradicción. | | 


45. POTENCIA RELATIVA DE LOS SISTEMAS. 


Los sistemas formales pueden clasificarse de otro modo, situándose no desde el 
punto de vista de la técnica utilizada, sino desde el punto de vista de su potencza. 
Un sistema es tanto más potente como rico en medios de expresión y de demostración. 
Situándonos en la perspectiva de la formalización de las matemáticas —uno de los 
objetos más importantes del estudio de los fundamentos— podemos decir que un 
sistema es tanto más potente a medida que pueda ser interpretado bajo la forma de 
una teoría matemática más vasta. Así, un sistema que puede ser interpretado mediante 
la teoría de los números reales es más potente que otro que sólo puede ser interpretado 
mediante una teoría de la aritmética ordinaria. | 


46. “VARIABLES Y CONSTANTES. 


Entre las componentes primitivas de un sistema, unas son variables y Otras cons- 
tantes, Cuando se describe un sistema no es necesario dar una definición rigurosa de 
estas categorías de objetos: las reglas del sistema deciden el sentido que hay que 
atribuirles, determinando las condiciones de su empleo. 

Desde un punto de vista intuitivo, una constante puede considerarse como un 
símbolo que designa un objeto perfectamente determinado (por ejemplo, un número 


35 CHURCH 1, 4 y 12. CHURCH y ROSSER. 

35 KLEENE, 1 y 2. 

37 ROSSER 1 y 6. 

38 CURRY 1, 3, 7. 

32 ROSSER 1. 

4 CHURCH 4 y 12. KLEENE 2. 

11 CHURCH 10, KLEENE 8 y 11. CHURCH y KLEENE 1. 
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entero, la función de adición, etc.), y una variable (de determinada categoría) como un 
símbolo que puede ser reemplazado por una constante (perteneciente a la misma 
categoría). (Así, una variable funcional es un símbolo que puede ser reemplazado por 
una función cualquiera). ? 


47. SISTEMAS LÓGICOS PUROS. 


Ciertos sistemas —aparte de los operadores proposicionales y los signos que se 
utilizan para agrupar los símbolos (paréntesis) — contienen solamente variables. Tales 
sistemas sólo permiten expresar generalidades. (Así el sistema del $ 4). Son los 
sistemas lógicos puros, (Corresponden a partes más o menos extensas de la lógica 
intuitiva, no formalizada, y proporcionan simplemente esquemas de razonamiento). 

Añadiendo a estos sistemas constantes, se obtienen otros que pueden ser utilizados 
para la formalización de teorías matemáticas. (Así, el sistema del $ 6 incluye cons- 
tantes.) | 

El sistema lógico puro que presenta mayor interés es la lógica de proposiciones. 
Este sistema corresponde a la teoría pura de las proposiciones (no analizadas como 
sujeto y predicado). Existen varias versiones del sistema en cuestión. El presentado en 
el $ 4 constituye una simplificación del sistema enunciado por RUSSELL y WHITE- 
HEAD para la lógica de proposiciones *. 

Si se pretende analizar las proposiciones como sujeto y predicado hay que recurrir 
a una lógica más potente, dotada de expresiones relativas a los predicados. Existe una 
serie infinita de lógicas de predicados, jerarquizadas según la naturaleza de los pre- 
dicados que incluyen y de las operaciones que hacen posibles. 

La lógica de predicados de primer orden, llamada también cálculo funcional de 
primer orden o cálculo de predicados de primer orden Y, supone, además de los ele- 
mentos de la lógica de proposiciones, variables individuales (que corresponden a 
objetos que se consideran como individuos en relación a los predicados), variables 
predicativas de orden 1 (correspondientes a predicados de individuos) y los dos cuan- 
tificadores; las operaciones de cuantificación sólo pueden afectar a variables indivi- 
duales. Las variables predicativas se refieren a variables individuales, y pueden tener 
uno o varios significados. | ; | 

Esta lógica permite construir proposiciones que pueden traducirse, por ejemplo, en 
enunciados del siguiente tipo: 


a) Cualquiera que sea el objeto «, posee la propiedad P. 
b) Hay un objeto « que posee la propiedad P. 


12 Los axiomas del $ 4 son los cuatro primeros axiomas de RUSSELL y WHITEHEAD. 
Estos dan un quinto axioma, pero se ha demostrado que puede deducirse de los anteriores, 
RUSSELL y WHITEHEAD introducen por vía de definición otros tres operadores proposicionales. 

43 En inglés: functional calculus of first order. También se utiliza la expresión: calcul 
restreint des prédicats. (En inglés: restricted predicate calculus, En alemán: engere Prádiká- 


tenkalkál). 
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c) Cualquiera que sea el objeto a, existe un objeto f y un objeto y tales que 
entre ellos se da la relación R. | 


La lógica de predicados de segundo orden admite las operaciones de cuantificación 
para las variables predicativas. Por tanto, permite construir proposiciones que pueden 
traducirse en enunciados del tipo: cualquiera que sea la propiedad P, si el objeto « 
posee esta propiedad, el objeto (6 también la posee. 


La lógica de predicados de tercer ordem incluye, además de los elementos de la 
lógica de predicados de segundo orden, variables prdicativas de orden 2 (correspon- 
dientes a predicados de predicados), que tienen por argumentos variables individuales 
o variables predicativas de orden 1. | 


Y así sucesivamente. 


La lógica de predicados de orden w es un sistema que contiene todas las lógicas de 
predicados de orden finito, y supone la teoría de tipos. 


El sistema que vamos a considerar en el CAPITULO III es un sistema que 
comporta la lógica de predicados de orden w, además de ciertas constantes. 


48. PRINCIPALES RESULTADOS METATEÓRICOS POSITIVOS. 


Precisados los anteriores conceptos, indiquemos brevemente cuáles son los re- 
sultados metateóricos más importantes. 


La lógica de proposiciones constituye un sistema coherente, saturado sintácticamen- 
te en sentido débil y resoluble. 


La lógica de predicados de primer orden es coherente. (Demostración debida a 
HILBERT y ACKERMANN *, GENTZEN ha dado otra demostración basada en su método 
de los esquemas *.) 


La demostración de coherencia ha sido extendida por GENTZEN a un sistema 
mucho más vasto, que corresponde prácticamente al de los Primcipia Mathematica, 
pero sin el axioma de infinitud y con una teoría simple de los tipos (el sistema in- 
cluye, pues, el axioma de elección *%). FrrcH *, LORENZEN ** y SCHUTTE *”, han demos- 
trado la coherencia de la teoría ramificada de los tipos. Se dan igualmente las de- 
mostraciones de coherencia por la teoría de tipos en BETH (BETH 1 bis) y en TARSKI 
(TARSKI 3). 


14 HILBERT y ACKERMANN 1. 

45 GENTZEN 1. 

46 GENTZEN 2. 

£7 FrrcH 1. 

4% LORENZEN 3. 

4% SCHUTTE 3. 

5% La teoría ramificada de tipos es una versión de la teoría de tipos en que las propiedades: 
de cada tipo se distribuyen en niveles jerarquizados: cada tipo se rambifica, por así decir, em 
un número infinito de niveles. Ver $ 79. | 
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GÓDEL ha demostrado la saturación semántica (absoluta) de la lógica de predicados 
de primer orden *. Pero la demostración de GÓDEL no es totalmente constructiva, 
pues utiliza la aritmética clásica y la “exclusión de tercero”. 


El mismo resultado se ha conseguido más recientemente mediante otros procedi- 
mientos de tipo algebraico por HENKIN Y, RASIOWA y SIKORSKI *, 


El problema de la decisión ha quedado resuelto para ciertas clases de proposiciones 
de la lógica de predicados de primer orden *, 


GENTZEN ha demostrado la coherencia de un formalismo correspondiente a la 
aritmética clásica * 


ACKERMANN ** ha formulado una nueva demostración de la aritmética clásica, esta- 
bleciendo igualmente la coherencia de diversos formalismos correspondientes a de- 
terminadas partes del Análisis *. 


49. PRINCIPALES RESULTADOS METATEÓRICOS NEGATIVOS. 


Junto a estos resultados positivos hay que considerar un cierto número de resul- 
tados negativos, que podemos clasificar en tres grupos: 


1) Teorema de GÓDEL y sus generalizaciones, sobre la existencia de proposicio- 
nes indecidibles Y y consecuencias de estos teoremas en relación con las demostracio- 
nes de coherencia * 

2) Teorema de CHURCH y teoremas relacionados sobre los problemas de de- 
cisión % 

3) Teoremas sobre las propiedades semánticas de los sistemas *” 

Algunos trabajos, debidos a KLEENE establecen una conexión entre los Teoremas 
de GÓDEL y CHURCH *, en tanto que otros, debidos a TARSKI y a MOSTOWSKI, esta- 
blecen una conexión entre el Teorema de GÓDEL y algunos resultados pertenecientes 
al tercer grupo *. Las relaciones existentes entre estos diferentes grupos indican que 
los hechos de limitación van ligados a mecanismos muy fundamentales pertenecientes 
a la naturaleza misma de los formalismos. | 


%2 GÓDEL 2. 
52 HENKIN 2. 
$8 RASIOWA y SIKORSKI 1. 
Ver sobre este punto $ 169. 
55 GENTZEN 3 y 7. 
5 ACKERMANN 7. 
37 Por ejemplo FITCH 11. 
2 Ver CAPITULOS lll y IV. 
5% Ver CAPITULO V. 
Ver CAPITULO VI. 
2 Ver CAPITULOS VIII y IX. 
2 Ver CAPITULO VII. 
-* Ver CAPITULO VIIL 
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SECCIÓN 3.—LAS PARADOJAS. 


50. TEOREMAS DE LIMITACIÓN Y PARADOJAS. 


Las demostraciones de los diferentes teoremas que acaban de ser citados en el 
parágrafo anterior recurren todos a la utilización de paradojas. Los razonamientos 
que llevan a las paradojas pueden constituir mecanismos de prueba absolutamente 
correctos, a condición de ser depurados de las ambigúedades que originan las con- 
tradicciones. Es perfectamente legítimo construir proposiciones del tipo que origina 
las paradojas; la verdadera dificultad comienza en el momento en que se trata de 
analizarlas. La contradicción es el resultado de una formulación incorrecta o de una 
interpretación incorrecta de ciertos enunciados. 


La principal originalidad del método de GÓDEL ha consistido precisamente en 
utilizar una proposición paradójica sin conducir a una contradicción. 


A decir verdad, el iniciador de este tipo de demostraciones fue FINSLER *. Pero 
la demostración de FINSLER era puramente esquemática y dejaba en pie dificultades 
que sólo fueron allanadas mediante el método de GÓDEL. 


51. LAS DOS CATEGORÍAS DE PARADOJAS. 


Se distinguen dos grandes categorías de paradojas: paradojas simtácticas y 
paradojas semánticas, | 


Las primeras (entre las que hay que incluir, por ejemplo, las paradojas de RUS- 
SELL * y de BURALI-FORTI*%, comportan solamente conceptos matemáticos (tales 
como el de conjunto) y operaciones pertenecientes a la lógica de predicados, como 
las operaciones de generalización . Estas paradojas hacen desembocar en contradic- 
ciones cuando no se establece ninguna distinción entre las categorías de expresiones 
que incluyen. La teoría de tipos, incluso en su forma ramificada (RAMSEY), que 
establece una jerarquía de niveles de expresiones, permite eliminarlas. 


Por el contrario, mo permite eliminar las paradojas semánticas, que hacen inter- 
venir relaciones entre los elementos lógicos considerados y las entidades exteriores 


al sistema a que pertenecen y que tratan de representar (así los conceptos de definible 
y cierto). 


€£ FINSLER 1. 

65 RUSSELL 2. Ver CAPITULO IX, nota 74. 

85 BURALI-FORTI 1. 

7 Ver INDICE DE NOTACIONES, 2.22.1.3; 2.22.1.4 y 2.22. 1. 5. 
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Estas paradojas sólo pueden eliminarse estableciendo una distinción entre lengua 
y metalengua. | 

- Los modelos de paradojas utilizados en las demostraciones de los teoremas de 
limitación son de tipo semántico. Se trata esencialmente de la paradoja del embustero 
y de la paradoja de RICHARD. 


52. LA PARADOJA DEL EMBUSTERO. 


La paradoja del embustero O paradoja de EPIMÉNIDES puede formularse como 
sigue: 
El cretense EPIMÉNIDES dice que los cretenses son embusteros, 


Este enunciado, tomado de manera inmediata, lleva a una contradicción. Suponga- 
mos, en efecto, que EPIMÉNIDES dice la verdad; entonces, puesto que es cretense, es 
embustero, y lo que dice es falso. 

Supongamos, por el contrario, que miente: entonces los cretenses no son embus- 
teros, ni tampoco EPIMÉNIDES. Por consiguiente, lo que dice es cierto. 

En general, se podría formular este enunciado de la siguiente manera, para hacer 
destacar más directamente la noción de verdad: EPIMENIDES el cretense, dice que 
lo que dice es falso. 

La paradoja del embustero es esencialmente un enunciado que afirma su propia 
falsedad. 


Si este enunciado lleva a una contradicción es porque envuelve una confusión 
entre lengua y metalengua. 
Sea un enunciado Á, perteneciente a una lengua Ln, * 


Para hablar de la verdad o la falsedad de este enunciado debemos evadirnos de la 
lengua Ln, y utilizar otra en la que sea posible a la vez representar los elementos de 
la lengua Lm, y la noción de verdad correspondiente a los enunciados de Ln.. 

Llamemos Lmz a la lengua que cumple dichos requisitos, y sea A* el término de 
Ln, que designa el enunciado A, y sea A* es falso el enunciado de Lmz que expresa 
la falsedad de A. Por el hecho de distinguir las lenguas Lm, y Lmz ya no podemos 
construir un enunciado que afirme su propia falsedad; todo enunciado que afirme la 
falsedad de un enunciado de Lr, pertenece, en efecto, a Lm». 

Así, para analizar correctamente nuestro ejemplo, debemos distinguir dos estratos 
en las afirmaciones de EPIMÉNIDES : en primer lugar, lo que dice EPIMÉNIDES en un 
primer nivel y, posteriormente, el juicio que emite, en un segundo nivel, sobre lo que 
ha dicho en el primero. El círculo vicioso proviene de confundir estos dos niveles, y 
se los confunde porque se utiliza una sola lengua: el español. 

La utilización de un lenguaje formal permitiría introducir explícitamente las 
necesarias distinciones. 


- *% Para las notaciones, ver INDICE DE NOTACIONES, 2.28. 
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Mientras se permanece en esta disociación de los niveles no será ya posible 
formular un enunciado que afirme su propia falsedad. Sin embargo, existe un rodeo 
que permite, en las condiciones indicadas, formular correctamente un enunciado de 
esta naturaleza. Tal rodeo consiste en el paso de la lengua Lm, a la lengua Ln.. 

Supongamos que sea posible trasladar a la lengua Lm, en anunciado A* es falso, 
perteneciente a Lm,. 

Entonces obtenemos un enunciado de Lrm, que afirma la falsedad de un enunciado 
de Lr,. Bastará con aplicar tal enunciado a sí mismo para obtener, en forma correcta, 
la antinomia del embustero. 

El problema se presenta así : | 

Sea A** la traducción a Lm, del bolo A* de Ln, Y sea Fal (A**) la traduc- 
ción a Ln, del enunciado de Ln: A* es falso, 

Si pudiésemos construir un enunciado A de suerte que Á coincidiese con Fal 
(A4**), tendríamos un enunciado de Lr, que afirmaría su propia falsedad. 

La antinomia del embustero, en su forma inmediata, sólo constituye un enunciado 
correcto cuando se la considera perteneciente a la metalengua de la lengua básica de 
que se ha partido, pero puede volver a constituir un enunciado correcto de esta lengua 
básica mediante una doble traducción. 

Lo esencial del Método de GÓDEL consiste precisamente en establecer un sistema 
de correspondencia que permita realizar esta doble traducción. 


53. LA PARADOJA DE RICHARD. 


La paradoja de RICHARD no utiliza ya el concepto de verdad, sino el de defin:- 
ción %. Esta paradoja está en estrecha relación con el procedimiento de la diagonal ”. 


2 RICHARD 1 y 2. 

"" Este procedimiento ha sido utilizado por CANTOR para demostrar que no es posible 
establecer una correspondencia biunívoca entre el conjunto de los números enteros y el con- 
junto de los números reales comprendidos entre O y 1. 

Todo número real comprendido entre O y 1 puede ponerse en forma de una fracción decimal 
ilimitada cuya parte entera es mula. Supongamos que todas las fracciones de este tipo hayan 
podido ordenarse en una sucesión ilimitada, es decir, hayan podido ser puestas en corresponden- 
cia biunívoca con la serie de números enteros. 

Esta serie de fracciones se presenta en la forma de un cuadro del tipo: 


O, ÓN b, Ci d, e... 1.1.0. 005%10%1..00/ 


O, 4 b, Ca d. e... o... ES 


- 


6... 0. 1U80.040000009S0000os0oosoasaoaoosoaoaoaooaoooso ooo 


donde las letras 4,, b,, etc., representan los números enteros. 

Entonces se puede definir de la manera siguiente una fracción decimal ilimitada del mismo 
tipo, y por tanto un número real comprendido entre O y 1, que no forma parte ciertamente 
de este cuadro. 

Se adopta por primer decimal el entero obtenido añadiendo una unidad al primer decimal 
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El conjunto En-F de las fracciones decimales que se puede definir en lengua es- 
pañola por medio de un número finito de signos es, evidentemente, numerable ”. 
Podemos ordenar este conjunto colocando sus elementos según el número de signos 
que intervienen en sus respectivas definiciones (suprimiendo las posibles repeticiones) 
y clasificando los elementos definidos por un mismo número de signos según el orden 
lexicográfico ”. Entonces podemos, mediante el procedimiento de la diagonal, definir 
una fracción decimal Fd que no pertenece a este conjunto: la que, en la n-ésima 
fila, difiere en una unidad de la n-ésima fracción del conjunto considerado. La 
definición que acabamos de dar sólo requiere un número finito de signos, y la fracción 
Fd, por tanto, forma parte del conjunto En-F, contrariamente a su definición. 

Nuevamente nos encontramos con una contradicción que resulta de la confusión 
entre lengua y metalengua. 

Efectivamente, la definición de Fd no es del mismo nivel que las definiciones de 
las fracciones pertenecientes al conjunto En-F, y hace intervenir una propiedad de 
estas definiciones: la de hacer corresponder una determinada cifra a una determinada 
fila ”. | | 

Si las fracciones del conjunto En-F se definen en una lengua Lr,, la definición de 
la fracción FA pertenece a una lengua Lmz en el interior de la cual es posible hablar 
de las propiedades de los enunciados de la lengua Lm,. Esta lengua Lm, debe ser una 
metalengua de Em. Al no pertenecer a la categoría de los enunciados de Lm, el 
enunciado que sirve de definición a Fd, la contradicción desaparece. 

No obstante, será posible formular correctamente la antinomia de RICHARD por 
el mismo procedimiento que ha sido señalado a propósito de la antinomia del 
embustero, disponiendo de una representación de los enunciados de Lmz en la 
lengua Ln). | 


de la primera fracción de la serie; por segundo decimal, el entero obtenido añadiendo una 
unidad al segundo decimal de la segunda fracción de la serie, y, en general, se adopta por 
n-ésimo decimal al entero obtenido añadiendo una unidad al m-éstmo decimal de la n-ésima 
fracción de la serie. (Se supone que añadiendo una unidad a 9 se obtiene 0). 

Continuando esta construcción, se sigue, por tanto, la diagonal del cuadro, partiendo de la 
primera fracción y descendiendo hacia la derecha. (Esta diagonal pasa por a,, b,, C,, etc.). 

De esta forma se obtiene la fracción : 


0, (a, +D (b+1D(c +1) ...... (Ra + 1)..., 


que es ciertamente diferente de cada una de las fracciones de la serie, puesto que difiere de la 
primera al menos en su primera cifra decimal; de la segunda, al menos en su segunda cifra 
decimal, y así sucesivamente. 

"* Se dice que un conjunto es numerable si se puede establecer una correspondencia entre 
sus elementos y la serie de números enteros. 

72 Los signos utilizados se ordenan según una ley determinada (por ejemplo, en orden 
alfabético). Las definiciones consideradas son series formadas por medio de estos signos. Si dos 
series no comienzan por el mismo signo, se ordenan siguiendo el orden de sus signos iniciales. 
Si dos series tienen sus signos iniciales idénticos, se ordenan según el orden de sus segundos 
signos. Y así sucesivamente. Las fracciones referidas se ordenan según sus definiciones. 

73 La definición de una fracción permite, en efecto, indicar cuál es la cifra que ocupa el 
primer puesto, el segundo, etc. 
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Como puede verse, el problema se reduce a transportar los enunciados de una 
metalengua a la lengua con la que está relacionada. | | 


Existe una forma simplificada de la paradoja de RICHARD: la paradoja de BERRY, 
que podemos presentar de la siguiente forma: | 


De todo número natural, es posible dar una descripción en lengua francesa que le 
defina unívocamente mediante un número finito de signos (letras, cifras, signos de 
puntuación, paréntesis). Entre las diferentes descripciones que se pueden dar de un 
número, existirá una que utilice un mínimo de signos. Hagamos corresponder, enton- 
ces, a cada número natural su forma de descripción más abreviada. 


Consideremos ahora el conjunto de los números naturales cuya descripción (míni- 
ma) requiera menos de mil palabras. Como sólo cabe un número finito de combina- 
ciones finitas de los elementos de un conjunto finito, estos números forman un con- 
junto finito. Existen, por tanto, números naturales que no formarán parte de este con- 
junto. Sea m el más pequeño de ellos. 


Este número mm lo podremos definir como el número matural más pequeño que 
es posible definir con menos de mil palabras. Pero entonces tenemos una descripción 
del número 72 que lo define en menos de mil palabras, con lo que terminamos en 
una contradicción. 


SECCIÓN 4.—LA ARITMETIZACION Y LAS 
FUNCIONES RECURSIVAS. 


54. EL PRINCIPIO DE ARITMETIZACIÓN Y LA NOCIÓN DE FUNCIÓN RECURSIVA. 


Para acometer un transporte de este género, GÓDEL ha recurrido al método de la 
aritmetización, que consiste en asociar biunívocamente números enteros a los objetos 
del sistema formal que se estudia. 

Este método hace posible formular, mediante procedimientos aritméticos, un exten- 
so número de enunciados y razonamientos metateóricos. La idea de aritmetización se 
encontraba ya en LEIBNIZ, pero fue GÓDEL quien la puso en práctica por primera 
vez de forma sistemática. 


La utilización práctica de este método descansa en la teoría de funciones recur- 
sivas, Por tanto, resulta indispensable hacer una breve referencia. 


Intuitivamente, la noción de recursividad corresponde a la de un cálculo que se 
puede acometer por aproximaciones sucesivas y que debe llevar necesariamente a un 
resultado. Una función recursiva es una función cuyos valores pueden ser calculados 
progresivamente, partiendo de valores previamente conocidos. Tal función se define 
mediante un esquema de recursión, estando dados : 


Sistema formal y metateoría 85 


1) El valor de la función por el valor O de su argumento. 

2) La forma de calcular el valor de la función para el valor (nm + 1) de su 
argumento cuando se conoce previamente su valor para el valor m de dicho argumento. 

Para definir una función por medio de un esquema de recursión, resulta cómodo 
servirse de la función sucesor. Esta función puede definirse de manera rigurosa por 
medio de axiomas. (Ver, por ejemplo, $ 2). Pero se la puede definir intuitivamente 
como una función que, aplicada a un entero, le hace aumentar una unidad. Designán- 
dola con el símbolo Sec, tendremos : : 


Scca=a+ 1% | 

Todas las funciones aritméticas elementales son recursivas. La suma puede definir- 
se por medio del esquema siguiente : 

a + 0 = 4 

a + Secn = Scc (a + mn). 
Este esquema hace posible calcular por aproximaciones sucesivas el valor de toda 
expresión del tipo (« + (6), en donde a y ff pueden ser reemplazadas por números 


enteros cualesquiera. 
La multiplicación puede ser definida por medio del esquema siguiente : 


ax O =0. 

ax Scon=(9a x n)+ 9. 
(La utilización de este esquema a gus se disponga does de un esquema 
recursivo para la suma.) 


Esta definición permite, a su vez, definir mediante un esquema de recursión otra 
función elemental: la exponenciación (o elevación a potencia), que designaremos me- 
diante el símbolo Exp. 


Sea el esquema siguiente: 
Exp. aL 0 e 1 
Exp. « (Sccn) = (Exp. a n) x a. 
Utilizando la notación aritmética usual, tendríamos $ 


ao = 1 


aScecn — A x a, 
55. EL ESQUEMA DE RECURSIÓN PRIMITIVA. 
Las funciones definidas en estos ejemplos son funciones de dos argumentos. Para 


cada uno de los esquemas, uno de los argumentos conserva un valor fijo; el cálculo 
se realiza solamente sobre el otro argumento. De manera general, se pueden conside- 


"2 y es un símbolo sintáctico que puede ser reemplazado por cualquier entero. (Véase 
INDICE DE NOTACIONES, 2.23.1.1.) 
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rar funciones de (2 + 1) argumentos. En el caso más simple, 2 argumentos conservan 
un valor fijo, y el cálculo se realiza sobre el argumento (n + 1)-ésimo. 


Dicho de forma más precisa, el esquema indica cómo se pasa del valor de la 
función para el valor m de este argumento, al valor de la función para el valor 
(rm + 1) del mismo argumento. Un esquema de recursión de este género se denomina 
esquema de recursión primitiva, Nosotros denominaremos a la forma general de los 
esquemas de este tipo el esquema de recursión primitiva. 


Para formular correctamente los esquemas de recursión debemos distinguir tres 
categorías de expresiones : 


— Constantes individuales (números enteros). 

— Variables individuales (símbolos que pueden ser reemplazados por constantes 
individuales). | 

— Funciones (que designaremos mediante símbolos sintácticos) ”. 


El esquema de recursión primitiva se presenta como sigue: 


FX,X2...X,0 =GX. X3...Xa 
FX, X2...X. (S$cc a) =HX, X3...X, a(FX, Xz... Xp a). 


En este esquema, F representa una función de (2 + 1) argumentos (definida por 
el esquema), G una función de nr argumentos y H una función de (nr + 2) argu- 
mentos; X,, X;, ... X, son variables, y « es un símbolo que puede ser reemplazado 
por un entero cualquiera. Las funciones G y H se suponen previamente definidas. 


56. OTROS ESQUEMAS DE RECURSIÓN. 


Existen esquemas de recursión más complicados. Por ejemplo: el esquema de 
recursión indirecta, en el que la función depende de la variable a través de relaciones 
previamente definidas; el esquema de recursión simultánea, en el que simultáneamen- 
te se definen dos o más funciones que dependen unas de otras; el esquema de 
recursión cruzada, en el cual la recursión se manifiesta no en una, sino en dos variables 
(en cuyo caso tal esquema supone al menos tres ecuaciones). 


Ejemplo de un esquema de recursión indirecta: 


FO = 4 
F (Scc n) =Gni[F (A, mi [F (Ha 2)... [F(H,n)]. 


En este esquema, G es una función ya definida de (r + 1) argumentos, H,, Ha, ... H, 
son funciones (ya definidas) de un argumento, y tales que: H,n £H,n...£H,nSé mn, 


"3 Para las notaciones, véase INDICE DE NOTACIONES, 2.21.1. 11; 2.21.1.14; 2.21.1.2; 
2.21.3.1 y 2.23.1. 
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Ejemplo de un esquema de recursión simultánea: 


F,0 
F, (S$cc n) 
F, 0 
F, (S$ccn) = Gan (FE, n) (Fs n) 


a 
G,n (EF, n) (PF, n) 


En este esquema F, y Fa son las funciones a definir; G, y Ga son funciones (ya 
definidas) de tres argumentos. | 
Adoptaremos como ejemplo de una función definida por un esquema de recursión 


cruzada la función de ACKERMANN *, El esquema de definición de esta función utili- 
za tres funciones auxiliares, que son definidas por esquemas de recursión primitiva : 


Akn, 0 = ( 
Akn, (Sccn) = 1, 
Akn; 0 as 1 
Akn, (Sccn) = 0, 
Akn, 0 = 0 
Akn, (Sccn) = n. 


La función Akn queda definida como sigue: 


Akn a 0 (Sccn) = [Akn, (Akn, n) 
| x Akn,n)] + la x Akn, (Akn, »)]. 
Akn a (Secc B) (Scc mn) = Akn a [Akn a f (Scc n)] mn. 


(Akn a O (Scc 1) es una expresión que es igual: 


a O cuando 2 = O (cualquiera que sea a); 
a 1 cuando nr = 1 (cualquiera que sea a); 
a « cuando » > 1), 


y, en particular: 


Aknafl=ax B 

Akn a 16) 2=4u. 
La segunda línea del esquema permite pasar del valor de la función para el valor » 
del tercer argumento al valor de la función para el valor (n + 1) de este argumento. 
La tercera línea del esquema permite pasar del valor de la función para el valor » 
del segundo argumento al valor de la función para el valor (nr + 1) de este argumento. 

ACKERMANN ha demostrado que esta función no puede definirse mediante un 
esquema de recursión primitiva. La existencia de este tipo de funciones ha hecho 
idear a HILDEBRAND la generalización de la noción de recursividad, en el que ya no 
se utilizan dos o tres ecuaciones definidoras, sino un sistema finito de ecuaciones 
sometidas a determinadas condiciones. 


"6 ACKERMANN 2. 
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57. LAS FUNCIONES RECURSIVAS PRIMITIVAS. 


Dadas ciertas funciones elementales, se puede definir iterativamente mediante 
un esquema de recursión primitiva, toda una clase de funciones. GÓDEL, partiendo del 
esquema de recursión primitiva, ha definido una clase de funciones denominadas 
funciones recursivas primitivas ”. 


Como funciones básicas utiliza : 


— la función sucesor Sec; 

— la función constante Cns, cuyo valor es siempre 0 (Cut a = 0); 

— la función de selección Sel, que despeja la i-ésima variable (Sel X, Xo 
Xp = X;). 


Una función recursiva primitiva es la que puede obtenerse partiendo de estas tres 
funciones básicas mediante las tres operaciones siguientes : 


1) aplicación de una función a una serie de argumentos; 
2) aplicación del esquema de sustitución : 


EX Xo...Xa= G(H,X,Xo...Xo) (Ea XX ... Xo) ... (En Xi Xo ... Xa), 
donde G, H,, H», ... Hm son funciones previamente definidas. 


3) Aplicación del esquema de recursión primitiva, 


Todas las funciones elementales de la Aritmética entran en esta clase (suma, dife- 
rencia, multiplicación, elevación a potencia, etc.). 


58. ARITMETIZACIÓN RECURSIVA. 


Existe una parte importante de la Aritmética en la que se utilizan exclusivamente 
procedimientos puramente constructivos: recursión e inducción. Esta es la Árttmética 
recursiva, 

En términos precisos, la Aritmética recursiva es la parte de la teoría de números 
enteros que se puede obtener por medio de operaciones lógicas elementales *? (salvo 
las operaciones de generalización), de la relación de igualdad (con los axiomas que 
la caracterizan), del principio de inducción y de definición recursivas (definiciones 
de funciones mediante un esquema de recursión primitiva). 

La teoría de la división, la del máximo común divisor, la de la descomposición, 
en factores primos (con el teorema de la unicidad de la descomposición) derivan de 
la Aritmética recursiva. Si se la formaliza en un sistema apropiado, es posible repre- 


"7 GóDEL 3, pág. 179. 
"* Estas Operaciones son: la negación, la conjunción, la implicación y la equivalencia. Por- 
“tanto, no se puede hacer uso de cuantificadores. 
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sentar el cálculo de valores de una función recursiva cualquiera mediante derivaciones 
Operadas en este formalismo. 

El método de GÓDEL hace uso de la Aritmética recursiva, y fue GÓDEL quien dla 
a ésta un carácter totalmente constructivo. 


59. LAS FUNCIONES RECURSIVAS GENERALES. 


La noción de recursión primitiva ha sido generalizada, siguiendo directrices inm- 
dependientes entre sí, por KLEENE, CHURCH y TURING. Como para la exposición del 
teorema de GÓDEL no vamos a utilizar las generalizaciones de CHURCH y TURING, 
sólo nos ocuparemos ahora de la generalización de KLEENE ”. 

El concepto de función recursiva general % fue introducido por KLEENE siguiendo 
una sugerencia hecha por HERBRAND a GÓDEL y aceptada por éste con ciertas modi- 
ficaciones *. Para aquel autor, este tipo de función es el que puede definirse me- 
diante un sistema de ecuaciones. 

Nosotros definiremos un término aritmético de la siguiente forma: 


1) Toda constante individual es un término aritmético. 

2) Toda variable individual es un término aritmético. 

3) Si F es una función de » argumentos, y si 6,, 8, ..., 9, son términos aritmé- 
ticos, 

F 0; 0, ...0, es también un término aritmético. 

Una ecuación es una expresión de la forma $, = 0, donde 0; y d, son términos 
aritméticos. a 

Si estos términos contienen las funciones G,, G», ... G,, la ecuación se denomina 
ecuación en G;,, G», ..., Gr. | 

. KLEENE considera dos operaciones: 


1) Operación On,, sustitución: consiste en reemplazar las variables de una ex- 
presión por constantes; 

2) Operación On», cálculo de un valor: consiste en reemplazar una expresión 
de la forma F a, az... %,, en el segundo miembro de una ecuación por la constante 
fB, si se dispone previamente (sea en el sistema inicial, sea por aplicación de las ope- 
raciones On, y On, a este sistema) de la ecuación F aj az . = É. 

Si se puede obtener una cierta ecuación a partir de un ea dado de ecuacio- 
nes mediante las operaciones On, y Om, se dice que tal ecuación es deducible de 
dicho sistema. | 

Una función F de » argumentos se dice que es recursiva general si existe un sis- 
tema de ecuaciones tal que para toda serie de constantes ay, dz, ..., 4, se pueda obtener 


"* Las generalizaciones de CHURCH y de TURING se utilizarán en el Capítulo VI y serán 


explicadas en el mismo. 
*" KLEENE 5, págs. 727-731. 
*2 En un curso dado en Princeton, en 1934. 
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mediante operaciones On, y Or, una ecuación de la forma Fa, az... 2, = f para una 
constante única £. 

El sistema que define la función debe ser, por consiguiente, tal que para todo sis- 
tema de argumentos se pueda, efectivamente, obtener el valor de la función, y que 
este valor sea único. El sistema de ecuaciones puede incluir, además de la función 
que se va a definir, otras funciones que actúan como funciones auxiliares. El sistema 
está dispuesto de tal forma, que permite calcular sus valores. Estas funciones pueden 
superponerse umas a otras de diversas maneras, pero en el curso del cálculo de la 
función principal (que se trata de definir) son sucesivamente eliminadas. 

La función de ACKERMANN, definida en el $ 56, da un ejemplo de función re- 
cursiva general. 

Esta noción de función recursiva puede utilizarse para extender el concepto de 
recursividad a otras categorías de objetos: predicados, clases, conjuntos. 


60. LA NOCIÓN DE PREDICADO RECURSIVO. 


Se denomina función representativa de un predicado a una función de los mis- 
mos argumentos que toma el valor O cuando el predicado se verifica, y el valor 1 
cuando no se verifica, y que no puede tomar otros valores. Se dirá, pues, que la 
función F es la función representativa del predicado P si se da la equivalencia : 


PX,X:3... Xp <> FX, X3...X, = 0. 


Ejemplo: el predicado divisible por 2 tiene por función representativa resto de 
la división por 2. En efecto: si un número es divisible por 2, el resto de su división 
es 0, y si no es divisible por 2, el resto de su división por 2 es 1. (Se trata ahora 
solamente de división entera.) 

Se dice que un predicado es recursivo (primitivo o general) si posee una función 
representativa recursiva (primitiva O general). 


61. LA NOCIÓN DE CLASE RECURSIVA. 


La noción de clase recursiva es muy parecida a la de predicado recursivo, En 
efecto, una clase puede definirse por un predicado: conjunto de individuos en los 
que se da un determinado predicado. Una clase recursiva es la que puede definirse 
por un predicado recursivo o, también, puede representarse por una función re- 
cursiva, 


Una clase de enteros Cl se demomina recursiva (primitiva o general) si existe 
una función recursiva F (primitiva o general) de un argumento que, aplicado a un 
entero «a, toma el valor O ó 1 según que este entero pertenezca o no a esta clase. 


Por consiguiente, tendremos: 
Fa = 0 si —y solamente si— a pertenece a Cl. 
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La función F se denomina función representativa de la clase Cl, La función re- 
presentativa de una clase recursiva puede depender de varias variables, pero en tal 
caso todas estas variables, salvo una, deben ir ligadas a cuantificadores *. 


Así, si F es una función de cuatro argumentos, se puede considerar la clase Cl de 
las X tales que: 


(Y,) (EY) (EY) [F X Y, Y, Y, = 0]. 

(Cualquiera que sea Y,, para un valor al menos de Y, y para un valor al menos de 
Ya, F X Y, Ya Y =0.) 

La clase Cl así definida está constituida por los enteros que satisfacen esta ex- 
presión. 

Si F es la función representativa de un predicado P, esta clase Cl corresponde al 
predicado : 


X [(Y,) (EY 2) (EY ,) P X Y, Y2 Ys] *. 


Una clase cualquiera se denomina recursiva si es posible hacer corresponder bi- 
anívocamente a sus elementos enteros tales que éstos formen una clase recursiva. 


Las mismas definiciones pueden formularse para conjuntos. 


62. LA ENUMERABILIDAD RECURSIVA, 


Se denomina serie recursiva (primitiva o general) de enteros a los valores suce- 
sivos de una función recursiva (primitiva o general) de un argumento (es decir, los 
valores sucesivos que adopta esta función para la serie de los argumentos 0, 1, 2...). 


Enumerar recursivamente un conjunto de elementos (de forma primitiva o ge- 
neral) es hacer corresponder a estos elementos de manera biunívoca enteros que cons- 
tituyan una serie recursiva (primitiva o general). 


Se dice que una serie de enteros es recursivamente enumerable (de manera pri- 
«mitiva O general) si existe una función recursiva de enteros (primitiva o general) de 
un argumento que la enumere, es decir, si los miembros de esta clase forman una 
serie recursiva de enteros. 

Una clase cualquiera se dice que es recursivamente enumerable (de manera pri- 
.mitiva O general) si se la puede enumerar recursivamente (de manera primitiva o 
general). 


La enumeración de una clase puede hacerse con o sin repeticiones. La enumera- 
bilidad recursiva general sin repeticiones es una noción más general que la enume- 
rabilidad recursiva primitiva sin repeticiones. Pero si se permiten las repeticiones ya 
no ocurre lo mismo. En efecto, ROSSER ha demostrado que si una clase puede ser 
mumerada (permitiendo las repeticiones) por una función recursiva general, puede 


"2 Véase INDICE DE NOTACIONES, 2.22.1.5. 
*"* Véase INDICE DE NOTACIONES, 2.22.1.6. 
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serlo también por una función recursiva primitiva (permitiendo las repticiones) * 
En lo que sigue, cuando no especifiquemos expresamente lo contrario, entenderemos 
siempre la enumerabilidad recursiva que permite las repeticiones (y, por consiguien- 
te, siendo lo mismo primitiva que general). 

Cuando se considera únicamente la enumerabilidad recursiva general, no es ne- 
cesario tener en cuenta eventuales repeticiones. KLEENE ha establecido la siguiente 
propiedad: si una clase infinita es enumerable recursivamente- (en el sentido de la 
recursividad general) con repeticiones, es enumerable recursivamente sin repeticio- 
nes *, 

La relación entre recursividad general y la enumerabilidad recursiva ha sido pre- 
cisada en otro teorema de KLEENE: la condición necesaria y suficiente para que una 
clase infinita sea enumerable recursivamente sin repeticiones según el orden de mag- 
nitud, es que sea recursiva (en el sentido de la recursividad general) *, 

Por tanto, se tiene la equivalencia entre las nociones de recursividad (general) y 
enumerabilidad recursiva (general) sin repeticiones siguiendo el orden de magnitud. 

Así, una clase recursiva general es siempre recursivamente enumerable. Pero el 
inverso no es cierto: una clase recursivamente enumerable cualquiera no es recur- 
siva. KLEENE ha dado un ejemplo explícito de una clase no-recursiva que es recursi- 
vamente enumerable *”. 

PostT ha demostrado que la condición necesaria y suficiente para que una clase 
recursivamente enumerable de enteros sea recursiva es que su complemento en 
relación al conjunto de los números enteros sea recursivamente enumerable *. 

Todas estas nociones pueden expresarse en términos de conjuntos como en tér- 
minos de clases. 


63. EL OPERADOR MIN Y SU UTILIZACIÓN. 


KLEENE ha obtenido otra definición de la recursividad general utilizando el 
operador Mín, que corresponde a la noción intuitiva del número menor que disfruta 
de una propiedad. | 

Si un predicado P de (nm + 1) argumentos es tal que, para todo el sistema: 
Xy, X2, ..., Xp, existe al menos un Y tal que PX, X»... X,Y se verifique, la expre- 
sión Min Y [PX,X;,... X, Y ] designa el menor Y para el cual se tiene PX, X> .... 
X.Y. Este Operador puede servir de base a un esquema de definición de una fun- 
ción F. 

Tal esquema se escribirá : 

(DD) FX,X¿...X, =MinY [PX,X,...X, Y]. 


“* ROSSER 3, pág. 88, Corolario 1 del Lema 1. 
** KLEENE 5, pág. 738, Teorema VIII. 

** KLEENE 5, pág. 737, Teorema VII. 

** KLEENE 5, pág. 741, Teorema XV. V. $ 155. 
“e PosT 4, $ 1, Teorema 1. 
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Consideremos, por ejemplo, el predicado de tres argumentos divisible por f, y 


por Ba. | 


Este predicado puede definirse de la manera siguiente: 
a es divisible por 6, y por BP: 
si existe un y, tal que a= f, x y 
y un Ya tal que a = 62 x ya, 
es posible demostrar que este predicado es recursivo. 
Entonces podemos definir la función de dos argumentos mínimo común múltiplo 
de B, y de Ba de la manera siguiente: 
- El mínimo común múltiplo de $6, y de fx es el menor a tal que a sea divisible 
por Bs y por Ba. 
Escribiendo esto en forma de esquema, mediante variables, tendremos : 
Mínimo común múltiplo X, Xy = Min Y [Y divisible por X, y por X»]. 
KLEENE ha demostrado que toda función recursiva general F de nr argumentos 
puede expresarse en la forma: 
G (Min Y [PX,X;... X.Y |), 
donde G es una función recursiva primitiva (de un argumento) y P un predicado 
recursivo primitivo (de (r7 + 1) argumentos) tal que (X;) (Xz) ... (X,) (EP)P X; 
>. E. E de 
También ha demostrado que toda función F definida mediante un esquema del 
tipo 1(63) es recursiva en general *, 
De aquí se sigue que el dominio de las funciones definibles mediante el operador 
Min corresponde exactamente al de las funciones recursivas generales. 


64. LAS FUNCIONES PARCIALMENTE RECURSIVAS. 


La noción de función recursiva general es susceptible de ampliación. En efecto, 
mo es necesario que el sistema de ecuaciones que define la función permita obtener 
un valor determinado para todos los sistemas de valores de los argumentos. 

Así, la función cociente exacto de a por f no está definida para todo par de en- 
teros: sólo tiene un valor cuando a es divisible por £. 

Se dirá que una función F de nr argumentos es parcialmente recursiva si existe 
un sistema de ecuaciones tal que, por medio de los operadores Or, y Omz, se puede 
obtener una ecuación de la forma F a, az ... %h = $, para una constante [B a lo más ”. 

Es posible, pues, que existan series de a, dz, ..., an para las cuales no exista nin- 
guna constante que satisfaga una ecuación de esta forma. 

Como en el caso de la recursividad general, esta noción permite introducir la de 
predicado parcialmente recursivo y la de clase parcialmente recursiva. 


** KLEENE 5, pág. 736, Teorema IV. 
% KLEENE 5, pág. 737, Teorema V. 
2 KLEENE 8, págs. 151-152. Véase también KLEENE 10, $ 6, págs. 50-51. 
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Igualmente, se puede definir una función parcialmente recursiva por medio de 
un esquema del tipo 1(63) suprimiendo la condición restrictiva del predicado P. Se 
admite, pues, que puedan existir sistemas X, X>, ..., X, para los cuales no se pueda 
encontrar un Y tal que PX, X, ... X,Y. 


Para estos sistemas, la función F no queda definida. 


65. LA UTILIZACIÓN METATEÓRICA DE LAS FUNCIONES RECURSIVAS. 


La utilización de las funciones recursivas constituye una técnica mediante la cual 
es posible expresar en forma aritmética determinados conceptos y razonamientos 
metateóricos. Como ya se ha visto ($ 17), las reglas de un sistema formal son enun- 
ciados bajo forma recurrente, y las propiedades metateóricas deben establecerse por 
aproximaciones sucesivas, partiendo de casos elementales para finalizar en casos ge- 
nerales, ya se trate de propiedades de determinadas categorías de expresiones o de 
propiedades de ciertos tipos de demostraciones (razonamientos por inducción estruc- 
tural) *. 

Es, pues, muy conveniente servirse, cuando se pretende expresar las propiedades 
metateóricas, de funciones y predicados recursivos. Esto exige que se pueda estable- 
cer una correspondencia entre los elementos del sistema formal que se estudia y los 
números enteros. El método de la aritmetización permite, precisamente, llevar a cabo 
tal correspondencia. 


Diremos que una operación aplicable a una cierta categoría de objetos es repre- 
sentable recursivamente si hay medio de establecer una correspondencia biunívoca 
entre estos objetos y una determinada clase de números enteros (a veces la serie com- 
pleta de los enteros) y encontrar una función recursiva F tal que, cuando se aplica 
esta función y esta operación a los elementos correspondientes, se encuentran los 
elementos correspondientes. 


Diremos, pues, que la función F es una representación recursiva de esta opera- 
ción (o que la representa recursivamente). 


Una propiedad aplicable a una determinada categoría de objetos es representable 
recursivamente si hay medio de establecer una correspondencia biunívoca entre estos 
objetos y una cierta clase de números enteros (a veces la serie completa) y encontrar 
un predicado recursivo P tal que, cuando esta propiedad se da en determinados ob- 
jetos, el predicado P se da en los enteros correspondientes. Diremos entonces que el 
predicado P es una representación recursiva de esta propiedad (o que la representa 
recurstuamente). 


"2. Véase $ 32. 


CaPítTULO III 


El Teorema de Gódel 


SECCIÓN 1.—PRIMERA IDEA DEL TEOREMA. 


66. ALCANCE GENERAL DEL TEOREMA DE GÓDEL. 


El teorema de GODEL * establece la existencia, para una clase de formalismos que- 
responda a condiciones muy generales, de proposiciones ¿mdecidibles ?. Estas condi- 
ciones generales se reducen esencialmente a las dos siguientes: el formalismo debe 
ser no-contradictorio, y debe ser lo suficientemente amplio para que la Aritmética 
recursiva sea formalizable en él?. 

GÓDEL no se limita a indicar la posibilidad de proposiciones indecidibles, sino 
que construye efectivamente una proposición cuyo carácter indecidible establece. 
Esta proposición es del mismo tipo que la antinomia del embustero, pero su cons- 
trucción utiliza el concepto de derivación, en lugar del de certeza. Se trata de una 
proposición que afirma su propia inderivabilidad. 

Sea LF un formalismo que satisfaga las condiciones mencionadas. 

Lo esencial de la demostración consiste en establecer que la proposición indeci- 
dible, que afirma su propia inderivabilidad, pertenece al sistema LF. 

Consideremos en LF las proposiciones de una variable individual. 


Dispongamos de un medio para ordenarlas, es decir, para ponerlas en corres- 
pondencia biunívoca con la serie de múmeros enteros. Por consiguiente, se puede 
designar cada una de estas proposiciones —en el plano de la metateoría— por un 
cierto número entero. | 

Construyamos después el enunciado metateórico siguiente: la proposición co- 
rrespondiente al número n no es derivable en LF. (En este enunciado, » designa un 
número cualquiera.) 


* GODEL 3 y 14. 
? Ver $ 17. 
* Ver $ 41. 
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Se puede representar este enunciado en el sistema LF mediante una proposición 
€ de una variable. Si, en esta proposición, se reemplaza la variable por el símbolo 
de LF correspondiente a un determinado número k, se obtendrá una proposición cuyo 
sentido es el siguiente: La proposición coordinada al número k no es derivable en 
LF. Pero se puede demostrar que existe un número a tal que, cuando se reemplaza, 
en la proposición E, la variable por el símbolo de LF correspondiente a este número 
4, esta proposición posee el sentido siguiente: la proposición coordinada al número a 
mo es derivable en LF. Como ésta es, precisamente, coordinada al número a, afirma 
su propia inderivabilidad. 


67. LA DEMOSTRACIÓN DE FINSLER. 


GÓDEL no ha sido el primero en demostrar la existencia de proposiciones inde- 
cidibles. FINSLER le había precedido en esta empresa, utilizando una forma de pa- 
radoja de RICHARD *; pero, en lugar de utilizar, como RICHARD, la noción de defi- 
neición, utilizó, como de lo haría GODEL, la noción de derzvación *. 

Llamemos serie dual a una serie formada por cifras O y 1 en número infinito, 
admitiendo las repeticiones. 

Consideremos un conjunto infinito En de series duales, numeradas mediante los 
enteros. 

Llamemos serie antidiagonal a la sucesión formada de la manera siguiente: el 
n-Ésimo término de esta serie es ocupado por O o por 1, según que el n-ésimo tér- 
mino de la n-ésima serie del conjunto En esté ocupado por 1 o por O. Esta serie 
es, pues, diferente de cualquiera de las demás series del conjunto. 

Sea entonces un sistema formal LF. En este sistema, una derivación está cons- 
tituida por una cierta sucesión finita de signos del sistema. 

Supongamos que este sistema sea lo suficientemente completo para permitir el 
estudio de las propiedades de nuestras series duales. 

Consideremos el conjunto de las derivaciones de LF que establecen que, en una 
determinada serie dual, no hay infinitas cifras O. Cada una de estas derivaciones de- 
termina una cierta serie dual (aquella para la cual establece la propiedad en cues- 
tión). Es posible ordenar estas derivaciones y las correspondientes series duales. Es 
posible también formar la serie antidiagonal del conjunto Ex así obtenido. Sea Sy 
esta serie. | 

Formemos entonces, en LF, la proposición que corresponde al enunciado si- 
guiente: en la serie antidiagonal Sy, la cifra O no interviene un número infinito de 
VECES. 

Esta proposición no es decidible. Como la serie Sy no pertenece al conjunto de 
series En, no existe ninguna derivación que establezca que la cifra O no interviene 


* FINSLER 1. Ver a este propósito LOCHER 1. 
* FINSLER utiliza la expresión Formal Bewets. 
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un número infinito de veces en Sy. (Todas las derivaciones de este género quedan 
agotadas, en virtud de la hipótesis, por las series del conjunto En.) 


La demostración de FINSLER debe considerarse insuficiente, pues no está for- 
malizada y no distingue el sistema LF y el metasistema en el que se estudian las 
propiedades del LF. Por tanto, está sujeta a las mismas críticas que las antinomias 
en su forma inmediata. 


La verdadera dificultad consiste en demostrar que la proposición indecidible 
que se construye pertenece efectivamente al sistema considerado. En este punto 
centraría, precisamente, GÓDEL su demostración. La herramienta principal es la 
aritmetización. 


68. LA ARITMETIZACIÓN. 


Consideremos un formalismo LF: un cierto sistema de signos, con sus reglas de 
formación y de derivación. 


Si queremos estudiar las propiedades de LF, debemos recurrir a una metalengua *. 
Esta metalengua debe incluir expresiones que designen los signos de LF y las com- 
binaciones de signos LF que estén dotados de sentido, así como los predicados que 
corresponden a los diversos tipos de series de signos LF (componentes primitivas, 
proposiciones elementales, proposiciones, derivaciones), y relaciones que expresen 
las propiedades de LF. 


Para construir esta metalengua podemos servirnos simplemente de la lengua es- 
pañola, añadiéndole un cierto número de símbolos (por ejemplo, los símbolos de 
LF entre comillas). Pero también podemos proponernos formalizarla, lo que se hace 
indispensable si queremos introducir relaciones de una cierta complejidad y, al 
mismo tiempo, pretendemos analizar estas relaciones de forma precisa. 


Tratando, precisamente, de llegar a una formalización de este tipo, inventó GODEL 
su método de aritmetización ”. 


GÓDEL ha utilizado este método en el caso de un formalismo particular, pero 
puede ser aplicado a cualquier tipo de formalismo. 


Un sistema formal LF se compone de un número finito de signos, y todas sus 
expresiones están constituidas de series finitas de estos signos. 

Para arsimetizar un sistema formal, se hace corresponder a cada uno de sus sig- 
nos (componentes primitivas) un número entero determinado. Después se adopta 
un procedimiento que haga corresponder un múmero entero perfectamente deter- 
minado a toda serie de signos o expresiones de LF. 

Sea Sy una expresión de LF constituida por una sucesión de signos k, y sean 
M1, Mz, ..., Mx los números enteros que se hace corresponder a estos signos. 


* Véase $ 30. 
" Véase $ 54. 


=] 
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El número correspondiente a Sy será: 
nl n2 nk 
LEDS a DO 
donde fx representa el k-ésimo primer número diferente de 1. 


Sea igualmente Sp una serie de L expresiones de LF (por ejemplo, una deriva- 
ción) y sean 2, Mz, ..., Mx los números correspondientes a estas expresiones. 


El número correspondiente a Sp será: 
nl n2 nk 
A E O AE 


En virtud del teorema sobre la unicidad de la descomposición de un número en 
sus factores primos, la correspondencia así establecida es perfectamente biunívoca : 
a todo elemento de LF (signo, expresión o serie de expresiones) corresponde un 
número entero, y sólo uno, y a un número entero corresponde un elemento de LF 
cuando más. | 

Llamaremos a tal correspondencia correspondencia de Gódel, y al número en- 

tero correspondiente a un elemento Ec de LF por una correspondencia de Gódel, 
número de Gódel o número-G de Ec. 
- La operación que consiste en pasar de un elemento Ec (perteneciente a un sis- 
tema formal LF) a su número de GÓDEL puede considerarse como una función meta- 
teórica. La operación que consiste en pasar del número de Gúdel de un elemento a 
este elemento mismo puede considerarse como la función inversa de la anterior. 

Denominaremos a estas dos funciones funciones de Gúdel y las representaremos 
por las siguientes notaciones abreviadas : 


función direcia: Ngd (Ec) : múmero-G del elemento Ec; 
función inversa: Ngd” (a): elemento de LF cuyo número-G es a *. 


69. ARITMETIZACIÓN Y METATEORÍA. 


Establecida de esta forma una correspondencia de Godel, las propiedades de los 
elementos de LF pueden expresarse en forma de propiedades de los enteros y las 
relaciones que pueden existir entre los elementos de LF en forma de relaciones arit- 
méticas. 

En la medida en que se procede en forma estrictamente constructiva *, los predi- 
cados aritméticos que expresan estas propiedades y estas relaciones son recursivos. 
El punto de vista estrictamente constructivo exige, en efecto, que los conceptos 
metateóricos utilizados puedan verificarse en un número finito de etapas. En otros 
términos, obliga a recurrir a Operaciones y propiedades que sean representables re- 
cursivamente *, 


* Véase INDICE DE NOTACIONES, 2.25.4.2. 

* En el capítulo V tendremos que considerar la ampliación del punto de vista estrictamente 
constructivo, tal como lo consideramos aquí. 
Y Véase $ 65. 
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Se tiene entonces la siguiente correspondencia: un predicado metateórico P* es 
satisfecho por los elementos Ec;, Eca, ..., Ec. si el predicado recursivo que lo repre- 
senta es satisfecho por los números enteros correspondientes a estos elementos, y re- 
cÍprocamente. 

Mediante tal sistema de correspondencia, la metateoría del sistema LF se encuen- 
tra expresada en Aritmética recursiva *. (Se puede decir, en general, recíprocamente, 
que si es posible expresar la metateoría de un sistema por medio de la Aritmética 
recursiva, tal metateoría es estrictamente constructiva.) 

La Aritmética recursiva puede también ser formalizada. En particular, si el siste- 
ma LF es suficientemente capaz, puede ser formalizada en este sistema. Entonces se 
obtiene una formalización de la metateoría de LF en LF, 


Si no nos limitamos al punto de vista estrictamente constructivo, se puede recu- 
rrir a procedimientos de demostración que rebasan el marco de la Aritmética recur- 
siva. Si el sistema LF es suficientemente capaz, también será posible, incluso en este 
caso, formalizar la metateoría de LF en LF. (Naturalmente, esto dejará de ser posi- 
ble si el sistema LF no permite formalizar una teoría más vasta que la Aritmética 
recursiva.) 

Para comprender cumplidamente el alcance del procedimiento de aritmetización, 
es necesario considerar simultáneamente dos distinciones: por una parte, entre 
sistema formal y metateoría, y, por otra parte, entre sistema formal y teoría imtustiva, 

La metateoría de un sistema formal que vamos a estudiar, está formulada por una 
lengua básica LB, que comporta: el español, los símbolos de la Aritmética ordi- 
naria, símbolos para designar las operaciones lógicas elementales, símbolos sintác- 
ticos de la Aritmética ordinaria, símbolos para designar ciertos objetos y propieda- 
des metateóricas y símbolos sintácticos de nuestro sistema formal *. 

Respecto de este sistema, la Aritmética recursiva debe ser considerada como una 
teoría intuitiva que forma parte de la Aritmética ordinaria y, por consiguiente, está 
incluida en la lengua básica. 

Por otra parte, el sistema formal utilizado por GÓDEL incluye una formalización 
de la Aritmética recursiva. 


La demostración de GÓDEL presenta, en resumen, el siguiente ciclo: 


a) Se considera un sistema formal que contiene una formalización de la Arit- 
mética recursiva. 


b) Gracias a la aritmetización. la metateoría de este sistema puede ser expre- 
»] 
sada mediante la Aritmética recursiva ** 


1 Véase $ 58. 

12 Véase INDICE DE NOTACIONES, 1.1, 1.2, 1.3 y 2.2. 

13 Si se quisiese detallar completamente el proceso de aritmetización, se podría decir: 
las propiedades metateóricas, que son formuladas PEracracente: en español, se expresan después 
en forma aritmética. 

Pero como la aritmética forma parte de la lengua básica se puede considerar que las pro- 
piedades metateóricas son formuladas de una vez en forma aritmética. Hablando con propiedad, 
no existe traducción del español a la aritmética (como si se considerase el español y la 
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c) Esta metateoría se encuentra, así, formalizada dentro del mismo sistema. 


También se podría expresar esto mismo diciendo que, sobre la base de la arit- 
metización, GÓDEL interpreta una parte de su sistema dentro de su metateoría *. 


70. NOTACIONES UTILIZADAS POR LA ARITMÉTICA RECURSIVA. 


Para formular la Aritmética recursiva utilizaremos los siguientes elementos: 


1) Una sucesión infinita de constantes individuales: los números enteros: 1, 
1 


2) Una sucesión infinita de variables individuales: X, Y, Z, y estas mismas le- 
tras afectadas de índices; 


3) Unas funciones elementales : 


adición : +, 
multiplicación: — x, 
exponenciación:  Exp,, 


función Min *, 
y las tres funciones básicas utilizadas por GÓDEL para definir la noción de función 
recursiva primitiva"; 

4) Unos predicados elementales : 


sgual : = 
mayor que: > 
menor que : < 
mayor o igual : = 


5) Las operaciones lógicas elementales : 


negación : dee 
conjunción : S, 
disyunción : V, 
implicación : >, 
equivalencia : <>, 
universalización: —(X), 
particularización: (EX). 


Nosotros utilizaremos los símbolos a, 6, c, ... y estos mismos símbolos afectados de 
índices para designar números enteros perfectamente determinados que, por una razón 
O por otra, nos abstengamos en expresar de forma numérica. 


aritmética como dos lenguas diferentes), sino expresión aritmética acertada de las propiedades 
estudiadas. A 

14 Una parte solamente, pues todas las proposiciones derivables del sistema no están aso- 
ciadas a enunciados metateóricos ciertos. 

15 Véase $ 63. 

1* Véase $ 57. 
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Finalmente, utilizaremos unas variables sintácticas para las constantes individuales, 
las funciones y los predicados, y constantes sintácticas para designar enunciados per- 
fectamente determinados *. 

Sólo consideraremos como enunciados aritméticos propiamente dichos las expre- 
siones formadas por medio de símbolos enumeradas arriba, en que no figuran varia- 
bles libres. (Una expresión en que figuran variables libres debe ser considerada como 
una forma que puede convertirse en un enunciado si se reemplazan estas variables 
por números enteros). 


71. UN CRITERIO DE VERDAD PARA LOS ENUNCIADOS ARITMÉTICOS. 


En todos los razonamientos que van a seguir se supone que existe un procedimien- 
to que permite decidir, para todo enunciado perteneciente a la aritmética recursiva, 
si es verdadero o falso. 

Como en el caso de la aritmética ordinaria no se dispone de criterios formales, 
este procedimiento debe hacerse corresponder al sentido intuitivo de las operaciones 
y predicados utilizados. Se le puede extender al caso de los enunciados que llevan 
cuantificadores. 

Brevemente, se le puede describir como sigue: 


1. Los símbolos 1, 2, 3, ... pueden considerarse como notaciones abreviadas para 
sucesiones formadas por 1, 2, 3, ... trazos verticales. 

Si a y £ designan números enteros diferentes de O, el enunciado « = £ es verda- 
dero si a y [ designan el mismo número entero, es decir, si se tiene el mismo número 
de trazos verticales a un lado y otro del signo =. 

Es falso en el caso contrario. 

Si a designa un cierto número entero diferente de O, el enunciado 0 = a es falso. 
El enunciado O = 0 es verdadero. 

2. Si a y 8 designan números enteros diferentes de O, el enunciado a > É es 
verdadero si « representa un número de trazos verticales más elevado que £. 

Es falso en el caso contrario. 

Si « designa un número entero diferente de O, el enunciado a > O, es verdadero, 
y los enunciados 0 > a y 0 >0 son falsos. 

3. Para el predicado < se dan condiciones simétricas. 

4. Un enunciado a = fl es verdadero si a > fl es verdadero o si a = A es verda- 
dero, Es falso sia > fB y a = £ son ambos falsos. 

5. Reintroduzcamos la noción de término aritmético definida en el $ 59 y 
consideremos únicamente términos aritméticos en que no figuren variables. 

Calculando los valores de las funciones que figuran en un término de este tipo se 
puede transformar este término, de aproximación en aproximación, en un número 


17 Para todo lo que se refiere a las notaciones, véase el INDICE DE NOTACIONES, 1.31, 
1.32, 1.33 y 2.21, 2.22, 2.23. 
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entero. (Para funciones recursivas basta con utilizar los esquemas de sustitución 
y de recursión primitiva; para las funciones básicas y para la función Men, la defi- 
nición intuitiva). 
- Se puede, por tanto, reducir a uno de los casos precedentes todo enunciado 0, = 02 
en que 0, > 0, 0 9, < 8, O 8, = 9, (en donde d, y d, son términos aritméticos). 
6. Si el enunciado A es verdadero, el enunciado — A es falso, y si el enunciado 
A es falso, el enunciado — A es verdadero. 


7. Si los enunciados A y B son ambos verdaderos, el enunciado A 8 B es verda- 
dero. Es falso si uno (al menos) de los dos enunciados A o B es falso. 


8. Si uno de los enunciados A o B es verdadero, A V B es verdadero. Es falso 
si Á y B son ambos falsos. | 


9. El enunciado A —> B es verdadero salvo si Á es verdadero y B falso. 


10. El enunciado A <> B es verdadero si A y B son verdaderos o falsos simul- 
táneamente. En caso contrario es falso. 


11. El enunciado (X) A (X) es verdadero si el enunciado A (2), A 
reemplazando la variable X, en todos los lugares donde figure, por el número ente- 
ro a, es verdadero, cualquiera que sea el número entero. 


Es falso si hay un entero a tal que Á (a) sea falso. 


12. El enunciado (EX) A (X) es verdadero si existe un entero a para el cual 
A (a) es verdadero. Es falso si no es posible encontrar un entero « que posea esta 
propiedad. . 


72. MECANISMO GENERAL DE LA DEMOSTRACIÓN DE GODEL. 


Antes de introducirnos en la exposición detallada del teorema de GÓDEL, daremos 
una ojeada al mecanismo general de su demostración en una presentación no for- 
malizada. Esta presentación sigue muy de cerca la que dio el mismo GÓDEL en 
la Introducción de su Memoria * 


1. El formalismo considerado por GÓDEL es aproximadamente el mismo de los 
Principia Mathematica de RUSSELL y WITHEHEAD. Denominémosle sistema LFG. 

Es posible representar en este sistema todos los conceptos y relaciones de la 
Teoría de Números. Por otra parte, supondremos que es coherente (en sentido sin- 
táctico). | 


2. Comencemos por realizar una aritmetización de LEG. Sea Pr una proposición 
de LFG. | 
El enunciado metateórico Pr es derivable en LFG puede expresarse bajo la forma 
de un enunciado aritmético que puede ser, a su vez, representado por una proposición 
de LFG. 


1% GóDEL 3, págs. 174-176. 
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3. Consideremos, en LFG, todas las proposiciones que contienen una variable 
individual susceptible de ser reemplazada por una cifra. (Las cifras son las constantes 
individuales de LFG; representan los números enteros). | 

El conjunto de estas proposiciones es, a lo sumo, numerable, pues está constituido 
por combinaciones finitas de signos que pertenecen a una sucesión numerable (las 
variables individuales forman una sucesión numerable). ] 

Ordenemos este conjunto mediante una relación ordenadora R* y designemos su 
n-ésima proposición por R* (n). 

Esta relación R* es representable en LFG por medio de una expresión R (que 
juega el papel de un predicado). 

4. Sea A (O) una de las proposiciones de nuestro conjunto. 

Designemos por [4 (0); m] la proposición B que se obtiene reemplazando la 
variable individual de A por el símbolo que representa el entero » * 

El enunciado metateórico B <>- [A (0); m] es representable en LFG ?., 

5. Designemos por Dem n el enunciado metateórico : la proposición cuyo núme- 
ro de GÓDEL es nm es derivable en LEG, 

Consideremos ahora la clase C/ de números enteros definida por la equivalencia 
siguiente : 


(n = Cl) “<> — Dem (MR (E); m1. 


(El número n, que forma parte de la clase Cl, equivale a la proposición obtenida 
reemplazando la variable E de N (E) por el símbolo que representa en número n; no 
es derivable en LFG.) 

Se puede demostrar que la propiedad de pertenecer a esta clase Cl es representable 
en LFG por una expresión € (que desempeña el papel de un predicado) por medio de 
la cual se puede construir una proposición € (X) de una variable individual, que 
significa: X pertenece a la clase Cl, 

Esta proposición € (X) pertenece al conjunto de las proposiciones de una variable 
individual y ocupa un rango determinado en este conjunto: sea r este rango. La 
proposición se designa entonces R* (r) y se tiene: 


E (E <—- R* (n*. 


6. Formemos ahora la proposición [R (X); r], es decir, la proposición obtenida 
reemplazando la variable Y de R (*) por el símbolo de LFG que representa el 
número entero +. 

Esta proposición pertenece a LFG, Pero su sentido es el mismo que el de la 
[E (RR); 1], que significa : 

El número entero r pertenece a la clase Cl, es decir, la proposición obtenida reem- 
plazando la variable XL de R (X) por el símbolo que representa r, no es derivable en 
LFG, o también: 


1% La expresión [A (0); 2] es una descripción sintáctica de la proposición B. 

2% En este enunciado, el símbolo B es un símbolo sintáctico que designa una proposición 
(cualquiera) del tipo descrito más arriba. 

21 Esta equivalencia constituye un enunciado metateórico y no pertenece a LFG. 
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La proposición [NR (Y); r] no es derivable en LFG. 

La proposición [R (X); r] afirma, pues, su propia ¿nderivabilidad. Se puede 
demostrar que no es decidible, 

7. Supongamos, en efecto, que [Ri (X); r] sea derivable. 

En tal caso se puede deducir, en LFG, [R (Y); +] que significa r pertenece a Cl, 
o también, en virtud de la definición de Cl, 

— Dem [NR (X); rl, es decir, 
la proposición [R (X); r] no es derivable en LFG, lo que contradice la hipótesis. 

8. Supongamos, por otra parte, que [R (Y); r] sea refutable, es decir, que 
— [R (Y); r] sea derivable. 

En tal caso se puede deducir en LFG, — [€ (X); rl, que significa r mo pertene- 
ce a Cl, 

O también, en virtud de la definición de Cl, 

= = Dem [R (E); rl, 
proposición que equivale a Dem [NR (X); r]. 

Esta última proposición afirma que [KR (X); r] es derivable en LFG. Si LEG es 
coherente, esto contradice la hipótesis, ya que no es posible derivar a la vez en LFG 
una proposición y su negación. 

Así LFG contiene al menos una proposición indecidible. 


73. (CONDICIONES DE LA DEMOSTRACIÓN, 


La demostración no es válida a no ser que se consiga establecer que la proER ción 
indecidible pertenezca efectivamente al sistema LFG. 

Por consiguiente, la construcción de esta proposición comporta tres Operaciones 
esenciales : 


a) Establecimiento de una correspondencia biunívoca entre la sucesión de nú- 
meros enteros y el conjunto de las proposiciones de una variable de LFG ($ 72,3). 

b) Sustitución, por la variable O, del símbolo que representa el número entero 
n ($ 72, 4). | 

c) Construcción del enunciado metateórico La proposición correspondiente al 
número n no es derivable en LFG ($ 72, 5). 


Hay, por tanto, que demostrar que se puede representar en LFG : 


a) La relación ordenadora. 
b) La sustitución de un símbolo que representa un número entero por una 
variable. 


c) El predicado no derivable en LFG. 
Dicho de otra manera, hay que establecer : 


4) Que R* puede representarse en LFG., 
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b) Que el enunciado B <> [4 (0); m] puede representarse en LFG. 


c) Que la propiedad de pertenecer a la clase Cl de las proposiciones no derivables 
en LFG puede ser representada en LFG., 


GÓDEL ha demostrado en detalle cómo se producen las representaciones buscadas. 
Como EFG contiene por hipótesis una formalización de esta teoría, si se demuestra 
que las operaciones a, b y c mencionadas pueden expresarse mediante predicados 
recursivos, quedan satisfechas todas las exigencias de la demostración dentro de las 
exigencias de una metateoría estrictamente constructiva. 


Ahora estamos en situación de exponer detalladamente el Teorema y su demostra- 
ción. Para ello será preciso : 


| 1) Dar la descripción del formalismo estudiado por GÓDEL e indicar la hipótesis 
que establece sobre este formalismo. 


2) Indicar cómo se hace la aritmetización. 
3) Desarrollar la demostración propiamente dicha. 


SECCIÓN 2.—EL FORMALISMO LFG *. 


74. LAS CONSTANTES DEL SISTEMA. 


GÓDEL considera un formalismo LFG obtenido añadiendo los axiomas de PEANO 
(que caracterizan los números enteros) al sistema de los Principia Mathematica. Esto 
viene a reducirse a comsiderar a los múmeros enteros como constantes ¿imdividuales 
«del sistema, añadiendo a éstos la constante funcional (que corresponde a la función 
sucesor) *, 


22 Utilizaremos una terminología algo diferente a la de GóDEL (a fin de uniformizar el 
“vocabulario en los diferentes capítulos) y símbolos diferentes de los suyos (con el fin de hacer 
lo más clara posible la distinción entre el sistema, la sintaxis del sistema y la aritmética 
recursiva). 

23 Denominaremos constantes individuales a las que pueden desempeñar el papel de indivi- 
«duos; constantes funcionales, a las que pueden jugar el papel de funciones, y constantes predica- 
tivas, a las que pueden desempeñar el papel de predicados. 

Denominaremos variables individuales, variables predicativas y variables funcionales a las 
que pueden ser reemplazadas respectivamente por constantes individuales, constantes predica- 
tivas y constantes funcionales. 

Las constantes predicativas (y, por consiguiente, también las variables predicativas) pueden 
:ser de niveles diferentes, según que desempeñen el papel de predicados de individuos, de 
predicados de predicados, y así sucesivamente. 

Igualmente se pueden distinguir constantes funcionales (y, por tanto, variables funcionales) 
«de niveles diferentes según la naturaleza de sus argumentos. 
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Para evitar toda ambigiedad conviene distinguir claramente los números enteros 
de los elementos de LFG que les corresponden. Los números enteros son elementos 
de la Aritmética intuitiva. En LFG se representan por expresiones del tipo: 


río (...(or Ny...)), llamadas cifras. 


Para simplificar las motaciones introduciremos los símbolos Ny, N,, Na ... para 
designar expresiones correspondientes, respectivamente, a los enteros 0, 1, 2, etc. 

N, es una constante individual no definida. 

Las constantes individuales N,, N», ..., se introducen por vía de definición : 


N; = o Na, 
N> = 0 (0 No), 


etcétera. 


75. LAS VARIABLES DEL SISTEMA. 


El sistema LFG comporta la teoría de tipos. 

Las variables de LFG no se limitan a dos categorías solamente (variables individua- 
les y variables predicativas de orden 1) como en la lógica de predicados de primer 
orden, sino que se distribuyen en una serie infinita (numerable) de tipos. 

Las vartables del primer tipo son las variables individuales; representan individuos 
cualesquiera y se las puede sustituir por constantes individuales, o sea, por cifras. 


Las variables del segundo tipo son variables predicativas de un argumento: 
representan clases de individuos, y pueden, por consiguiente, representar predicados 
(de individuos) puesto que un predicado está determinado por el conjunto de los 
individuos en los cuales es verifica; pueden ser sustituidas por constantes predicativas 
(de individuos) de un argumento. 

Las variables del tercer tipo son también variables predicativas de un argumento 
de un nivel más elevado: representan clases de clases de individuos, o también- 
predicados de predicados. 

Las variables de cuarto tipo son variables predicativas de un argumento que re- 
presentan clases de clases de clases de individuos, o también predicados de predicados. 
de predicados. 

Y así sucesivamente. | 

Una variable de tipo (» + 1) no puede tener argumentos de tipo superior a 2. 

No es necesario introducir variables funcionales ni variables ii de varios 
argumentos. | 

Una función de » argumentos hace, en efecto, corresponder a _cada sistema de 
objetos (tomados como argumentos) un cierto objeto (el valor que toma para estos 


co. 


24 El símbolo = es un símbolo sintáctico. Situado entre dos expresiones, significa: la 
expresión de la izquierda debe ser considerada como sinónimo de la de la derecha, es decir, 
que siempre puede sustituir a la de la derecha, sin ninguna restricción, en cualquier EAIETOn 
de la que forme parte. 
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argumentos). Puede, por tanto, ser considerada como un. predicado de (m + 1) 
argumentos que se da cada vez que el (nr + 1)-ésimo argumento es el valor asociado 
por la función a los 2 primeros. 

Así, si F es una función de enteros de » argumentos, podemos hacerle corresponder 
un predicado P de (rn + 1) argumentos, tal que: 

Pa¡%... % %.+1 Se verifica si 
F a, 43... % = %.+1, y Sólo en este caso. | 

Por otra parte, sea P un predicado de enteros de dos argumentos. Este predicado 
puede considerarse como la clase de todos los pares ordenados (a, 8) tales que P a 6 
se verifique. Un par ordenado («, (6) puede ser considerado como una clase Cl, 
formada a su vez por dos clases, Clz y Clz: Cl, es la clase formada por el individuo 
a y Clz es la formada por los individuos « y f. (No podemos considerar simplemente 
el par (a, £) como la clase formada por dos individuos « y f, pues esto no nos 
permitiría tener en cuenta el orden de los elementos de este par). 

Así, el par (a, 6) es una clase de clases de individuos y el predicado P puede ser 
considerado como una clase de clases de clases de individuos. Por consiguiente, un 
predicado de este género puede ser representado en LFG por una variable del cuar- 
to tipo. | | 
Sea P un predicado de enteros de » argumentos. Puede ser considerado como la 
clase de todos los sistemas ordenados (a, %, ... 4p) tales que P a, %, ... %y MO Se ve- 
rifique. | 

En un sistema ordenado (4%, %a, ..., %) puede ser considerado como un sistema 
ordenado (Cl, Cl, ... Cl,-1), donde Cl; es la clase correspondiente al par ordenado 
(05, 0+1). | | 

Procediendo de esta forma por aproximaciones sucesivas, se puede considerar 
finalmente el sistema ordenado (a, %, ..., a.) como una clase de clases ... de clases 
de individuos. | | 

Estas ideas pueden generalizarse al caso de predicados de m argumentos, y así 
sucesivamente. 


76. MORFOLOGÍA DE LFG. 


PRIMERA PARTE: COMPONENTES PRIMITIVAS *%. 


1. Varzables. 


Variables del primer tipo : Y, Y, 8), 
o simplemente : X,Y, 8, 
- y estos mismos símbolos afectados de índices *”. 


25 Para todo problema de notaciones, consúltese el INDICE DE NOTACIONES,: 1.41, 
1.42, 1.43 y 2.3. Aquí indicaremos solamente lo esencial. 

8 Para tener una notación _ perfectamente homogénea deberíamos utilizar únicamente los 
símbolos **, Y*, $. Pero nos autorizamos a suprimir los índices superiores para evitar 
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%. 
Á, 


Variables del segundo tipo: YM, 3?, 
y estos mismos símbolos afectados de índices. 


09000008000 0. 5.0%. .0.0000040000 9 9. 2. 1..0000m.09 000080 


Variables del n-ésimo tipo: Y”, Y, 3”, 
y estos mismos símbolos afectados de índices. 


eo... . 0.0000 .%.0.0.00.n0..0.. 000.0 0.060000060000.0.... 


Constantes, 


Constante individual : Np, (corresponde a 0). 
Constante funcional : ru (corresponde a la función sucesor). 


Signos de agrupación : (,) (paréntesis). 


Operadores proposicionales, 
De un argumento : “ (megación) 
Xi (cuantificador de universalización). 
Estos operadores se colocan delante de su argumento. 
De dos argumentos : V  (disyunción). 
Este operador se coloca entre sus argumentos. 


77. MORFOLOGÍA DE LFG. 


SEGUNDA PARTE: REGLAS DE FORMACIÓN. 


Estas reglas se formulan de forma que puedan suministrar la nomenclatura de las 


categorías de expresiones del sistema. Se formulan por medio de variables sintácticas *. 


1. 


Cifras. 

1.1. N, es una cifra. 

1.2. Si k; es una cifra, o k, es una cifra. 
Términos, 


2.1. Una cifra es un término. 
2.2. Una variable del primer tipo es un término, 
2.3. SiT es un término, o 7 es un término, 


Expresiones del n-ésimo tipo, 


3.1. Un término es una expresión del primer tipo. 
3.2. Paran > 1, una variable del n-ésimo tipo es una expresión del n-ésimo tipo. 
(Esta denominación se introduce con el fin de uniformizar el vocabulario.) 


complicaciones inútiles de índices y también para hacer resaltar la correspondencia entre las 
variables del primer tipo de LFG y las variables de la Aritmética, X, Y, Z. 


*% Véase INDICE DE NOTACIONES, 2.25.2. 
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4. Proposiciones elementales, 


Toda expresión de la forma A"** A”, donde A**! es una expresión del tipo (m2 + 
+ 1) y A” una expresión del tipo n es una proposición elemental, 


5. Proposiciones, 


5.1. Toda proposición elemental es una proposición. 

5.2. Toda expresión de la forma — A, en donde Á es una proposición (elemental 
O no) es una proposición, 

5.3. Toda expresión de la forma A V B, donde A y B son proposiciones (ele- 
mentales O no) es una proposición. 

5.4. Toda expresión de la forma (0”) A (0”), donde A (0) es una proposición: 
que contiene la variable O” y que no contiene un cuantificador de universalización en: 
nombre de O”, es una proposición. 


6. Proposiciones cerradas. 


Una proposición que no contiene variables libres es una proposición cerrada. 

Se ve que una proposición cualquiera puede convertirse en una proposición ce- 
rrada cuando se ligan mediante cuantificadores todas las variables libres que contiene. 

Una proposición no cerrada se denomina abierta, | 

La categoría de las proposiciones contiene, por tanto, a la vez, las proposiciones 
abiertas y las proposiciones cerradas, 

Cada vez que sea necesario distinguir proposiciones abiertas y proposiciones ce- 
rradas lo indicaremos explícitamente. Para ello utilizaremos una notación especial para 
las proposiciones cerradas, haciendo acompañar a las letras de asteriscos *, 


78. (COMPONENTES INTRODUCIDAS POR VÍA DE DEFINICIÓN, 


Para simplificar la escritura se introducen nuevas componentes, denominadas 
componentes primitivas. 


Componentes introducidas por vía de definición : 
a) las constantes individuales N,, Na, ..., etc.; 
b) la constante predicativa = (igualdad); 
los operadores proposicionales 
de un argumento : (EX) (cuantificador de particularización), 
de dos argumentos: — 8 (conjunción), 
> (¿mplicación), 
<> (equivalencia). 
Definiciones de estas componentes : 
1. Constantes individuales: Ver S 74. 


2% Véase INDICE DE NOTACIONES, 2.25.2.7, 2.25.2.8, 2.31.2.1, y 2.31.2.2. 
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2. Igualdad : 
(Aj = A)=(0%) (OMA] > 0 A) 
Gs 


(Dos expresiones del ¿-ésimo tipo son iguales si toda propiedad que se verifica 
en la una se verifica también en la otra.) Hablando estrictamente, se tiene un predi- 
cado de igualdad para cada ¿, es decir, para cada tipo de expresión (términos, expre- 
siones del 2.” tipo, etc...). 

3. Cuantificador de particularización : 
(E9) A(0)== (0) =A (0%) 
4. Conjunción : 
A 8 B=“ (“AV -—B) 
5. Implicación : 
A > B=-“AVB. 
6. Equivalencia: 
A “<>B=(A > B 8 (B > A). 


79. AXIOMAS DE LFG. 


Los axiomas están formulados en forma de esquemas que utilizan las constantes 
del sistema, los operadores proposicionales y variables sintácticas, 
El uso de esquemas permite evitar las reglas de sustitución (como la regla 1 


del $ 4). 


Para los esquemas que siguen utilizaremos las siguientes variables simtácitcas : 


T,, Ta , por términos, 

Ar , por expresiones del n-ésimo tipo, 

Mi , por expresiones del z-ésimo tipo, 

A»*r AR? , por expresiones del (n + 1)-ésimo tipo, 
O , por variables del primer tipo, 

Oi , por variables del ¿-ésimo tipo ?, 

gi* , por variables del (£ + 1)-ésimo tipo, 
A,B,I' , por proposiciones. 


Los axiomas de EFG son todas las proposiciones que se pueden obtener a partir 
de los esquemas siguientes, reemplazando las variables sintácticas que en ellos figu- 
ran por las expresiones correspondientes de LFG. Estos esquemas se clasifican en 
cinco grupos. 


22 Nosotros consideraremos ()* con la misma significación que O. 
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Algunos de estos esquemas irán acompañados de un comentario para indicar su 
sentido intuitivo. 


1. Esquemas correspondientes a los axiomas de PEANO”. 


Sirven para caracterizar la constante No y la constante cd. 

1.1.- (07, = No). 

(El número cero no es el sucesor de ningún número.) 

1.2.- (07, =07,) > (7, = 793). 

(Si los sucesores de dos números son iguales, éstos son iguales entre sí.) 
13. A?N,gZ(0)[A4?0 > A?(70)] > (0) AO, 

(Esquema de inducción.) 


2. Esquemas de la lógica proposiciondl. 


Sirven para caracterizar a los operadores proposicionales VW y —. En lugar de 
utilizar esquemas en los cuales no figuren más que estos operadores, GÓDEL utiliza 
esquemas en los que figuran los operadores V y —> que son más sencillos. 

Como el operador —> está ligado al operador — por vía de definición, estos es- 
quemas caracterizan efectivamente los operadores V y — 


2.1- AVA=>A. 

22.- A>AV B. 

23.- AWB>BV A. 

24- (A>B)>( UVA >I VB). 


3. Esquemas para el cuantificador de universalización. 


Para formular el primero de estos esquemas nos serviremos del operador sin- 
táctico de sustitución * 


31.- (094 (0) > [0 / AJA 
CS A A 


La utilización de este esquema está sometida a la condición siguiente: 


Si A* es una variable, la variable O' no puede figurar en una parte de A que sea 
de la forma (A) B (AD, 
si A* contiene una variable X (lo que se puede dar cuando Al es un término de ls 
forma cd (o( ... (o X)...)) ), la variable O' no puede figurar en una parte de A que 
sea de la forma (XL) B (2). 

(De lo contrario, el resultado de la sustitución es ligar una variable que no lo 
sería, lo que modifica el sentido de la expresión.) 

3.2.- (O)(AVB) > AV (05) B 

(¿ = 1,2,3,...). (0' no puede figurar en A como variable libre.) 


*% Véase el sistema de axiomas del $ 2. Nosotros no debemos prever esquemas correspon- 
dientes a los axiomas 1 y 3 de este sistema, pues la morfología LFG nos asegura: 1) Que 
N, forma parte de LFG; 2) que si k pertenece a LEG, g- k también pertenece. 


** Véase INDICE DE NOTACIONES, 2.25.4.1. 
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4. Esquema correspondiente al axioma de reductibilidad. 


(E Q1*1) (0) (0!*1 Ol <> A) 
(¿=1,2,3, ...). 


La proposición A que figura en este esquema está sometida a la condición de no 
poder comprender a la variable 0**! como variable libre, pero, en general, compren- 
de a O' como variable libre. 

Literalmente, este esquema se lee de la manera siguiente: existe un predicado 
de tipo (¿ + 1) tal que, para todo objeto de tipo ¿, afirmar la proposición A (en la 
que este predicado no figura literalmente) es equivalente a decir que este predicado 
se verifica en este objeto. 

Lo que significa: dada la proposición A, que puede considerarse que caracte- 
riza a un determinado objeto (representado por la variable O* que figura libremente 
en A), existe un medio de encontrar un predicado 0'* que no figure libremente en 
A y que es equivalente a A en cuanto a su dominio de validez (es decir, si se da 
un campo de interpretación y una regla de interpretación calesquiera, la proposición 
A es verdadera o falsa en este campo, según que el predicado 0O'** se verifique o no 
en los objetos del campo que están asociados a sus argumentos). 

Este esquema corresponde al axioma de reductibilidad de RUSSELL y WHITEHEAD 
y al axioma de selección de la Teoría de Conjuntos. 

POINCARÉ y RUSSELL han demostrado que algunas paradojas (como la de RI- 
CHARD) hacen intervenir definiciones no-predicativas, En sentido estricto, una defin:- 
ción no-predicativa es la que caracteriza a un individuo perteneciente a un cierto 
conjunto haciendo intervenir a este mismo conjunto. (Así, la paradoja de BURALI- 
FORTI introduce el ordinal del conjunto de todos los ordinales.) En un sentido algo 
menos estricto, es una definición que caracteriza a un individuo que posee una cierta 
propiedad utilizando el conjunto de todos los individuos a los cuales esta propiedad 
es susceptible de aplicarse. (Así, cuando se habla del valor mínimo adoptado pot 
una función en un intervalo.) 

Para eliminar las definiciones no-predicativas, RUSSELL y WHITEHEAD introdu- 
cen en el interior de cada tipo una jerarquía de niveles. De esta manera obtienen lo 
que se ha llamado teoría ramificada de tipos. 

La clasificación en tipos y en niveles utilizada por RUSSELL y WHITEHEAD se 
refiere a las proposiciones abiertas. Toda proposición abierta (que contenga varia- 
bles libres) puede ser considerada como un predicado: en efecto, permite caracte- 
rizar objetos eventuales, representados por las variables libres que dicha proposición 
contiene. 

Una proposición abierta es de tipo 1 si puede tomar por argumentos constantes 
individuales. 

Es de tipo 2 si puede tomar por argumentos proposiciones abiertas de tipo 1. 

Y así sucesivamente. 

Una proposición abierta de un tipo dado es de mivel 1 si no contiene ninguna 
variable ligada (y, por tanto, ningún cuantificador). 
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Es de nivel 2 si contiene una variable ligada que es úna variable individual 

Es de nivel 3 si hace intervenir al menos una proposición abierta de nivel 2 

Y así sucesivamente. 

La teoría ramificada de los tipos impide que una proposición abierta de un nivel 
determinado adopte por argumento una proposición abierta de su mismo nivel o de 
nivel superior. Esta restricción permite eliminar las paradojas, pero al mismo tiempo 
sacrifica una gran parte del análisis. Para remediar esta situación, RUSSELL y WHI- 
TEHEAD han recurrido a un axioma especial, el axioma de reductibilidad. Este axio- 
ma afirma que toda proposición abierta de un nivel determinado es equivalente a 
una proposición abierta del nivel 1 (y del mismo tipo). Por tanto, permite hacer co- 
rresponder a toda proposición abierta que contiene al menos una variable ligada, otra 
proposición abierta que es equivalente y que no contiene ya más que variables libres. 

Más sencillamente, afirma que a todo predicado definido de manera mo predica- 
tiva corresponde un predicado que se as de los mismos objetos y que no posee 
este carácter mo-predicativo. 

En nuestro esquema, si la proposición A contiene la variable libre 0', puede ser 
considerada como aplicando un cierto predicado al objeto O', En general, puede conte- 
ner variables ligadas. El esquema le hace corresponder un predicado que le es equi- 
valente (en el sentido que hemos dicho más arriba) y que, aplicándose igualmente 
al objeto 0', debe ser de nivel (¿ + 1). Este predicado, al reducirse a una sola varia- 
ble, no menciona evidentemente ninguna variable ligada. 


Por otra parte, en su teoría de conjuntos, ZERMELO introduce un axioma deno- 
minado axioma de selección, 


Un predicado P se dice definido para un dominio de objetos si es posible deci- 


dir sin ambigiúedad, para cada uno de los objetos de este dominio, si este objeto 
verifica o no este predicado. 


El axioma de selección puede formularse como sigue: 

Si un predicado P está definido para todos los elementos de un conjunto En, 
existe un subconjunto de En que contiene todos los elementos de En que poseen la 
propiedad P, y ésta solamente. 

En muestro esquema, si la proposición A contiene la variable libre O', ésta 
puede considerarse como aplicando un predicado P al objeto O! El predicado 
0'* puede ser considerado como definidor de un cierto conjunto (el conjunto de los 
objetos en que se verifica). La equivalencia planteada por el esquema nos permite 
afirmar la existencia del conjunto que contiene todos los objetos a los cuales se 
aplica el predicado P (y solamente éste). 


5. Esquema correspondiente al axioma de determinación. 

(01) (A1*1 0! 4-A1*1 0) => (A1*1 = Alt) 

t=L2 005) 

Este esquema puede formularse así: 

Dados dos predicados de un determinado tipo, si las proposiciones obtenidas al 
aplicarlos a un mismo objeto son equivalentes cualquiera que sea este objeto, ambos 
, | 
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predicados son idénticos. Dicho de otra forma: dos predicados que se verifican de 
los mismos objetos pueden ser considerados idénticos. 


Este esquema significa, por consiguiente, que una clase está enteramente deter- 
minada por sus elementos. 


80. REGLAS DE DERIVACIÓN DE LFG. 


El sistema LFG incluye dos reglas de derivación. 


1. Regla de la consecuencia, 


A 
A >B 


B 


2. Regla para el cuantificador de universalización. 
A (0%) 


(01) A (0!) 
(== 12 


Estas reglas definen la relación de consecuencia immediata en LFG. 


a. Una proposición 1* es una consecuencia inmediata de las proposiciones Á y B 
en LFG si la proposición B tiene la forma (A => 15). 

b. Una proposición 1' es una consecuencia immediata de una proposición B en 
LFG si la proposición 1" tiene la forma (0%) A (0%) y la proposición B la forma 
A (03. 

Sirviéndonos de esta noción podemos formular como sigue la noción de deriva- 
ción (definida en forma general en el $ 17); una derivación de LFG es una serie 
de proposiciones de LFG, cada una de las cuales es o un axswoma de LFG o una 
consecuencia immediata de una o dos proposiciones que la preceden en la serie. 


81. LA NOCIÓN DE DERIVABILIDAD EN LFG. 


Ahora podemos definir la noción de derivabilidad en LFG. 
Consideremos una cierta clase de objetos 4, 4», .... y una operación On que, 
aplicada a 2 objetos de esta clase, da un cierto objeto de esta clase. 


Diremos que esta clase es cerrada en relación a esta operación si, cuando contie- 


ne los objetos 4, 42, ..., %in, Contiene también el objeto a, que le es asociado por la 
operación On. | | 
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Así, un grupo forma una clase de objetos cerrada en relación a la operación 
producto del grupo: como el producto de dos elementos del grupo pertenece siem- 
pre a este grupo, si dos objetos pertenecen a un grupo, también pertenece su 
producto. 


Dada una operación Or podemos definir una relación R* de la manera si- 
guiente: la relación R* se verifica entre los objetos 4, 4%, ..., %in, 4, si la Operación 
On asocia el objeto a; al sistema de objetos di, 42, ..., Zin. 

Diremos que una clase es cerrada en relación a esta relación si está cerrada res- 
pecto a la operación correspondiente. 


Así, podemos hacer corresponder a la relación de consecuencia immediata una 
Operación que asocie una cierta proposición a toda proposición de una forma dada 
y a todo par de proposiciones de una forma dada. 


La clase de proposiciones derivables de LFG es la menor clase de proposiciones 
de LFG que incluye todos los axiomas de LFG y que es cerrada respecto a la rela- 
ción de consecuencia inmediata en LFG. Esta clase incluye, pues, todos los axiomas 
de LFG y todas las proposiciones que es posible obtener a partir de ellas mediante 
reglas de derivación de LFG : 


— Cuando contiene A (0%), contiene también (O) A (0%), 
— Y cuando contiene A y (A > B), contiene también B. 


Una proposición es derivable en LFG si forma parte de esta clase. 


Observación. Siempre podremos reemplazar a una proposición una variable del 
primer tipo por un término cualquiera, y en particular por una cifra. 

Sea, en efecto, A (0) una proposición que contiene la variable O. Si esta proposi- 
ción es derivable, la proposición A (7), obtenida reemplazando O por el término 7, 
es igualmente derivable. 


A (0) se ha obtenido a partir de ciertos esquemas de axiomas mediante ciertas 
sustituciones y reglas de derivación. Modificando convenientemente las sustituciones 
realizadas en los esquemas, se puede derivar de ellos de la misma manera A (7). 


82. SÍMBOLOS ABREVIATIVOS. 


Todos los razonamientos que van a seguir pueden ser formulados por medio de 
símbolos sintácticos. Sin embargo, para hacer más clara la exposición, utilizaremos 
símbolos abreviativos que consideraremos pertenecientes al sistema y que podremos 
manejar según las reglas del sistema. Estos símbolos son simplemente notaciones 
abreviadas para unas expresiones determinadas que sería posible, en principio, escri- 
bir explícitamente por medio de componentes primitivas del sistema. 

Denominaremos expresiones funcionales a una expresión que puede servir para 
representar una función, y expresión predicativa a la que puede representar un 
predicado. | 
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Toda proposición que contenga variables libres del primer tipo y no contenga 
ninguna variable libre del tipo superior, puede ser considerada como una expresión 
predicativa. (Se trata, en efecto, de una expresión que puede ser aplicada a indivi- 
duos, como un predicado: basta reemplazar las variables por cifras para realizar tal 
aplicación.) 

Nosotros utilizaremos : 


— los símbolos AU, M, E, y estos mismos símbolos afectados de índices, para 
designar proposiciones determinadas; 

— Los símbolos 21*, BM*, E€*, 3*, y estos mismos símbolos afectados de índices, 
para designar proposiciones cerradas determinadas; 

— Los símbolos Y, S, “$, y estos mismos símbolos afectados de índices, para 
designar expresiones funcionales determinadas; 

— Y los símbolos PB, Ú), R, y estos mismos símbolos afectados de índices, para 
designar expresiones predicativas determinadas. 


También utilizaremos símbolos especiales (formados mediante letras góticas) para 
designar ciertas expresiones funcionales y predicativas particulares *?, 


83. HIPÓTESIS HECHAS SOBRE LFG. 
El sistema LFG se supone que es w-coberente *. 
No contiene, por tanto, ninguna expresión del segundo tipo tal que, a la vez: 
1) todas las proposiciones | 
MA? k 
son derivables en LFG, 
2) la proposición 
—(0) A20 
es igualmente derivable en LFG. | 
Y tampoco contiene ninguna expresión predicativa de un argumento A (O) tal 
que, a la vez: 
1) todas las proposiciones cerradas del tipo 
A (x) 
(es decir, todas las proposiciones que se pueden obtener reemplazando en A (0) la 
variable O por una cifra cualquiera) 
son derivables en LFG, 
2) la proposición cerrada 
— (0) A (0) 
es igualmente derivable en LFG. 
Puesto que LFG es w-coherente, es también coherente. 


32 Véase INDICE DE NOTACIONES, 1.41 y 2.31.2.. 
2 Véase $ 36. 
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SECCIÓN 3.—ARITMETIZACION DE LFG Y LEMA DE GÓDEL. 


84. ARITMETIZACIÓN DEL SISTEMA LFG. 


La aritmetización de LFG se opera de la siguiente manera : 


1. A las componentes primitivas que no son variables se hacen corresponder los 
siete primeros números enteros impares : 


1 corresponde a N),, 

3 Ñ ” 6, 

50” 0 

7 Ñ > MV, 

9 á al sistema de paréntesis del cuantificador de universalización, 
11 ] a (, 
13 Ñ ” 3. 


El cuantificador de universalización eleva indivisiblemente un sistema de parén- 
tesis y la mención de una variable. Convendremos considerarle como formado de la 
sucesión Y' ( ) y le haremos corresponder un número determinado como si se 
tratase de una sucesión de dos símbolos. 


n 


2. A una variable E” de tipo m se hace corresponder un número de forma p 
donde fp es un número primo mayor que 13. 


Las variables de cada tipo se supone que están situadas en un cierto orden * y se 
utilizan los números primos sucesivos mayores que 13 (que se eleva, por tanto, a la 
potencia correspondiente al tipo considerado). 


3. Expresiones cualesquiera de LFG. 
Toda expresión de LFG es una serie de componentes primitivas de LFG. 


Sean 2, M2, ..., fx los números coordinados a las componentes primitivas de una 


expresión Sy en el orden en que estas componentes figuran en ella. 
A la sucesión Sp se hará corresponder el número 
A OS 
donde px representa el k-ésimo número primo diferente de 1 (estando clasificados los 
números primos según su magnitud). 


4 Se podrá tomar, por ejemplo, el orden alfabético y para las variables designadas por una 
misma letra, el orden de los índices inferiores. 
Tendremos, por ejemplo, para las variables individuales: 


X,, Ls: X3, .....y DY, Ya, Ya, c.s.y 31, Ba» Bs» +. 
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4. Sucesión de proposiciones. 


Sean 1,, Mo, ..., x los números que se ha hecho corresponder a las proposiciones 
de la sucesión Sp. 


A la sucesión Sp se hará corresponder el número 
nl n2 nk 
e E e E 
como en el caso anterior. 
Si Ec es una componente primitiva, una expresión o una sucesión de proposiciones. 


de LFG, y si n es el número correspondiente a Ec por la correspondencia que acaba 
de ser descrita, tendremos: 


Ngd (Ec) =m 
y Ngd”? (n) = Ec*. 
La correspondencia realizada es biunívoca, pues las correspondencias 1 y 2 lo son 


evidentemente, y las correspondencias 3 y 4 lo son en virtud de las propiedades de 
los números primos. 


El número-G de una expresión cualquiera (o de una serie de expresiones) de LFG 
determina, pues, enteramente esta expresión (o serie de expresiones). 


Sea, por ejemplo, 2 el número-G de una serie Sy de símbolos que constituyen una 
expresión de LFG, 


Descompongamos r en sus factores primos. Esta descomposición es única y ob- 
tendremos un resultado del tipo 


AO: 
n,, es decir, el número de factores 2, es el número-G del primer símbolo de Sy (por 
ejemplo, si 2, = 5, Sy comienza por el símbolo —). 


mo, es decir, el número de factores 3, es el número-G del segundo símbolo de Sy, y así 
sucesivamente. 


Por consiguiente, podemos reconstruir Sy unívocamente a partir de su propio 
número-G. 


85. REPRESENTACIÓN DE LAS PROPIEDADES METATEÓRICAS EN LFG. 


Sean Ec,, Ecos, ..., ECyx-,, ECx elementos de LFG entre los cuales existe una cierta 
relación R* (por ejemplo, Ec, es derivable a partir de axiomas Ec,, Eco, ..., ECx-1). 


Podemos hacer corresponder a estos elementos sus números-G y expresar la re- 
lación R* mediante una relación aritmética cuyos argumentos serán estos números-G. 


35 Sobre el sentido de estas notaciones, véase el $ 68. 


Recordemos que se trata simplemente de notaciones sintácticas abreviadas y no de funciones. 
aritméticas. | 
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Por consiguiente, la aritmetización permite expresar por medio de la aritmética un 
cierto número de enunciados metateóricos * 

Como se ha visto *, para establecer la existencia de proposiciones indecidibles en 
LFG, hay que demostrar que se pueden representar en LFG ciertas propiedades me- 
tateóricas. Para ello, GÓDEL se sirve de la teoría de funciones recursivas y demuestra : 


1) que las propiedades y Operaciones metateóricas que utiliza son recursivamente 
representables, 


2) que todo predicado recursivo es represemtable en LFG. 


La primera parte de este programa se realiza en una serie de etapas. La segunda es 
objeto de un Lema, clave del Teorema. 


86. TEOREMAS PREPARATORIOS. 


Para demostrar que una operación o propiedad es recursivamente representable, 
GÓDEL da en forma explícita la función o el predicado aritmético mediante el cual 
puede expresarse, y comprueba que esta función o este predicado tiene carácter 
recursivo. Para ello se apoya en cuatro teoremas relativos a las funciones y predicados 
recursivos. 

GÓDEL se sirve únicamente de funciones y predicados recursivos primitivos. En 
todo este capítulo, el término recursivo deberá entenderse siempre en el sentido de 
recursivo primitivo, 

GOÓDEL parte de las funciones recursivas elementales. 

+ (adición), 

x (multiplicación), 

y Exp. (exponenciación), 

y de las relaciones recursivas elementales 
< (relación de ordenación) 

y = (relación de igualdad). 


Estableciendo los siguientes teoremas : 


1. (1D Toda función obtenida a partir de una función recursiva sustituyendo 
funciones recursivas por variables es recursiva. 

Igualmente, todo predicado obtenido a partir de un predicado recursivo sustituyen- 
do funciones recursivas por variables es recursivo, 


88 La existencia de una correspondencia de Gódel no nos asegura que toda la metateoría del 
sistema pueda expresarse aritméticamente. Algunos conceptos y demostraciones metateóricas 
hacen intervenir medios de expresión o de demostración que rebasan el marco de la aritmética 
y que pertenecen a teorías más vastas, por ejemplo a la Teoría de Conjuntos. 

Sin embargo, todos los conceptos metateóricos que intervienen en la demostración de 
GóDEL pueden expresarse en forma aritmética. 


7 Véase $ 73. 
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2. (MD S¿P yO som predicados recursivos respectivamente de m y n argumen- 
tos, los predicados 


(X, Xa ... XÁ ( P Xi X des 1) 
y XxX Xa aa Dd Y, Y, ¿De Ya (P Xi Xa ON Xm / 0 Y, Y, es Y.) 
son igualmente recursivos * 


3. (ID) S:¿F y G son funciones recursivas respeciivamente de m y n argumen- 
tos, el predicado 


Liria Ys Ya Y PAR == O Y Y ai Ya) 
es recursivo. 

(Este predicado significa: la propiedad que las funciones F y G toman el mismo 
valor, Este predicado se da para los enteros 


%] U9) +...) Am, Bi, Ba, ..., Bas si 


F a, 0%... %m=G Éi B2 ... Bn, y sólo en este caso.) 


4. (IV) Si la función F (de m argumentos) y el predicado P (de n + 1 argu- 
mentos) son recursivos, lo mismo sucede con los predicados R, y Ra 


R; Xi Xo A p, de Y, Y, a Ya <> (EZ) UZ SS FX, X3 ss Xm) y 

PX as Ll, 
Ra Xy Xo AO 2 Y, Ya Er pe $ (Z) HZ <= F Xi Xa id Xm) > 

PY Yg Xa Zi, 
y de la función G definida por la siguiente ecuación : 


GXiX2.... XmY¡Y2..: Y =MimZ [(Z<EFX,X;... Xm 8 P Y, Y3 ... Y, Z1. 


87. EJEMPLO DE REPRESENTACIÓN RECURSIVA. 


Indiquemos mediante un ejemplo la posibilidad de utilización de estos teoremas. 
Consideremos la propiedad metateórica ser una variable del tipo m. Esta propiedad 
puede expresarse bajo la forma de un predicado aritmético de dos argumentos que 


2 RX... Xm( PX, X..... Xm) es un predicado que significa: el predicado P 
no se verifica, 

Así, en el caso de un solo argumento, se tendría el predicado X (“— P X), que significa: 
la ¿Cc de no ser un P. 

XX... km Y, Ya... Yn (PX, X,...XmvQ Y, Y, .... Yn) es un predicado que 
significa: se tiene el predicado P o el predicado O. 

Así, en el caso de un solo argumento, se tendría el predicado X (P X w Q X), que significa: 
la propiedad de ser un P o un Q. 

(Para el uso del operador de abstracción, véase INDICE DE NOTACIONES, 2.22. 1. 6.) 

Si P (o X (P X)) es el predicado ¿gual a: 
X (“— P X) es el predicado diferente de. 
Si P (o X (P X)) es el predicado divisible por r, 
y O (o X (Q X)) es el predicado divisible por q, 
X (PX v 0 X) es el predicado divisible por r o por q. 
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designaremos con el símbolo Var. Este predicado está definido mediante la siguiente 
equivalencia : 


Var X Y +> (EZ) [013<Z<X) £ PrmZ 8 (Cnt X = Exp Z Y)]. 
En esta expresión, el símbolo Prim designa el predicado ser un número primo. 


Esta expresión, por consiguiente, puede leerse: decir que el elemento Ngd”* (X) 
de LFG * es una variable del tipo Y, es decir, que hay un número Z mayor que 13 y 
menor o igual que X, que es número primo y tal que X = ZY*., 


Hemos visto que a una variable del tipo 2 se hace corresponder la m-ésima poten- 
cia de un número primo mayor que 13. 


Se supone que ya ha sido establecido el carácter recursivo del predicado Prm *. 
El predicado < es recursivo. 
El predicado Y (mayor o igual que) es recursivo en virtud del Teorema 11(86). 


La expresión (Cnt X = Exp Z Y) proviene de la aplicación a las variables X, Z 
e Y del predicado X, Xz X¿ (Cnt X, = Exp Xy X3). 


Y este predicado es recursivo en virtud del teorema 111(86), puesto que Exp es una 
función recursiva y X debe ser considerada como una abreviatura de la expresión 
Scl (11) X, y por tanto como una función recursiva. 


(Sel (11) X = X). | 
El predicado Var es, pues, recursivo en virtud del teorema 1V(86) *. 


38. OPERACIONES RECURSIVAMENTE REPRESENTABLES. 


Se puede demostrar, utilizando este procedimiento, que los operadores proposicio- 
nales son recursivamente representables. 


1. La negación estará representada por la función recursiva Neg. Si a es el nú- 
mero-G de una proposición A, Neg será el número-G de la proposición — A. 


2% El elemento cuyo número-G es X. 

1% La expresión (X = Exp Z Y) resulta de la aplicación a las variables X, Z e Y del 
predicado X, X, X, (X, = Exp X, X;5). La expresión X, X, X, (X, = Exp X, X;,) XZ Y 
da, en efecto: (X = Exp Z Y). 

La expresión X, X, X, (X =Z Y) designa el predicado que se verifica de los números 
da, da Y as si se tiene: a, = Exp az as, o también, utilizando la notación habitual de la expo- 
nenciación, a, = da Uz» 

Decir que se da (X = Exp Z Y), equivale a decir que se da: X = ZY, 

11 Se demuestra que Prim es recursivo por un método análogo al del ejemplo anterior. Para 
esto debemos utilizar el predicado divisible por que es recursivo, puesto que puede ser definido 
por la equivalencia: 

[X divisible por Y] «—> (EZ) [(ZÉX) E (X = Y x 2)]. 

42 El teorema prevé que Z es menor o igual al valor tomado por una función recursiva 
para un cierto sistema de argumentos. X puede ser considerado como el valor adoptado por la 
función constante, Cnt, para el argumento X. | 
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2. La disyunción estará representada por la función recursiva Dis. Si a y b son 
los números-G de las proposiciones A y B, Dis b será el número-G de la proposi- 
ción (4 V B). 


3. El cuantificador de universalización estará representado por la función re- 
cursiva Unv. 


Si £ es el número-G de la variable O y a el número-G de la proposición 4Á 


(9') que contiene a O' en forma libre, Unv + a será el número-G de la proposición 
(9) A (0). 


4. La sustitución de una expresión por otra puede representarse igualmente en 
forma recursiva mediante una función Sub. 


Si a es el número-G de una proposición A, 


U1, Va, .»., Un los números-G de las variables O, O), ..., OZ (variables respectiva- 
mente del tipo ¿, j, ..., p, en número 2) *, 


€1, €2, ..., €n los números-G de las expresiones Aj, Az, ..., AL (cuyos tipos corres- 
ponden respectivamente a los de las variables O, 02, ..., 0%), 
Sub 4 0, Va .... Un €, €2 ... En 


será el número-G de la proposición 
il p i A] p 
[91, 2)... Op/ Aj, Az, ..., Ar] A 
obtenida reemplazando, en A, las variables O, O», ...., Oj respectivamente por las 
expresiones de los tipos correspondientes Aj, A, ...., AB. 


89. PROPIEDADES RECURSIVAMENTE REPRESENTABLES. 


El método del $ 87 permite establecer, por aproximaciones sucesivas, que las 
propiedades metateóricas siguientes son recursivamente representables * : 


ser una constante, ser un seno de agrupamiento, . ser un operador proposicional, ser 
una variable de un cierto tipo *, 

ser una proposición elemental, 

ser una proposición, 

ser una serie de proposiciones, 

ser una proposición obtenida por sustitución a partir del esquema de axiomas 1.1 


(S 79), 


** Algunos de los índices superiores —=< incluso todos los índices superiores— pueden 
ser iguales entre sí. En otros términos, ciertas variables —e incluso todas las variables— pueden 
ser del mismo tipo. 


*2 Todas estas propiedades conciernen al sistema LFG. La propiedad ser una constante, 
debe, por tanto, entenderse ser una constante de LFG. Y así sucesivamente. 


1% Véase $ 87. 
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(y así sucesivamente para todos los esquemas de axiomas), 
ser un axioma, 
ser una proposición que es consecuencia inmediata de una o dos proposiciones, 
ser una derivación, 

Así se llega a la propiedad ser una derivación de una proposición A. 

Esta propiedad puede expresarse por medio de un predicado recursivo Fdr “. 

Si s es el número-G de una serie de proposiciones que constituye una derivación y 
cuya última proposición tiene por número-G a, se tendrá: Fdr s a. 

Se demuestra finalmente que la propiedad ser derivable puede quedar represen- 
tada por un predicado Dem. 

Sea 4 el número-G de una proposición A. 

El enunciado Dem a significa : 

Existe una serie de proposiciones cuyo número-G es s y tal que Fdr s a. 
(Dicho de otra forma: existe una derivación cuya última proposición. es A.) 

El predicado Dem puede definirse a partir del predicado Fdr mediante la equive- 
lencia : ? 

(1) Dem Y <> (EX) Fdr X Y. 

Contrariamente a lo que ocurre con el predicado Fdr, no se puede afirmar que el 
predicado Dem sea recursivo. 


90. LEMA DE GODEL. 


Nos ocuparemos ahora del lema que nos va a asegurar que todos estos predicados 
y funciones (a excepción del predicado Dem) son representables en LFG. 


(V) A todo predicado recursivo P de n argumentos, se puede hacer corresponder 
en LEG una expresión predicativa de n variables libres, de número-G r, tal que, para 
todo sistema dy, da, ..., 4, de números enteros, se tengan los dos enunciados 


P 4 4... a, > Dem [Sub r Ngd(0,) Ngd(O2) ... 
Nga(09,) Ngd(Na) Nga(Nas) ... Nga(Nan)] 
y 
Pad... 4, > Dem [Ned Sub r Ngd(0,) Ngd(0;,) ... 
Ngd(0,,) Ngd(Na1) Ngd(Noz) 2. Ngd(Nan)] 


Los dos enunciados que figuran en este lema no pertenecen al sistema LFG: son 
enunciados metateóricos formulados mediante la Aritmética recursiva. 


Nga(0,), Ngd(0:), ...) Ngd(0,,), Ngd(Na), Ngd(Noo), e... Ngd(Nan) 
son los números-G, respectivamente, de las variables 6,, 0,, ..., O,, y de las cifras Na,, 
Ns, -.., Nan, que representan en LFG a los enteros 4, 42, ..., Ap. | E 


16 GóDEL llama figura de demostración lo que nosotros hemos llamado derivación. 
El símbolo Fdr evoca la expresión utilizada por GODEL. 
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Sea A (0,, 0,, ..., O,) la expresión asociada al predicado P. 

Y sea A (Na, Nas, --.» Nan) la proposición cerrada obtenida reemplazando, en la 
expresión precedente, las variables O,, 8,, ..., O, por las cifras Naz, Naz, -.., Nan, que 
representan en LFG a los números enteros 4;,, da, 4h. 


Nuestro lema afirma : 


Si el predicado P se verifica de los enteros 41, 4%, ..., dn, la proposición cerrada 
A (Nu, Na, -.., Nan) es derivable en LEG ; 
si este predicado no es verificable de los enteros en cuestión, esta proposición es refu- 


table en LFG. 


Dicho de otra forma: 


Si el enunciado P 4, a», ...., 4 es cierto (en la aritmética intuitiva) “, la proposi- 
ción que representa este enunciado en LFG es derivable en LFG, 

Si este enunciado es falso, la proposición que le representa en LFG es refuta- 
ble en LFG. 

Para demostrar este lema, hay que observar que basta con demostrarlo para todo 
predicado del tipo X Y, Yx ... Yn (Cn X = F Y, Y, ... Y), donde F es una función 
recursiva de 2 argumentos, pues todo predicado recursivo puede obtenerse a partir 
de predicados de este tipo. 

A continuación se procede por inducción sobre el nivel de F. 

Como se ha visto, una función F se dice que es recursiva (primitiva) si existe una 
serie finita de funciones G, Ga, ..., Gn F, tal que cada una de ellas queda definida a 
partir de las otras, de índice menor, mediante el esquema de recursión primitiva, o a 
partir de una función de índice menor mediante el esquema de sustitución, o es la 
función constante, la función sucesor o la función de selección. 


La longitud de la serie más corta de funciones que es necesaria para definir una 
función F se denomina nivel de esta función. 

La función constante, la función sucesor y la función de selección son del nivel 
primero. Para estas funciones el lema es inmediato. 

- Sea F una función de nivel m y sean G;,, Ga», ..., Gi las funciones (de nivel inferior) 
que se utilizan para definirla. Por hipótesis de inducción, el lema se verifica de estas 
funciones. F se obtiene a partir de estas funciones mediante el esquema de recursión 
primitiva y el esquema de sustitución. Por consiguiente, estos esquemas pueden ser 
representados en LFG, Aplicando en LFG las expresiones que representan a estos es- 
quemas a las que representan las funciones G;, Gz, ..., G,, se Obtiene una expresión 
que representa la función F y se verifica directamente el lema para esta función. 

Este lema establece, pues, que todo predicado recursivo es representable en LFG. 

También permite afirmar que toda función recursiva es representable en LFG. A 
toda función F de 2 argumentos se puede, efectivamente, hacer corresponder un pre- 
dicado P de (n + 1) argumentos Y 


“” Véase $ 71. 
** Véase $ 75. 
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Si la función F es recursiva, el predicado P lo es igualmente. (Se puede construir 
su función representativa por medio de la función F.) 


SECCIÓN 4.—EL TEOREMA DE GÓDEL Y SU DEMOSTRACION. 


91. ENUNCIADO DEL TEOREMA, 


Ahora estamos en situación de abordar el teorema y acometer su demostración ri- 
gurosa. 


Puede enunciarse así : 

(VD El sistema LFG contiene Y una expresión predicativa de una variable R (L), 
tal que ni (E) R (E) ni — (E) R (E) son proposiciones derivables en LFG *, 

Sea 3* la proposición (cerrada) (E) R (E). 

El teorema puede también expresarse de la siguiente forma: 

El sistema LFG contiene una proposición (cerrada) 3* que es indecidible. 


Esta proposición 3* es una proposición cerrada que afirma su propia inderivabi- 
lidad. Más exactamente, la proposición 3* representa en LFG (sobre la base de la co- 
rrespondencia establecida por el lema del $ 90 (V (90)) el enunciado metateórico : 
La proposición Y* es inderivable en LFG. 


La demostración del teorema se realiza en dos etapas: 


1) Construcción de la proposición 3*; 
- 2) Demostración del carácter indecidible de 3*, 


92. LA FUNCIÓN ABREVIADA DE SUSTITUCIÓN. 


Para construir la proposición 3*, GÓDEL se sirve de una función recursiva Sbs 
que corresponde a un tipo especial de sustitución. 


Denominaremos a esta función función abreviada de sustitución. La función Sbs 
representa recursivamente la sustitución de una cifra por una variable del primer tipo 
en una proposición. 

Sea A una proposición de LFG que contiene la variable del primer tipo Y,. 

Sea a el número-G de A. 


4% Esto significa: es posible construir, sobre la base de la morfología de LFG, una 
expresión predicativa de una variable R (X). 

*% Este enunciado no es exactamente el de GÓDEL. Para la formulación de GODBEL, véase 
NOTA 1, $ 238, 3.1. | 
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El número-G de %, es 17 *. 

Sea N, la cifra que representa, en LFG, al entero nz. 

El número-G de N, es Ngd(N,). (En virtud de los convenios de aritmetización, 
este número es siempre mayor que z. Sea, por ejemplo, Ngd(Np) = 1, Ngd(N,) = 24, 
Ngd(N3) = 43.809.164.217.126.613.999.000.) 

Se puede sustituir en la proposición A el número N, por la variable *,, obtenién- 
dose así la proposición [X,/N,] A. 

El número-G de esta nueva proposición está dado por la expresión aritmética Sub a 
17 Ned(N,)*. 

La función Sbs se construye de manera que describa tal transformación. 

La definiremos de la siguiente forma: 


Sbs X Y = Sub X 17 Ngad(Ny) *. 


Si a es el número-G de una proposición de LFG y hb un número entero determi- 
mado, tendremos : 


Sbs ab = Sub a17 Ngd(N). 


Como la función Sub es recursiva, la función Sbs también lo es, y, por tanto, re- 
presentable en LFG., 
Se puede formar también Sbs a a. ¿Cuál es su significado? 


Sbs aa = Sub a17 Ngd(N,). 


Si a es el número-G de una proposición A que incluye la variable libre Y,, Sbs a a 
es el número-G de la proposición [X,/N,] A que se obtiene reemplazando en A la va- 
riable *, por la cifra que representa, en LFG, el entero a. 


Consideremos ahora el enunciado metateórico : 
La proposición A posee la propiedad P*. 
Y supongamos que esta propiedad P* pueda expresarse mediante un predicado 


recursivo de un argumento P. Nuestro enunciado puede expresarse bajo la forma de 
un enuncinado aritmético. Si a es es el número-G de A, tendremos P a, 


Formemos ahora el enunciado P (Sbs X X). 


El predicado P y la función Sbs, al ser ambos recursivos, podemos hacer corres- 
ponder a este enunciado (en virtud del lema V(90)), en LFG, una expresión predica- 
tiva B que contendrá una sola variable libre Y,. 


Sea b el número-G de esta expresión. N, es la expresión de LFG que correspon- 
de a Ú, 


51 Véase S 84, 2. La variable E, es la primera variable del primer tipo (en la serie 
según la cual las variables del primer tipo se suponen jJerarquizadas). 

52 Véase $ 88, 4, la definición de la función Sub. 

$3 La sustitución puede afectar a otra variable distinta de X,. Es cómodo suponer que se 
refiere a la primera variable libre, es decir, a la variable libre de índice menor. Si la sustitución 
se refiere a la variable f,, el número 17 debe reemplazarse en la definición por el número 19. 
Y así sucesivamente. 
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Podemos sustituir N, por X, en B. 
Entonces obtendremos la proposición cerrada 1'*: [X,/N,] B. 
El número-G de esta expresión es: 


Sub b 17 Ngd(Npy), es decir, Sbs b b. 

B representa en LFG el enunciado: 

La expresión cuyo número-G es Sbs X X posee la propiedad P*, 

I'* representa en LFG el enunciado metateórico P (Sbs b b), es decir: 

La proposición cuyo número-G es Sbs hb hb posee la propiedad P*, 

I'* es, por tanto, una proposición (cerrada) de LFG que afirma de sí misma la 
propiedad P*, 

De esta forma, la función Sbs nos permite construir en LFG una proposición que 
afirma de sí misma una cierta propiedad. 


93. (CONSTRUCCIÓN DE LA PROPOSICIÓN 3*. 


La propiedad que vamos a considerar es la de no ser una proposición derivable. 

Sea a el número-G de una cierta proposición A de LFG, Decir que esta proposi- 
ción es derivable en LFG equivale a decir que existe una determinada serie de propo- 
siciones, de número-G s, tal que Fdr s a. 


Por el contrario, decir que una proposición A no es derivable en LFG, equivale a 
decir que no existe ninguna serie de proposiciones LFG que constituya una deriva- 
ción de esta proposición. 


O también, equivale a decir que cualquiera que sea la serie de proposiciones que 
se considera, esta serie no es una derivación de A. Este enunciado puede expresarse 
en forma aritmética : 


(A) — Fdr X a. 


(No existe ningún número que sea el número-G de una serie de proposiciones que 
constituyan una derivación de A.) 

Si s es el número-G de una serie de proposiciones Sp y a el número-G de una 
proposición A, el enunciado aritmético — Fdr s a significa: la serie Sp no es una de- 
rivación de A. 

- Por ser recursivo el predicado Fdr, el predicado X Y (— Fdr X Y) lo es igual- 
:mente *. 

Para obtener una proposición que se aplique esta propiedad a sí misma, utiliza- 
remos el mismo procedimiento ya seguido anteriormente. Pero debemos proceder por 
“etapas, ya que tendremos que introducir un cuantificador de universalización para 
llegar a nuestra proposición. 


51 Véase Teorema Il (86). 
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Formemos el enunciado metateórico : 
La serie Ngd* (s) no constituye una derivación de la proposición de LFG cuyo nq- 
mero-G es Sbs ad. 


Este enunciado puede expresarse bajo la forma de un enunciado aritmético : 
A: “ Fdr s (Sbs a a). 


El predicado X Y (— Fdr X Y) es recursivo y la función Sbs es recursiva. En vir- 
tud del teorema 1 (86), el enunciado A puede, pues, considerarse que está formado por 
un predicado recursivo aplicado a los dos enteros s y a. 

Existe, por tanto, conforme al lema V (90), una expresión predicativa 3, de nú- 
mero-G Pp, que contiene dos variables libres Y, y ,, tal que: 


(1) —Fdrs(Sbs aa) > Dem [Sub p 17 19 Ngd(N,) Ngd(N,)] 


(2) Fdr s (Sbs a a) + Dem [Neg Sub p 17 19 Ngd(N,) Ngd(N,)]. 


En estos enunciados metateóricos, 17 y 19 son los números-G respectivamente de 
las variables E, y Y, Ngd(N,) y Ngd(N,) son los números-G de las cifras correspon- 
dientes, respectivamente, a los enteros s y 4. 


Por consiguiente, tenemos: 


Si el enunciado Á es cierto, entonces la preposición cerrada U* (de LFG”), obte- 
nida reemplazando en Y las variables Y, yX,, respectivamente, por las cifras N, y Na, 
es derivable en LFG; y si el enunciado A no es cierto, entonces la proposición cerra- 
da U* es refutable en LFG. 


La expresión predicativa | contiene dos variables libres, Y, y Y, lo que podemos 
indicar así: 
pe (X,, Xo). 


Podemos ligar la primera de estas variables mediante un cuantificador de univer- 
salización al nombre de esta variable. De esta forma obtememos una expresión pre- 
dicativa Y : 


(E) Y (L,, Ea). 


Sea q el número-G de esta expresión. 
La operación de cuantificación que hemos practicado sobre B (<, Y) es recursiva- 
mente representable, y tenemos : 


q = Unv 17 p?. 
Por otra parte, podemos practicar en la segunda variable de B (X,, Y) una sustitu- 


ción que reemplace a esta variable por la cifra de LFG que corresponda al entero q. 


5 Véase $ 88, 3. 
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Así, obtendremos una expresión predicativa R-: 


PL (X, N a). 
Sea r el número-G de esta expresión. 


La operación de sustitución practicada en H (X,, L,) es recursivamente represen- 
table, y tenemos: 


r = Sub p 19 Ngd(N,). 


Esta expresión predicativa R contiene todavía una variable libre, y podemos ligar 
esta variable mediante un cuantificador de universalización. 


Entonces obtenemos una proposición cerrada 3* 
(X,) PB ES N a). 

Sea ¿ el número-G de 3*, 

Como anteriormente, tenemos: 


¿ = Unv 17 y. 


94. SENTIDO DE LA PROPOSICIÓN 3*. 


Esta proposición 3* afirma su propia inderivabilidad. 
Volvamos a considerar, en efecto, las diferentes etapas de nuestra construcción. 
La expresión predicativa Y (X,, Y) representa, en LFG, el enunciado metateórico 
—= Fdr X, (Sbs X, Xo). 
La expresión predicativa QD), es decir (X,), Y (<,, 2), representa, en LFG, el enun- 
ciado metateórico 
(X,) — Fdr X, (Sbs Xa Xa), 
que significa: no existe derivación de la proposición cuyo número-G es (Sbs X: X2) 
(o también: no existe derivación de la proposición Ngd”* (Sbs X¿ X2) ). 
La expresión predicativa R, es decir, Y (Y, N,), representa en LFG el enunciado 
metateórico 
“— Fdr X, (Sbs q 9), 
que significa: la serie de proposiciones Ngd”* (X,) no es una derivación de la pro- 
posición Ngd”* (Sbs q 9). | 
Finalmente, la proposición cerrada 3*, es decir, (X,) Y (E, Ny), representa en LFG 
el enunciado metateórico 
(X,) — Fdr X, (Sbs q 9), 
que significa: no existe derivación de la proposición Ngd”* (Sbs q 9). 
El número-G de 3* es, precisamente, Sbs q q. | 
En efecto, Sbs q q es el número-G de la proposición que se obtiene reemplazando 
en la proposición Ngd”? (q) (que se supone contiene la variable libre Y,), la variable 
X, por la cifra que correspende, en LFG, al entero q. 


9 
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e. 


La proposición Ngd”* (4), es XQ, y contiene la variable libre X3, cuyo número-G 
es 19. 


Sustituyendo Y, por N, en 2), se obtiene la proposición cerrada 

(Ey B (EL, Ny), es decir, 3*. | 
En general, se puede demostrar directamente que Sbs q q = 1. 
Efectivamente, por definición de Sbs: 


Sos q q = Sub q 19 Ndg(N.). 
Como  q=Unv17 p. 


Tendremos : 
Sbs q q = Sub (Unv 17 p) 19 Ned (N.). 


Se puede demostrar fácilmente que los símbolos Sub y Unv pueden intercambiarse, 
con tal de que no afecten a las mismas variables. 


Sea una proposición A que contiene las variables libres 01, 8), .... 9P. Sea a el 
número-G de A y 2,, %s, ..., Un los números-G de las yariables e! Ñ e), ..., 9P . Forme- 
mos la proposición (8|) A (0|). 

Su número-G es Uny v, a. 

También contiene las variables libres 0, ..., OP y podemos escribir : 

(0;) A (8!, 8), ..., OP). 

Sustituyamos las variables O), ... OP por las expresiones Aj, ..., AB. cuyos núme- 
ros-G SON €, ..., €p. 

Entonces obtenemos una proposición cuyo número-G está dado por: 

Sub (Unv v, 4) Vz ... Un €2 ... n. 
Que podemos escribir : 
(91) A (OL, AL... AP), 
Pero podemos obtener la misma proposición procediendo de otra forma. 


Sustituyamos primero, en A, las expresiones A3, ..., AÉ por las variables O), ... OL. 
Entonces obtendremos una proposición cuyo número-G está dado por: 


Sub a Vs... Un €... En. 
Proposición que puede escribirse: A(O1,A>,..., AD, 
Liguemos ahora la variable O por el cuantificador de universalización, obtenién- 
dose la proposición: (891) A (Oj, A3, ..., AL). 
Su número-G es: 
Unv v, (Sub av ... Un €7 ... En). 
Por consiguiente, tendremos: 


Sub (Unv v, 4) V, ... Un €z ... En = Unv y, (Sub avs ... Un €z ... en). 
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Aplicando esta propiedad al caso que nos ocupa, obtendremos : 
Sós q q = Unv 17 (Sub p 19 Ngd (N,)) 
= Unv 17 r 
=% 
Así, Sbs q q es el número-G de la proposición Y*. 
Esto quiere decir, por tanto: 
— No existe derivación, en LFG, de la proposición 3*. 


— El sentido de 3* queda así establecido, y tenemos la seguridad de que 3* es 
una proposición de LFG. 


95. (OBSERVACIÓN AUXILIAR. 


Por otra parte, se tiene: 


Sub p 17 19 Ngd(N,) Ngd(N,) = Sub r 17 Ngd(N,). 
Los enunciados 1 (93) y 2 (93) se convierten, pues: 


(1) — Fdr si + Dem [Sub r 17 Ngd (N,)] 


(2) Fdrsi-—> Dem [Neg Sub r 17 Ngd (N,)]. 

[Sub r 17 Ngd (N,)1, es el número-G de la proposición cerrada B (N,, N,). 

Esta proposición representa en LFG el enunciado metateórico 

— Fdr s (Sbs q 9), que significa : 
la serie de proposiciones Ngd'”* (s) no es más que una derivación de la proposición 
cerrada Ngd * (Sós q q), es decir, de la proposición cerrada Ngd” (2) o 3*. 

- Por consiguiente, el enunciado 1 (95) significa : 

si una serie de proposiciones Ngd”* (s) no es una derivación de la proposición 3*, la 
proposición que representa en LFG el enunciado La sucesión Ngd” (s) no es una de- 
rivación de 3*, es derivable en LFG., 


Y el enunciado 2 (95) significa : 


si una serie de proposiciones Ngd”* (s) es una derivación de la proposición 3*, la pro- 
posición que representa en LFG el enunciado La serie Ngd* (s) es una derivación de 
3% es refutable en LFG. 


96. DEMOSTRACIÓN DEL CARÁCTER INDECIDIBLE DE 3*. 


Ahora podemos establecer el carácter indecidible de Y*. 
La demostración supone dos etapas. 


1. 3U* es 2nderivable. 


Supongamos, en efecto, que 3* sea derivable. 
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Esto significa que existe una cierta serie de proposiciones de LFG, de número-G 
5, que es una derivación de 3*, Esta condición puede enunciarse bajo la forma de 
un enunciado aritmético: Fdr s ¿, 


Entonces, en virtud del enunciado 2 (95), tendríamos : 
Dem [Neg Sub r 17 Ngd (Ny)1, 
lo que significa que la proposición cuyo número-G es [Neg Sub r 17 Ngd (N,)] es 
derivable en LFG, 
En general, si 3* es derivable, B (N,, N,) es también derivable. 


La utilización del primer esquema para el cuantificador de universalización nos 
da, en efecto : 


EN) pe (XL, Ny) > PB (Na, Na). 
Y en virtud de la regla de la consecuencia *, si 3*, es decir (X,) B (E,, N,) es 
derivable, MB (N,, N,) también lo es. 


Esta proposición Y (N,, N,) se obtiene sustituyendo, en la expresión predicati- 
va N, la variable *, por la cifra N,. 


Su número-G es, por tanto: Sub r 17 Ngd (N,). 
Se tiene : | 


Nga” [Neg Sub r 17 Ngd (Ny)1 <> — Ngd” [Sub r 17 Ngd (N,)]. 
Por consiguiente, es posible derivar simultáneamente en LFG : 
Ngd” [Sub r 17 Ned (NY o BIN, N) 
y — Ngd” [Sub r 17 Ned (NJ o — B (N, No), 
lo que es imposible, pues LFG es coherente. 
Nuestra hipótesis es, por tanto, falsa, y 3* es ¿inderivable. 


2. JW es irrefutable, es decir: — 3* no es derivable. 
Supongamos, en efecto, que — 3* sea derivable. 


Decir que — 3* es derivable equivale a aceptar que — (X,)) PB (X,, N,) es de- 
rivable. | 

Por otra parte, en virtud de la primera parte de la demostración, 3* es inderivable. 
Esto significa que no existe ninguna serie de proposiciones de LFG que constituya 
una derivación de 3*. Esto puede expresarse mediante el enunciado aritmético : 
(X) — Fdr X :, 

Por consiguiente, tendremos que, cualquiera que sea 2: — Fdr mn ¿. 


En virtud del enunciado 1 (95), tenemos entonces igualmente, que cualquiera que 
sea 1: Dem [Sub r 17 Ned (N.)l. 


Esto quiere decir: cualquiera que sea el entero », la proposición cerrada cuyo 
número-G es [Sub r 17 Ngd (N,)] es derivable en LFG. 


2% Esquema 3.1 del $ 79. 
5” Regla 1 del $ 80. 
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Esta proposición es la proposición cerrada obtenida reemplazando, en NR, la va- 
riable Y, por la cifra N,, es decir: $ (Ny, N,). 

R es una expresión predicativa que contiene una variable. 

Nuestro razonamiento nos lleva a afirmar simultáneamente: 


4) Cualquiera que sea el entero », la proposición cerrada $ (N,, N¿), o Y (N,) 
es derivable en LFG, 

b) la proposición cerrada — (X,) M (L,, Ny), o — (Ej) R (E), es derivable 
en LFG. 


Como EFG es acohereñite, esto es imposible. Nuestra hipocesis es, por tanto, 
falsa y — 3* no es derivable. 


Vemos, por tanto, que 3* es una proposición indecidible de la forma (X,) K (XL), 
o R es una expresión predicativa de una variable. 


(KR es la proposición Y (Y,, N,), que contiene Y, como única variable libre.) 


SECCIÓN 5.—LAS CRITICAS OPUESTAS A LA 
DEMOSTRACION DE GÓDEL. 


La validez del Teorema de GÓDEL ha sido puesta en duda por algunos lógicos, 


según los cuales, la demostración propuesta poa GODEL lleva, de una u otra forma, 
a contradicciones. 


97. LA CRÍTICA DE PERELMAN. 


La primera crítica ha sido formulada por PERELMAN *. Según éste, al construir su 
proposición indecidible, GÓDEL no ha hecho sino añadir una nueva antinomia a la 
lista de las ya conocidas, y esta antinomia resulta de una falsa equivalencia planteada 
en las premisas. 

PERELMAN toma como punto. de partida de su razonamiento el esquema de de- 
mostración que el mismo GÓDEL adopta y con el que encabeza su Memoria Y 

Sea el sistema LFG (anteriormente descrito). Se consideran las proposiciones de 
una variable libre, del tipo A (O). Como están constituidas de series finitas de signos 
en número finito, forman un conjunto numerable. | 
Por tanto, se puede hacerles corresponder números enteros, denominados sus 
índices. Sea A, (X) la proposición (de una variable) de índice 7. Entonces definimos 
una clase Cl de números enteros como sigue: | | 


58 PERELMAN 2. 
5% La exposición que de él da PERELMAN y que nosotros reproducimos no sigue exactamente 
el texto de GÓDEL, pero da sus líneas esenciales. Para una exposición más detallada, véase $ 72. 
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Si m es el índice de la proposición A, (£), n pertenece a la clase Cl si la propo- 
sición A, (Ny), obtenida por la sustitución de E por Nn, no es derivable, y sólo en 
tal caso. | 

Sea q el índice de la proposición que representa el enunciado X es un elemento 
de Cl, y sea U, (Y) esta proposición. 

A, (Ny) es una proposición indecidible. 

Efectivamente, si es derivable, g pertenece a Cl y A, (N¿) es inderivable por 
definición de Cl, contrariamente a la hipótesis; y si su negación es derivable, q no 
pertenece a Cl y A, (N,) es derivable, lo que es imposible si LFG es coherente. 


PERELMAN parte de la definición de clase Cl, que se puede formular como sigue : 
(1) n E Cl <> — Dem AU, (N,)*. 

(Decir que » pertenece a Cl equivale a decir que la proposición formada sustitu- 
yendo X por N,, en la m-ésima proposición de una variable de LFG, es inderivable.) 

Por negación de los dos miembros de esta equivalencia se obtiene : 


(2) — (n E Cl) 4> Dem U, (N,). 


De la definición de Cl resulta que si, para un 2 dado, A, (N,) es derivable, — 
(n E Cl) es igualmente derivable. (En efecto, basta para obtener una derivación de 
esta expresión, con completar la derivación de A, (N,) por la definición de C)). Lo 
que puede escribirse : 


(3) Dem Un (N,) > Dem — (n E C)). 
PERELMAN muestra entonces cómo, sirviéndose de 3 (97), se puede obtener muy 


simplemente, respectivamente, a partir de 1 (97) y de 2 (97), los enunciados si- 
guientes: 


(4) Dem  U, (N,) <> — Dem Y, (N,) 
y 
5) Dem — YU, (Na) <> Dem U, (N,). 
Son válidos cualquiera que sea m. Si se eligiese 2 = q, se obtiene 
(6) Dem A, (NJ <- — Dem Y, (N,) 
Jo 
(7) Dem — YA, (Ny) <> Dem Y, (N,). 


Aquí se ven aparecer las contradicciones: las equivalencias 6 (97) y 7 (97) mues- 
tran que la proposición de GÓDEL no sólo es indecidible sino que su derivabilidad es 
equivalente a su no-derivabilidad, y que su refutabilidad (derivabilidad de su nega- 
ción) es equivalente a su derivabilidad. | 


PERELMAN deduce que la definición de Cl no es legítima: la raíz de la antinomia 
es la misma, según este autor, que en las paradojas clásicas. 


% En las notaciones, esta formulación es casi idéntica a la de GóDEL. 
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98. DISCUSIÓN DE ESTA CRÍTICA. 


Como KLEENE ha observado “, estas críticas de PERELMAN pierden su efecto si 
se distingue estrictamente entre proposiciones pertenecientes al sistema LFG y los 
enunciados metateóricos referentes a este sistema. ? 


En efecto, consideremos los enunciados 6 (97) y 7 (97) en los que se manifiestan 
las contradicciones. 


La equivalencia 7 (97) no es una contradicción: sus dos miembros, en efecto, 
son ambos falsos (pues una equivalencia es cierta cuando sus dos miembros son 
ciertos O falsos conjuntamente). Esto es lo que resulta del carácter indecidible de 
2%, (N,). En cuanto al enunciado 6 (97), su demostración presenta ciertas dificultades. 


La demostración de 7 (97) se apoya en 2 (97) y en 3 (97). 


Para establecer 3 (97), PERELMAN expone que — (nm = Cl) es derivable, para lo 
que implícitamente se apoya en 2 (97). 


Pero 2 (97) es un enunciado metateórico que establece, sobre la base de la nu- 
meración de las proposiciones de LFG, una cierta relación entre la clase Cl y la deri- 
vabilidad de la proposición AU, (N). 


(Observemos que en este enunciado la expresión A, (N,) es utilizada según el uso 
autónimo. Por tanto, mo debe ser considerada, en este contexto, como una expresión 
de LFG, sino como un número perteneciente a la metateoría de LFG que sirve para 
designar una determinada expresión de LFG. Se podría evitar toda ambigiiedad 
utilizando una notación especial o recurriendo a una correspondencia de GÓDEL, lo 
que no hace PERELMAN.) 


Para poder afirmar 3 (97) se debería establecer que el enunciado » no pertenece 
a Cl es representable en LFG por una proposición derivable (en LFG). El enunciado 
2 (97) no basta para garantizar este hecho. | 


Para establecer 3 (97), PERELMAN se basa solamente en el sentido intuitivo de la 
definición de Cl, sin indicar cómo se puede efectivamente construir la proposición en 
cuestión y cómo se puede efectivamente obtener de ella una derivación en LFG. Sin 
embargo, se puede completar su demostración para justificar rigurosamente el enun- 


ciado 3 (97). | 

El enunciado » no pertenece a Cl es de la forma. Existe un n dotado de una cierta 
propiedad recursivamente representable, o también: (E X) (F X = 0), donde F es 
una función recursiva. 


Si tenemos un enunciado aritmético cierto de la forma (E X) (F X = 0), donde 


F es una función recursiva, se puede realizar una demostración de este enunciado de 
la manera siguiente: 


Mo 


*1 KLEENE 6. Se encontrarán observaciones análogas a las de KLEENBE en GRELLING 3 y 4. 
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Se toma para X un valor conveniente +, 

se verifica mediante cálculo, a partir del esquema de definición de la función F, 
que F r = 0, | 

y se pasa al enunciado (E X) (F X = 0) por medio de operaciones de la lógica de 
predicados de primer orden * 


Todas estas operaciones son representables en LFG *. 


Por consiguiente, es posible obtener una derivación en LFG, de una proposición 
correspondiente al enunciado metateórico — (N E Cl), y 3 (97) queda justificado. 


Pero no ocurre lo mismo con el enunciado 6 (96). Este proviene de 4 (97). 
PERELMAN indica simplemente que se puede obtener 4 (97) a partir de 1 (97) si- 
guiendo una marcha análoga a la que permite obtener 5 (97) partiendo de 2 (97). 


En la demostración de 4 (97) se encuentra, en efecto, una dificultad análoga a 
la que surge para la demostración de 3 (97), pero esta vez interviene un cuantificador 
de universalización. 


Se debe considerar un enunciado aritmético del tipo Cualquiera que sea el 
número n, éste verifica una cierta propiedad representable recursivamente. Tal enun- 
ciado puede representarse en la forma: 


(X) (F X = 0), donde F es una función recursiva. 


Para obtener una demostración de 4 (97) sería preciso establecer la propiedad 
siguiente: si el enunciado (X) (F X = 0) es cierto * existe en LFG una proposición 
que le representa y que es derivable. | 

Ahora bien, la verdad de este enunciado no asegura en absoluto la existencia de 
un procedimiento que permita establecer esta propiedad. GÓDEL ha demostrado pre- 
cisamente que no existe tal procedimiento si LFG es w-coherente. 


99. LA CRÍTICA DE HELMER A PERELMAN. 


HELMER, por su parte, ha reprochado a PERELMAN que no establece una distinción 
suficiente as expresiones del sistema LFG y números-G coordenados a estas ex- 
presiones * 

KLEENE, volviendo sobre la crítica de HELMBR, señala su insuficiencia %. No es 
suficiente con distinguir, como hace HELMER, proposiciones matemáticas pomada: 
(expresiones del sistema LFG) y números sintácticos de proposiciones matemáticas 


” Basta con utilizar el esquema de axiomas número 10 del 8 6 y la regla de la consecuen- 
cia (regla número 1 del mismo $ 6). 
83 En particular, la última etapa puede realizarse mediante. el esquema 3.1 del $ 79 (primer 
esquema de axiomas para el cuantificador de universalización). 
2 Sobre el sentido de esta expresión, véase $ 71. 
“5 HELMER 1. 
“5 KLEENE 7. 
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formales (números-G de las expresiones de LFG). También hay que distinguir pro- 
posiciones matemáticas formales y enunciados metamatemáticos. 
La aritmetización del sistema LFG (por medio de la correspondencia de GÓDEL) 
es solamente un medio que permite expresar en forma aritmética los enunciados 
metateóricos relativos a LFG. Es esta formulación aritmética de la metateoría de LFG 
el pivote de la formalización de la metateoría de LFG en el sistema LFG. 


100. LA CRÍTICA DE BARZIN. PRINCIPIO DE ESTA CRÍTICA. 


BARZIN ha opuesto a la demostración de GÓDEL otra crítica, consistente en 
apreciar una contradicción, pero siguiendo un camino diferente del de PERELMAN ”. 

La ventaja de su crítica, respecto a la de PERELMAN, es que se centra directamente 
sobre la demostración formalizada de GÓDEL, mientras que la de PERELMAN se 
refería solamente al esquema no formalizado de demostración con que GÓDEL enca- 
bezaba su Memoria. 

La crítica de BARZIN se refiere al mecanismo mismo de la demostración de 
GOÓDEL. 


En efecto, consiste en destacar que el carácter circular de la proposición construida 
por GÓDEL descansa, en definitiva, sobre la introducción larvada de una contradicción. 
En este aspecto, la crítica se confunde con la de PERELMAN, que liga la proposición de 
GÓDEL a las antinomias clásicas y, destacando, por otra parte, que el origen de todas 
las antinomias reside en una falsa equivalencia. De esta equivalencia precisamente 
parte la crítica de BARZIN. 

Su método no consiste en efectuar, a partir de la proposición de GÓDEL, una de 
vación que llevaría a una proposición contradictoria, sino a construir por aproximacio- 
nes sucesivas, partiendo de una equivalencia falsa, los dos enunciados que están en el 
centro de la demostración de GÓDEL. 

BARZIN construye de esta forma una CAES de enunciados todos contradictorios. 
Cada nuevo enunciado introduce elementos que no formaban parte del enunciado pre- 
cedente. Por consiguiente, no puede deducirse de él, pero se hace patente que la 
adjunción de estos elementos deja subsistir la contradicción. 

Los enunciados sobre los que se centra la crítica de BARZIN son los siguientes * : 


(D)  — —Fdrs(Sbsaa) > Dem [Sub p 17 19 Ngd (Ny) Ned (N,)] 
(2) Fdr s (Sbs a a) + Dem [Neg Sub p 17 19 Ngd (N,) Ngd (N,)]. 
27 BARZIN 1. 


*% Estos son los enunciados 1 (93) y 2 (93). Por lo que respecta a las notaciones, estos 
“enunciados son los que figuran en la Memoria de GóDEL bajo los números 9 y 10. BARZIN los 
«cita en su forma original. Para no multiplicar inútilmente las notaciones, presentaremos el 
razonamiento de BARZIN mediante las notaciones que han sido utilizadas anteriormente y no 
das utilizadas por BARZIN. 
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Estos enunciados son enunciados aritméticos que establecen relaciones, no entre 
elementos del sistema LFG, sino entre números-G asociados a elementos de LFG., 


Para desarrollar más claramente su argumentación, BARZIN modifica estos enun- 
ciados de manera que aparezcan directamente los elementos del sistema LFG a los 
cuales se relacionan. Reemplaza los números-G que figuran en estos enunciados por 
números que designan los elementos de LFG correspondientes a estos números-G. En 
el caso de las proposiciones de LFG recurre al uso de la autonimia. Naturalmente, 
siempre es posible pasar de esta formulación a la formulación inicial, introduciendo de 
nuevo los números-G. 


Sea A (0) una proposición de una variable libre, a su número-G y sea Sp una 
serie de proposiciones y s el número-G de Sp * 


Sea P* el predicado (biargumental) que expresa que Sp no es una derivación de la 
proposición cerrada reemplazando O por a en A (0), 


Por tanto, P* está definido por: 
P* Sp A (0) = — Fdr Sp A (a)”. 


Establecidas estas convenciones, los enunciados 1 (100) y 2 (100) se convierten : 


(3) — Fdr Sp A (a) + Dem [ P* sa] 
y o 
(4) -— FdrSp A (a) > Dem[—P* sa]. 


En estos enunciados, [P* s a] es la expresión que se obtiene reemplazando, en 
[P* Sp A (O)1, Sp y A (O) por sus números-G ”. 


% Utilizaremos aquí, para designar la proposición A (0), variables sintácticas, puesto que se 
trata de una proposición cualquiera. 


"o En esta definición, el predicado Fdr ya no se considera como un predicado aritmético, 
sino como un predicado metateórico cuyos argumentos son nombres para elementos determina- 
dos de LFG. 

[— Fdr Sp A (O)] significa: | 
la serie de proposiciones Sp no es una derivación de la proposición A (0). 

"1 El segundo número de 3 (100) afirma que la expresión (P* s a) es derivable, y el 
segundo miembro de 4 (100) afirma que la expresión (Y P* s a) es derivable. En realidad, 
estas expresiones son enunciados aritméticos y, por consiguiente, no pertenecen a LFG. No se- 
puede decir, por tanto, que son derivables. 

La expresión Dem [P* s a] debe entenderse en el siguiente sentido: la proposición de LEG 
que corresponde a (P* s a) es derivable. 

La expresión Dem [-- P* s a] debe recibir una interpretación análoga. 

Los enunciados 1 (100) y 2 (100) también están formulados correctamente, pues el predica-. 
do Dem se aplica al número-G de una cierta proposición de LFG., 


La notación utilizada por BARZIN no permite distinguir el eiedicado metateórico P* de la 
expresión que le representa en LFG. 
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101. LA CRÍTICA DE BARZIN. DETALLE DE LA ARGUMENTACIÓN. 


Veamos ahora la serie de etapas propuesta por BARZIN. 


1. Se parte de una expresión del tipo 
co CO) ISRXX<»-RXal. 
(Cualquiera que sea X, es decir, que X no cumple la relación R consigo mismo, 


equivale a decir que X cumple la relación R con un cierto individuo a.) 


Esta fórmula lleva evidentemente a una contradicción. Basta, en efecto, aplicar 
el esquema de axiomas para el cuantificador de universalización de la lógica de pre- 
dicados del primer orden * para obtener : 


Raa <> Rao 
Es precisamente esta contradicción la que PERELMAN cree poder descubrir en la 
base de todas las paradojas. 


Lo que importa considerar es la estructura de la equivalencia 1 (101): un indivi- 
duo a está ligado a X por una relación reflexiva, uno de los miembros de la equiva- 
lencia es afirmativo y otro negativo. 


2. Ahora se puede considerar la expresión : 


(2) (p) [— p (pX) <> F (9 X)1, 


donde y es una variable funcional y F una cierta función. 
Esta es la fórmula que PERELMAN ha propuesto para tratar de explicar el meca- 
nismo de formación de las paradojas ”. 


Como antes, se va a parar a una contradicción al reemplazar y por F: 
 “F(FX)<>F (FX). 


Se observa que 2 (101) posee la misma estructura que 1 (101). La relación re- 
flexiva está aquí disimulada; esta es la relación ser argumento de *. 


3. Consideremos la expresión : 
(3) (0) [— 0 Ngd (0) +» Q Ngd (0)], 


donde Ó es una variable predicativa y O un cierto predicado. 


(Cualquiera que sea el predicado O, si el múmero-G de O no satisface a O, sa- 
tisface un cierto predicado O, y recíprocamente.) 


'2 Véase esquema número 9 del $ 6. 


"2 PERELMAN 1, 3 y 4. 
Véase a este propósito BETH 1 y GRELLING 1. 


"4 Se da para argumento de F el valor que toma esta misma función para el argumento X. 


e A 
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Si se reemplaza O por O se obtiene una contradicción. La expresión 3 (101) tiene 
la misma estructura que 2 (101). La relación reflexiva es aquí ser satisfecho por el 
número-G de. 


4. Introduzcamos el predicado Dem (derivable), y formemos la expresión 
(4) (0) [— Dem (0) Ned (0) <> Dem (O Ngd (0)]. 


La introducción de Dem no cambia nada del carácter contradictorio de la fórmula. 


5. Designemos por Sp una sucesión de proposiciones de LFG; sea s su número- 
G. Consideremos la expresión : 


(5) (0) [(Sp) — Fdr Sp (0) Ngd (0) <> (5) Dem [P* s Ned (0)1]. 


(Decir que no existe ninguna derivación para la expresión 0 Ngd (O) equivale a 
decir que se puede derivar [P* s Ngd (0)] para todos los valores de s.) ”* 


Tenemos siempre una expresión de la misma estructura, pero aquí el predicado 
O de 4 (101) se convierte en un predicado P* de dos argumentos y la relación re- 
flexiva se transforma en la siguiente: se demuestra en LEG, mediante la serie de 
proposiciones Sp, que Ned (O) satisface al predicado O. 


6. Se puede reducir el alcance de la expresión precedente adoptando como 
primer miembro de la equivalencia no ya no existe ninguna derivación para la 
expresión (0 Ngd (O )), sino simplemente una cierta serie Sp no es una derivación 
pel (0 Ngd (0)), y suprimiendo su cuantificador del segundo miembro. Entonces se 
obtiene: ? 


(6) (0) [— Fdr Sp [0 Ngd (0)] <> Dem [P* s Ned (O)1. 


Siempre es posible hacer aparecer una contradicción partiendo de estas expresio- 
nes, pues su estructura es la misma que la de las precedentes. 


O Es una variable predicativa de un argumento. 


P* es un predicado de dos argumentos. P* s puede, pues, ser considerado como 
un predicado de un argumento. | 


Sea p el número-G de P*, 
Se puede reemplazar (0 Ngd (0)) por (P* s p)*. 


'* En esta expresión se utilizan dos cuantificadores que no tienen un sentido regular por 
referirse no a variables, sino a constantes: (Sp) y (s). En realidad, estos cuantificadores deben 
ser considerados como simples abreviaciones de escritura. La expresión (5) debe leerse: cual- 
quiera que sea la serie Sp, esta serie no constituye una derivación de (Q) Ngd (0 )) equivale a 
decir que, cualquiera que sea s, la expresión [P* s Ngd (()] es derivable. 

** En este punto debemos hacer una observación análoga a la de la nota 71. 


P* es un predicado metateórico y no una expresión de LFG. Si se toman las cosas en 
sentido estricto, p no es el número-G de P*, sino el número-G de la expresión de LFG que 
corresponde a P*, y la expresión (P* s p) debería ser reemplazada por una notación que 
designase la expresión de LFG, que se obtiene sustituyendo en la expresión que corresponde a 
(P* 5 X), la variable por el símbolo de LFG que representa a p. 
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e o 


Entonces se obtiene : 
(6*) —= Fdr Sp (P* s p) <> Dem [P* s p]. 


(Decir que la serie Sp no es una derivación de (P* s p) equivale a decir que esta. 
expresión es derivable; en otros términos, que existe una serie de proposiciones que: 
constituyen su derivación.) 


Por negación de los dos miembros de 6* (101) se obtiene: 
(6% Fdr Sp (P* s p) <> — Dem [P* s pl. 

(Decir que la serie Sp es una derivación de (P* s p), es decir que esta expresión: 
no es derivable. En otros términos que no existe ninguna serie de proposiciones que 
constituya su derivación.) 

El enunciado 6** (101) tiene, por supuesto, la forma de una contradicción. 

Así, 6 (101) nos lleva a una contradicción. Según BARZIN, esta contradicción se 


cumple en la forma del enunciado 6 (101), forma que aparece de manera absoluta- 
mente explícita en la expresión 1 (101). 


7. La expresión 6 (101) nos permite obtener inmediatamente, reemplazando (> 
por la expresión predicativa A de un argumento, de la cual es 4 el número-G: 
(7) — Fdr Sp A (a) <> Dem [P* s a]. 
Esta equivalencia se descompone en dos implicaciones : 
— Fdr Sp A (a) + Dem [P* s a] 
y Dem [P* s al > — Fdr Sp A (a). 


Podemos negar los dos miembros de la segunda implicación, a condición de iín- 
vertirla, 


Entonces obtenemos: 


(7*) = Fdr Sp A (a) >  DemY[P* s a] 

y 

Sid, Fdr Sp A (a) > — Dem [P* s al. 
Por otra parte, se puede escribir: 

(3) Dem [-— P* sal > — Dem [P* s al. 


En efecto, si (P* s a) no es derivable, no es cierto que (— P* s a) lo sea; pero si 
(— P* 5 a) es derivable, es cierto que (P* s a) no lo es (en caso contrario, LFG sería 
no-coherente). 

La expresión 7*(101) es idéntica a la 3(100). 

La expresión 7**(101) difiere de 4(100) por la situación de la negación en el 
segundo miembro. Pero, en virtud de (8), se ve que 4(100) comporta 7**(101). 

Es así que la conjunción de 7*(101) y de 7**(101) es una equivalencia contra- 
dictoria, puesto que proviene de la equivalencia 6(101), que también es contradic- 
toria. 
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Por consiguiente, las expresiones 3(100) y 4(100) comportan una contradicción y 
son en sí mismas contradictorias. 


8. Quedan por hacer dos observaciones para concluir en los mismos enunciados 
de GÓDEL. | 

Ante todo, los enunciados de GÓDEL solamente están integrados por funciones y 
predicados recursivos. Pero los enunciados establecidos anteriormente para predica- 
«dos cualesquiera valen evidentemente para predicados recursivos. ' 

Por otra parte, los enunciados de GÓDEL son puramente numéricos: se refieren a 
los números-G correspondientes a los elementos de LFG, 

Nada nos impide, una vez que hemos obtenido los enunciados 3(100) y 4(100) 
como se ha indicado, extender nuestras conclusiones a los enunciados gódeliamos. 

En efecto, basándonos en la aritmetización del sistema LFG podemos expresar en 
forma aritmética las relaciones entre elementos de LFG que figuran en nuestros 
enunciados. 

Si los enunciados 3(100) y 4(100) se cumplen respecto a los elementos Sp, A y P*, 
los enunciados aritméticos correspondientes son ciertos respecto a los nmúmeros-G 
correspondientes a estos elementos y recíprocamente. Estos enunciados aritméticos son 
los enunciados de GÓDEL. Como los enunciados 3(100) y 4(100) son contradictorios, 
los enunciados de GÓDEL también lo son. 


102. CONCLUSIONES DE BARZIN Y OBSERVACIÓN DE FITCH. 


El razonamiento de BARZIN puede resumirse como sigue: 


Los enunciados 1(100) y 2(100) en torno a los cuales gravita la demostración de 
“GÓDEL envuelven una contradicción, a causa de su estructura interna. Esta estructura 
es la de una equivalencia, un miembro de la cual es la negación del otro y en la que 
figura una relación reflexiva. Esta estructura no aparece directamente en los enun- 
ciados tales como se presentan, pero se puede demostrar que estos enunciados impli- 
can, por una serie de concatenaciones, una expresión, que se reduce esencialmente a 
esta estructura y que enuncia una contradicción : se trata de la expresión 1(101). 


Tampoco se puede admitir que GÓDEL haya establecido efectivamente la existen- 
cia de proposiciones indecidibles. Sin embargo, su trabajo tiene un sentido positivo : 
mostrarnos que la precaución adoptada por GÓDEL de no emplear más que funciones 
recursivas, es insuficiente. Combinando tales funciones por medios aparentemente 
inofensivos se puede concluir en una expresión paradójica. 

De aquí la conclusión: “Esto enseña que la filosofía de las matemáticas tiene 
necesidad no sólo de hacerse más clara mediante la aritmetización, sino que es preciso 
que recurra también a criterios específicamente lógicos que la ciencia de los números 
es impotente de proporcionar por sí misma” ”, 


"7 BARZIN 1, pág. 239. 
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Basándose en el análisis de la contradicción que se encuentra, según este autor, en 
la base de la demostración de GÓDEL y que, según PERELMAN, es el origen de todas 
las paradojas conocidas, BARZIN propone reemplazar las limitaciones de la Teoría de 
Tipos por condiciones menos restrictivas. Su planteamiento es el siguiente: 


La Teoría de Tipos, construida para evitar las paradojas, va demasiado lejos, en el 
sentido de que descarta procedimientos perfectamente legítimos y al mismo tiempo 
es demasiado estrecha, pues deja subsistir ciertas dificultades conexas a las que 
pretende resolver, como lo patentiza el análisis de la demostración de GÓDEL. 

Si el origen de las paradojas se encuentra en la estructura que revela este análisis, 
basta con descartar las proposiciones que presentan una estructura semejante para 
eliminar todas las dificultades de este orden. 

Esta limitación no alcanza, evidentemente, su pleno significado hasta la expresión 
2(101) en que la relación reflexiva tiene por argumento una función ”. Tal elimina- 
ción parece más indicada que la de la Teoría de Tipos, puesto que no suprime 
procedimientos legítimos prohibidos por este último, eliminando, sin embargo, las 
dificultades manifestadas por el Teorema de GÓDEL. 

FITrcH ha manifestado que tal limitación, aunque se presente como menos res- 
trictiva que la de la Teoría de Tipos, no es menos excesiva **. En efecto, destruiría la 
Teoría de Funciones Recursivas, cuya validez no puede ponerse en duda. 


Por supuesto, arruinaría también la demostración de GÓDEL, de cuya legitimidad 
nada nos autoriza a dudar. La Teoría de Tipos descarta las paradojas de la Teoría de 
Conjuntos, pero no elimina toda posibilidad de razonamiento circular. 

Un razonamiento circular no conduce necesariamente a una contradicción. GÓDEL 
nos enseña precisamente cómo se puede manipular un razonamiento circular sin ir a 
parar a una contradicción. Esto lo consigue mediante la distinción rigurosa que esta- 
blece entre sistema LFG y metateoría... GÓDEL demuestra que la proposición indeci- 
dible 3* pertenece efectivamente al sistema LFG, y demuestra efectivamente que tal 
proposición es indecidible. 


103. DISCUSIÓN DE LA CRÍTICA DE BARZIN. 


Sólo en un sentido muy especial puede decirse que la proposición 3* posee un 
carácter circular. | ? 

El lema de GODEL hace corresponder proposiciones de LFG a los enunciados 
metateóricos que son expresables por medio de relaciones recursivas. 


Esta correspondencia puede ser utilizada en los dos sentidos: permite representar 
en LFG ciertos enunciados metateóricos (a causa del sesgo de la aritmetización) y 
permite atribuir a ciertas proposiciones de LFG una significación metateórica. Es así 
como se puede atribuir a la proposición 3* una significación metateórica haciéndole 


"2 Se trata, en efecto, de la relación ser el argumento de una cierta función. 
"* FITCH $. 
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corresponder el enunciado aritmético que ella representa. Este enunciado expresa la 
no-derivabilidad de 3*. 

Sólo refiriéndose a esta correspondencia puede decirse que la proposición afirma su 
propia inderivabilidad. | 

El instrumento utilizado para dar a 3* su carácter circular (en el sentido que 
acaba de ser explicado) es la función Sbs. GÓDEL demuestra que esta función es 
recursiva y, por tanto, representable en LFG., 

Los enunciados 1(93) y 2(93) indican cómo se hace esta representación y funda- 
mentan la construcción de 3*. | 

Sobre estos enunciados se centra precisamente la crítica de BARZIN. Según este 
autor, estos enunciados son contradictorios porque de ellos se puede deducir una 
equivalencia que tiene la misma estructura que la equivalencia contradictoria 6(101). 

Para mostrar que 6(101) es contradictoria, BARZIN reemplaza DP por (P* 5), y 
Ngd (Dd) por p. 

Examinemos las condiciones de esta sustitución. 

Ngd (0) es el número-G de P X, p es, pues, el número-G de (P* s X)*. 

Y (P* s p) significa: la serie Sp no es una derivación de la proposición obtenida 
reemplazando, en la proposición Ngd”*(p), la primera variable libre por N,. 

Dicho de otra forma, (P* s p) significa: la serie Sp no es una derivación de 
(P* s p). 


Si aplicamos esta sustitución a 7*(101), tenemos: 
— Fdr Sp (P* s p) <> Dem [P* s pl. 

Equivalencia que no es contradictoria. 

Efectivamente, significa: si la serie Sp no es una derivación de (P* s p), (P* s p) 
(proposición cerrada de LFG que representa este hecho) es derivable, y recípro- 
camente. 

En otros términos: decir que la expresión (P* s p) es derivable, equivale a decir 
que Sp no constituye una derivación de ésta. 

Si esta equivalencia no es contradictoria, los enunciados 3(100) y 4(100) tam- 
poco lo son. 

Examinemos, por otra parte, directamente, cómo se transforman estos enuncia- 
dos en el caso de la proposición 3*, (BARZIN ha construido su argumentación en 
función de la estructura de esta proposición.) 


Reemplazando a por q en 1(100) y 2(100), tenemos: 


— Fdr s (Sbs q q) > Dem [Sub p 17 19 Ned (N,) Ngd (N)] 
y Edr s (Sbs q q) > Dem [Neg Sub p 17 19 Ngd (Na) Ned (NJ]. 


Recordemos que Sbs q q = 1d. 


*% Recordemos que (P* s X) y (P* s p) deben ser considerados como nombres que designan 
expresiones de LFG., 


El Teorema de Gódel 145 


Si, como hace BARZIN, reemplazamos los números-G que figuran en estos enun- 
ciados por las expresiones que les corresponden (tomadas según el uso autonímico), 
obtenemos : 

Y Fdr Sp 3* + Dem[ BAN, Ny] 
y Fdr Sp 3* > Dem [ “ Y (N,, NJ]. 


Utilizando el mismo razonamiento que en el número 7 del $ 101 obtenemos, a 
partir de estos dos enunciados, la equivalencia : 


— Fdr Sp 3* 4> Dem [$ (Ns, Ny], 
o también, escribiendo 3* en forma explícita : 
— Fdr Sp [(X,) BL, Ny] > Dem BB (N5, Na)]. 


Este enunciado significa: decir que la serie Sp no es una derivación de 3*, equi- 
vale a afirmar que se puede derivar en LFG la proposición cerrada que representa 
este hecho. 

(La proposición cerrada $ (N,, N,) representa, en efecto, el enunciado — Fdr s 
(Shbs q 9).) 

Esta equivalencia no es contradictoria. 

Como 3* es indecidible, el primer miembro de esta equivalencia es cierto cual- 
quiera que sea Sp. Por consiguiente, cualquiera que sea s, la proposición cerrada 
(N., N,) es derivable en LFG (esto es lo que ha quedado establecido en el $ 96, 2). 

Por tanto, no se puede concluir que 34* sea derivable. 

Para ello será preciso disponer de una regla de derivación suplementaria del tipo: 

Si A (0) es una proposición de una derivable individual libre, y si todas las pro- 
posiciones cerradas A (x) son derivables, la proposición cerrada (O) A (0) es igual- 
mente derivable * 

Si el sistema lleva una regla de este tipo, los predicados Fdr y Dem deben, como 
es evidente, ser modificados en consecuencia. 

Se podría llegar a una contradicción si se tuviese exactamente la misma estruc- 
tura que en 5(101). Pero en 6(101), el cuantificador (Sp) ha desaparecido: el predi- 
cado que figura en el primer miembro ya mo es el mismo que en el segundo. En 


5(101) el predicado del primer miembro significaba: no existe ninguna derivación 
de .... 


En 6(101) significa: una cierta serie no es una derivación de .... 


104. LA CRÍTICA DE KUCZYNSKI. 


KUCZYNSKI señala que el resultado de GÓDEL sólo se establece en una metateo- 
ría aritmetizada Y. Pero este resultado aritmético no es interesante en sí mismo. El 


** En el capítulo siguiente tendremos que considerar reglas de este género. 
“2 KUCZYNSKI 1. 
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carácter indecidible de la proposición de GÓDEL sólo puede quedar establecido sí 
se le hace corresponder a un enunciado metateórico. 


Para representar de manera rigurosa esta correspondencia, KUCZYNSKI O 
una interpretación del sistema LFG en un sistema formal Meta I que corresponde a 
una metateoría de la Aritmética, y cree llegar a una contradicción. Así, el resultado 
de GÓDEL, según KUCZYNSKI, sería una antinomia —no en el plano de la Aritmética, 
sino en el de la interpretación en el sistema Meta 1. | 


MosTowskKI* hace observar que esta crítica no es válida, pues se centra bi 
el enunciado: No existe derivación de la proposición 3* en LFG. 


Pero el enunciado en cuestión, en la demostración de GÓDEL, es, en realidad, el 
siguiente: Si el sistema LFG es coberente, no existe derivación de 3* en LFG. Si 
se hace esta corrección en la interpretación de KUCZYNSKI, no se obtiene entonces 
una contradicción, sino simplemente el resultado siguiente: el anunciado LFG es co- 
herente, no es derivable en Meta 1, con tal de que Meta 1 sea coherente. 


Se trata entonces de un resultado que en nada contradice el de GÓDEL, sino qye 
al contrario, constituye un corolario (como se verá más adelante) *. 


Además, hay que observar que Meta 1] puede recibir una interpretación en la 
Aritmética (intuitiva): Meta I no puede ser no-coherente, si la Aritmética es co- 
herente. 


105.: OBSERVACIÓN DE CHURCH. 


Las diferentes críticas opuestas a la demostración de GÓDEL no pueden justificar 
un rechazo de su teorema. Pero ellas dan la ocasión de poner de relieve el alcance de 
ciertas distinciones y de aclarar la naturaleza de las condiciones que pueden hacer 
legítimo un razonamiento circular. | 


Si GÓDEL ha conseguido establecer su teorema, se ha debido a poder construir 


una proposición que puede representar un enunciado de forma circular sin que lleve 
a una contradicción. 


Pero una construcción de este género sólo es posible en la medida en que una 
parte suficiente de la metateoría del sistema utilizado es formalizable en el sistema 
mismo. Indudablemente, hay límites en las posibilidades de formalización de la me- 
tateoría de un sistema en el sistema mismo, pero el razonamiento de GODEL sólo 
utiliza ciertos conceptos y Operaciones metateóricas; basta con que estos conceptos 
y Operaciones sean representables en el sistema utilizado. 


CHURCH ha hecho a este respecto una observación muy lúcida en un comentario 
consagrado a un estudio de FINDLAY Y. En este estudio, FINDLAY da una exposición 


$8 MOSTOWSKI 1. 
t4 Véase CAPITULO V. 
$5 CHURCH 13. 
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no-técnica del teorema de GÓDEL y construye un enunciado circular que corresponde 
a la proposición indecidible de GÓDEL *. 

CHURCH hace observar que si en este enunciado se sustituye el predicado no- 
cierto por el predicado no-demostrable *, se obtiene un enunciado que se parece a la 
paradoja de EPIMÉNIDES, y que, por tanto, es inaceptable. 


Como ha indicado CHURCH, este fenómeno obedece a que un sistema puede muy 
bien no contener una formalización de su semántica y contener, en cambio, una for- 
malización de parte, al menos, de su sintaxis. 


El sistema LFG, utilizado por GÓDEL, es tal, por hipótesis, que la Aritmética re- 
cursiva es formalizable en él. Por consiguiente, contiene una formalización de esta 
parte de su sintaxis que se puede formular mediante la Aritmétima recursiva, lo 
que es suficiente para las necesidades de la demostración de GÓDEL. 


** FINDLAY 1. Véase NOTA ll, $ 246. 


** Este predicado corresponde, en la exposición de FINDLAY, al predicado ¿nderivable del 
presente' capítulo. 


CAPÍTULO IV 


Las generalizaciones directas 


del Teorema de Goódel 


106. INTRODUCCIÓN. 


El teorema de GÓDEL ha dado lugar a un cierto número de generalizaciones: 
unas son generalizaciones directas (en el sentido de que conciernen directamente a 
las hipótesis, permitiendo atenuarlas), otras están basadas en métodos diferentes y 
establecen una conexión entre el resultado de GÓDEL y otros hechos de limitación. 

En este capítulo consideraremos solamente las generalizaciones directas. Inclui- 
remos también en este capítulo la exposición de un procedimiento debido a KALMÁR 
que permite obtener, de manera muy sencilla, proposiciones indecidibles. 


SECCIÓN 1.—GENERALIDAD DE LAS HIPOTESIS. 


107. HIPÓTESIS FUNDAMENTALES DEL TEOREMA DE GODEL. 


El teorema establecido por GÓDEL para el sistema LFG es aplicable, en reali- 
dad, a un gran múmero de sistemas. Las condiciones a las que debe responder un 
sistema formal LF para que la demostración de GÓDEL pueda aplicársele son, en 
efecto, de naturaleza extremadamente general. 


Estas condiciones son tres: 


1. El sistema LF considerado debe ser w-coberente. 


2. Su estructura debe ser de naturaleza tal que su sintaxis pueda expresarse me- 
diante la Arstmética recursiva. 


3. Debe ser suficientemente capaz ?. 


' Sobre el sentido de este término, véase $ 45. 
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(Esta tercera condición debe hacer posible la formalización de la Aritmética re- 
cursiva en LF.) 


La condición 2 se reduce a lo siguiente: 


Es posible hacer corresponder de manera biunívoca a los elementos del sistema 
(componentes primitivas, diversos tipos de expresiones, series de proposiciones) nú- 
meros enteros, de tal suerte que la noción 1 de derivabilidad sea representable recur- 
sivamente. 


Esto significa : 


1.2 Que la propiedad, para una proposición, de ser un axioma, debe ser repre- 
sentable recursivamente. 


2. Que la propiedad, para una proposición, de ser consecuencia immediata (de 
una O varias proposiciones) debe ser representable recursivamente. 


La condición 3 se reduce a lo siguiente: 


El sistema debe incluir operadores proposicionales que corresponden a ciertas 
Operaciones lógicas fundamentales y debe comportar una formalización de la Arit- 
mética recursiva. 


108. ANÁLISIS DE LA TERCERA HIPÓTESIS. 


La condición 3 del parágrafo precedente puede hacerse explícita mediante las 
cuatro condiciones siguientes : 


1. El sistema LF debe llevar un operador de negación, —, provisto de la inter- 
pretación siguiente: si Á es una proposición del sistema que corresponde a un enun- 
ciado 4, entonces “ Á es una proposición que corresponde al enunciado no-A. 

Esta interpretación, por tanto, hace corresponder el operador proposicional a la 
operación lógica de negación. 

2. El sistema LF debe llevar un operador de implicación, >, y un esquema de 
derivación que corresponda a la regla de consecuencia, 


El sistema puede llevar, a título de componente primitiva, en lugar de un ope- 
rador de implicación, un operador de disyunción, V, pues es posible, en tal caso, in- 
troducir el operador de implicación —> por vía de definición? 


Este operador se debe interpretar de la siguiente forma: si do y B son proposi- 
ciones del sistema que corresponden a los enunciados intuitivos A y B, entonces la 
proposición (A —> B) corresponde al enunciado intuitivo: si A, entonces B. 

Este enunciado puede ser considerado como indicativo de una deducción posible : 
autoriza a plantear B bajo la hipótesis A. Dicho de otra forma: si este enunciado es 
cierto y si, por supuesto, Á es cierto, B es igualmente cierto. | 


* Véase $ 78, número 5. 
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El sistema LF debe llevar un esquema de derivación correspondiente a una de- 
ducción de este género. Este esquema debe ser tal que, si las proposiciones (A — B) 
y A son ambas derivables, la proposición B sea igualmente derivable. 


La regla de consecuencia responde a esta condición, puesto que se presenta como 
sigue : 


A > B 


Esta regla precisa el papel que desempeña el operador > en relación a la noción 
de derivabilidad. 

Su construcción es tal que la correspondencia entre el operador —> y la operación 
lógica si ... entonces es completa. (En el sentido de que, si un enunciado B puede 
ser deducido de un enunciado Á por medio del enunciado Si A, entonces B, la pro- 
posición B puede ser derivada de la proposición A por medio de la proposición 
(A > B). El operador de implicación, que es un Operador de sistema, no debe, na- 
turalmente, por tanto, ser confundido con la noción de derivabilidad, que es una no- 
ción sintáctica. 

3. El sistema LF debe llevar un cuantificador de universalización, (O), cuya in- 
terpretación es la siguiente: Si A (O) es una expresión predicativa del sistema que 
corresponde al enunciado P X (X posee la propiedad P), la proposición (O) A (0) 
corresponde al enunciado: P se cumple en todos los individuos (del universo comsi- 
derado) *. | | 

4. El sistema LF debe incluir una formalización de la Aimbiita recursiva. Esta 
condición puede descomponerse, a su vez, en tres condiciones parciales : 


a) El sistema LF debe estar dotado de expresiones que representen (sin ambi- 
gúedad) los números enteros, 


b) El sistema LF debe estar dotado de símbolos denominados variables, bel 
que tengan estas variables por argumentos, y una operación de sustitución que permita 
reemplazar estas variables por expresiones representativas de los números enteros. Esta 
Operación de sustitución debe interpretarse como sigue: si A (0,, O,, ..., O,) es una 
proposición de LF dotada de »m variables, que corresponde a un enunciado Á(X,, 
X>, ..., Xn) de la Aritmética intuitiva también de nr variables*, y si Á (K,, Ko, ..., 
Kn) es la proposición que se obtiene reemplazando las variables O,, O), ...,O, por ex- 
presiones correspondientes a múmeros enteros, esta proposición corresponde al 
enunciado que se obtiene a partir del enunciado A (X,, X,, ..., Xn) reemplazando en 
él las variables X;, X», ..., X, por los enteros correspondientes a las expresiones 
Kz, K2, ..., Kpo | 


,. .9 


? Por ejemplo, si la lengua. en la que se interpreta (O) es la aritmética A el 
universo considerado es el conjunto de todos los enteros. 

* Estas variables son variables de la aritmética recursiva y no variables de LF, pudiendo ser 
reemplazadas por números enteros. 
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c) A todo predicado recursivo P de m argumentos de la Aritmética recursiva 
debe corresponder en LF una expresión predicativa A (0,, O,, ..., 0,) de » variables, 
tal que se cumpla la relación siguiente: si P se cumple de los enteros a, b, ..., 7, y si 
Na, Ny, ..., N, son las expresiones de LF correspondientes a estos enteros, e pee 
ción A (Na, N,», .... Nr) es derivable en LF. 


(Dadas las eo Nieldes del operador de negación, se tiene: si P no se cumple 
de los enteros a, b, ..., 2, la proposición A (Na, Nh, ..., N,) es refutable en LF.) 


Esta condición exige, pues, que todos los predicados recursivos sean representa- 
bles en LF. Corresponde precisamente al lema de GÓDEL (véase (90)). El alcance de 
este lema era, en efecto, mostrar que el sistema LFG tenía esta propiedad. 


Esta condición es en sí bastante compleja. Por ejemplo, exige que el sistema LF 
lleve un predicado de ¿guwaldad y que sea posible representar el esquema de recur- 
sión primitiva, Para comprobarlo, es suficiente con remitirse a la demostración del 
lema de GÓDEL *. 


109. (CARÁCTER GENERAL DEL TEOREMA DE GÓDEL. 


Las condiciones 1 a 4 del parágrafo anterior (y, por tanto, la condición 3 del 
$ 107) pueden darse en un sistema que incluya la lógica de DEIS de primer 
orden y que pudiese formalizar la Aritmética recursiva. 


Se trata de exigencias de naturaleza muy general a las que responden numerosos 
sistemas. Pueden ser satisfechas por sistemas relativamente poco capaces, en los cua- 
les no sería posible formalizar la Aritmética ordinaria. 

(Esta comporta formas de razonamiento y procedimientos de definición que re- 
basan el marco de la Aritmética recursiva.) 

Se puede, por tanto, dar al teorema de GÓDEL la siguiente forma, muy gene- 
ralizada : 


(VID Todo sistema formal que satisfaga las condiciones 1, 2 y 3 del $ 107 con- 
tiene proposiciones indecidibles del tipo (E) N (L), donde NR representa una propie- 


dad de números enteros representable recursivamente. 


110. ASPECTOS SEMÁNTICOS DE LA DEMOSTRACIÓN DE GÓDEL 


La condición 3 del $ 107 —tal como ha sido explicitada en el $ 108— es, en 
parte, una condición de tipo semántico, en el sentido de que hace intervenir una re- 
lación de significación entre ciertos elementos del sistema y ciertos objetos exteriores 
al sistema. En efecto, supone la existencia de una interpretación de ciertos operado- 
dores proposicionales y de ciertas proposiciones del sistema en una teoría intuitiva 


? Véase $ 90. 
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LB, *. Y, por otra parte, establece una correspondencia precisa entre la propiedad de 
derivabilidad (que pertenece a las proposiciones del sistema) y la propiedad de cer- 
teza intuitiva (que pertenece a los enunciados de la teoría LB,). (Condiciones 2 y 
4, c del $ 108.) | 


Se puede decir que el método de GÓDEL es un método sintáctico, en el sentido 
de que se apoya en la utilización de una noción sintáctica: la noción de derivabili- 
dad. Esta noción interviene en la construcción de la proposición 3* y en la demos- 
tración del carácter indecidible de esta proposición. 


Pero esta demostración hace igualmente intervenir una cierta correspondencia 
entre el sistema LFG y una teoría intuitiva: una parte de la metateoría de LFG es 
expresada a través de la Aritmética recursiva. 


El lema de GÓDEL asocia a los enunciados ciertos de esta teoría” proposiciones 
derivables de LFG. Sólo sobre la base de esta correspondencia pueden astudiarse las 
propiedades de la proposición 3* en relación a la noción de derivabilidad y estable- 
cer el carácter indecidible de esta proposición. En cada parte de la demostración del 
$ 96 se pasa, en virtud del lema, de la certeza de un determinado enunciado aritmé- 
tico a la derivabilidad de una cierta proposición de LFG. Y así, se hace intervenir im- 
plícitamente la interpretación de la proposición 3*, a saber: el enunciado que afirma 
la no-derivabilidad de 3*. | 


111. EXTENSIONES Y GENERALIZACIONES DEL TEOREMA DE GODEL. 


Más adelante se verá* que los resultados de GÓDEL pueden alcanzarse partiendo 
de resultados más generales y basándose, no ya sobre un método simtáciico (en el 
sentido definido anteriormente), sino sobre un método puramente semántico, 


Por el momento, vamos a exponer los resultados de KLEENE y de ROSSER, pró- 
ximos a los de GÓDEL, pero establecidos sobre hipótesis diferentes. 


El resultado de KLEENE es importante, pues descansa sobre un método muy dife- 
rente del de GÓDEL; KLEENE utiliza la paradoja del embustero, en lugar de la pa- 
radoja de RICHARD. Esto revela que la existencia de proposiciones indecidibles está 
ligada a un fenómeno de circularidad, aunque ésta puede presentarse bajo formas 
diferentes. | 


Los resultados de ROSSER son importantes por constituir generalizaciones direc- 
tas del teorema de GÓDEL. 


* Esta teoría es la aritmética recursiva. 
-* Sobre la segunda de estas expresiones, véase el $ 71. 
* Véase el CAPITULO VIII 
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SECCIÓN 2.—EL TEOREMA DE KLEENE. 


112. LA FUNCIÓN Y EL PREDICADO DE KLEENE. 


KLEENE ha obtenido un resultado análogo al de GÓDEL partiendo de la teoría de 
funciones recursivas generales, de la cual es autor. 


Su teorema se apoya sobre un lema referente a la sintaxis de la teoría de funcio- 
nes recursivas: es precisamente en este lema donde se manifiesta la analogía con la 
paradoja de RICHARD, pues su AO se basa en el procedimiento de la dia- 
gonal”. 


Antes de abordar este lema hay que precisar algunas nociones. Como se ha visto, 
una función recursiva general está definida por un cierto sistema de ecuaciones y 
por dos operaciones On, y On, *. 


Para expresar en forma aritmética los conceptos metateóricos de esta teoría se 
puede utilizar el procedimiento de aritmetización de GÓDEL. Entonces se considera 
una cierta formulación de la teoría: se hace corresponder biunívocamente a los sím- 
bolos primitivos (constantes, variables, símbolos para funciones, signo de igualdad) ”, 
números primos a los que se denominará números-G., 


Si una ecuación * está constituida por una serie de símbolos cuyos números-G 
son (en el orden de los símbolos correspondientes) €,, €», ..., €x, se hace corresponder 
a la ecuación el número 


el 2.02 ek 
o Es ER E 


(donde Px designa el k-ésimo número primo diferente de 1), que será llamado su 
número-G.) E 

El mismo procedimiento se aplicará para formular los números-G de una serie 
de ecuaciones. 


Por otra parte, se muestra que es sosible repeestalat recursivamente (median 
funciones recursivas primitivas) las operaciones de transformación On, y Om, y defi- 
nir una función recursiva primitiva de dos argumentos Fk/ (función de KLEENB) que 
enumera las ecuaciones que se pueden obtener a partir de un sistema dado de ecua- 
ciones mediante operaciones On, y On,”*. 


” Véase CAPITULO ll, nota 70. 

1" Véase $ 59. 

1% Véase $ 55. 

12 Sobre el sentido de esta expresión, véase $ 59. 
1% KLEENE 5, pág. 735 (núm. 25). 
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(Si a es el número-G de un cierto sistema de ecuaciones, los valores respectivos 
de Fkla 0, Flk a 1, Fkl a 2,...,son los números-G de las ecuaciones que son dedu- 
cibles de este sistema) *, 

Se puede definir entonces un predicado. recursivo primitivo de (n + 2) argu- 
mentos PRIM (predicado de KLEENE) *. 


PEI) Z X, Xz ... X, Y significa: 
Y es el número-G de una ecuación de la forma FX,X,...X, = fl 


(donde f representa un entero) que es deducible del sistema de ecuaciones cuyo z2ú- 
mero-G es Z. 


En lo sucesivo, y en este capítulo, consideraremos solamente, por motivos simpli- 
ficativos, el caso de las funciones de un solo argumento X. El predicado de KLEENE 
toma entonces la forma: PRIC?. En lugar de PRI“? escribiremos simplemente Pl, lo 
que en nada cambia la generalidad de los enunciados que van a seguir. Por otra 
parte, como se tratará en general de funciones recursivas generales, hablaremos sim- 
plemente de funciones recursivas (subentendiéndose que son generales). Cuando se 
trate de funciones recursivas primitivas lo indicaremos expresamente. 


Acometamos ahora la exposición del lema de KLEENE *, 


113. EL LEMA DE KLEENE. 


(VID) LEMA —Si F es una función recursiva untargumental y sí (X) (EY) 
PkI (FX) X Y, existe un número h tal que (X) (EY) Pkl h X V y tal que, para nin- 
gún m, no se cumple Fm = h, 

Dicho de otra forma: si, cualquiera que sea el argumento X de la dió E, 
existe una ecuación (G X = 8) que es deducible de un sistema de ecuaciones cuyo 
número-G es FX, existe también un sistema de ecuaciones cuyo número-G es m y 
del cual se puede deducir la ecuación (G X = B) sin que, no obstante, este núme- 
ro » sea uno de los valores posibles de la función F. 

La demostración se realiza recurriendo al procedimiento de la diagonal. 

Mediante la función Fkl se puede obtener el número-G de la primera ecuación 
GX = f que se puede deducir del sistema de ecuaciones cuyo número-G es FX. 
Denominemos a la función G que figura en esta ecuación función asociada a este 
sistema de ecuaciones. (Una función asociada a un sistema de ecuaciones puede con- 
siderarse definida por este sistema.) | 

A partir de éste, es posible definir una nueva , función H ¿cuyo valor, para el ar- 
gumento X, será precisamente el valor de la función S paa este mismo argumento, 
aumentado en una unidad... | | | 


*% Sobre el sentido de esta expresión, véase $ 59. 
13 KLEENE S, pág. 737 (núm. 26). 
** KLEENE 5, pág. 739 (Teorema X). 
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Así, siGX=fP,_HX=6B+l. 


Por supuesto, para cada valor de X, el sistema de ecuaciones cuyo número-G es 
FX, será diferente, y, por consiguiente. la función asociada a este sistema será tam- 
bién diferente. | 


Designemos por G, la función asociada al sistema de ecuaciones cuyo número-G 
esFa* 


Nuestra función H estará definida por: 
Ha= Ga + l. 


Dicho de otra forma: se considera una función F cuyos valores son los núme- 
ros-G de sistemas de ecuaciones a los que están asociadas las funciones G., y se 
define una función H cuyo valor, para un argumento a, es el de la función G, para 
el mismo argumento aumentado en una unidad. 


Se puede mostrar fácilmente que esta función H es recursiva. 


Puesto que H es una función recursiva, existe un sistema de ecuaciones que la 
define. Sea h su número-G. Utilizando el predicado Pkl, esto puede escribirse en la 
forma: 


(X) (EY) Pkl h XY. 


Es decir: se puede deducir del sistema cuyo número-G es h una ecuación de la 
forma H X = £, cualquiera que sea X. O también: el sistema de ecuaciones cuyo 
número-G es h permite calcular el valor de H X para todos los valores de X. 


Es evidente que, si se tiene un mm tal que Fm = b, se tendría : 


HX=G,xX, 
y portanto Hm= Gpm, 
lo que contradiría la definición de H. 


Así, la función de H, aunque es recursiva, no está comprendida en la enumera- 
ción realizada por F: el número-G del sistema que la define no puede ser uno de los 
valores de F. 


Las funciones G, forman una clase recursivamente enumerable: los sistemas de 
ecuaciones a las que van asociadas (y que las definen) tienen, en efecto, por núme- 
ros-G los valores sucesivos de la función recursiva F. 


El lema de KLEENE nos enseña que el procedimiento de la diagonal, aplicado a 
una clase recursivamente enumerable de funciones recursivas, no nos hace salir de la 
clase de funciones recursivas. 

Este lema tiene una consecuencia extremadamente importante, que volveremos a 
encontrar más adelante ** 


La clase de las cad recursivas no es recursivamente enumerable y tampoco 
es recursiva. 


:* Esta ecuación será, pues, de la forma Gx X = - B 
"2 En el $ 155. 
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- Dicho de otra forma: no es posible dar un procedimiento recursivo que permita 
decidir si un sistema dado de ecuaciones define o no una función recursiva. O tam- 
bién: la noción de recursividad no es recursivamente representable. 


Pero, por el momento, debemos examinar cómo este lema lleva a reconocer la 
existencia de proposiciones indecidibles en ciertos sistemas. 


114. HIPÓTESIS DEL TEOREMA DE KLEENE. 


KLEENE considera un sistema LFK al que impone tres categorías de condiciones : 


1) condiciones sobre la aritmetización de la sintaxis; 
2) condiciones sobre las posibilidades de expresión; 
3) condiciones de coherencia. 


Las hipótesis establecidas por KLEENE se parecen mucho a las condiciones gene- 
rales de GÓDEL en lo que concierne a las condiciones 1 y 2 *. 

Pero en lo que se refiere a las condiciones de coherencia, KLEENE reemplaza la 
hipótesis de «w-coherencia % por una hipótesis de coherencia semántica que se ase- 
meja bastante a la de la w-coherencia. 


He aquí la descripción precisa de estas condiciones. 


1. Aritmetización. 


a) Es posible hacer corresponder a las proposiciones de LFK de números ente- 
ros, de tal manera que a proposiciones distintas correspondan números distintos. 


b) La clase de los axiomas debe ser recursiva * 


c) La relación de consecuencia inmediata” debe ser recursivamente represen- 
table. 


2. Posibilidades de expresión. 


a) El sistema LFK contiene un operador de negación, “, cuya interpretación 
es: si Á es una proposición del sistema que corresponde a un enunciado AÁ, enton- 
ces — Á es una proposición del sistema que corresponde al enunciado no-A. 


b) A toda expresión de la forma Pklu XY es posible hacer corresponder una 
cierta proposición l, de LFK. 


1* Véanse condiciones 2 y 3 del $ 107. 

“% Condición 1 del $ 107. 

2 Véase $ 6l. 
- Véase $ 80. La definición del $ 80 se extiende inmediatamente al sistema LFK: una 
proposición de LFK es consecuencia inmediata de una o varias proposiciones del sistema si se 
puede obtener a partir de esta proposición —o de estas proposiciones— mediante una de las 
reglas de derivación del sistema. 


ts 
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En otros términos : cualquiera que sea e, el enunciado PIk e XY es representable 
en LFK por medio de una proposición l,. Esta proposición representa, por tanto, 
el enunciado: Y es el número-G de una ecuación (F X = f) que es deducible del 
sistema de ecuaciones cuyo número-G es e. | 

Las proposiciones de la forma Y, forman una clase. Designemos por 4, el nú- 
mero entero asociado a la proposición U, en virtud de la condición primera. 

La correspondencia entre « y 4, se supone que es recursiva. En otros términos, 
existe una función recursiva Crd (función de coordinación), tal que: X = Crd as. 

Y la clase de las proposiciones U, se supone que es recursiva. Ñ 


3. Coberencia, 


La propiedad de derivabilidad para las proposiciones HU, debe corresponder a la 
propiedad de certeza (intuitiva) para los enunciados correspondientes: si Y, es de- 
rivable es necesario que el enunciado (X) (EY) Pkl e XY sea cierto. Pero la inversa 
no debe darse necesariamente: la correspondencia no se supone, pues, biunívoca. (El 
teorema enseñará precisamente que no lo es.) 


115. JFENUNCIADO Y DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE KLEENE. 


El teorema de KLEENE puede enunciarse como sigue * 


(IX) Dado un sistema LFK que responde a las condiciones enunciadas ante- 
riormente, existen valores de a para los cuales U,, no es decidible. 

Se expondrá en primer término que hay valores de « para los cuales YU, no es 
derivable, mientras que el enunciado correspondiente es cierto. | 

Sea k un número tal que A, sea derivable. En virtud de las condiciones 1b y 
lc del $ 114, la clase de las proposiciones derivables es recursiva, y, por tanto, recur- 
sivamente enumerable. Existe, pues, una función recursiva Enm-K que enumera los 
números enteros asociados a las proposiciones derivables de LFK. 

Por otra parte, en virtud de las condiciones 2b del $ 114, la clase de las proposi- 
ciones 9, es recursiva y, por tanto, recursivamente enumerable. Existe, pues, una 
función recursiva que enumera recursivamente los números enteros 4, asociados a 
estas proposiciones. 


-— Finalmente, en virtud de las mismas condiciones 2b del $ 114, los lidices a de los 
enteros a, están ligados a estos enteros por una función recursiva. Por tanto, es posi- 
ble, partiendo de la función Enm-K, encontrar una función recursiva Enmm-L que 
enumere los enteros a para los cuales U, es derivable. ; 

En virtud de la condición 3 del $ 114, tenemos para cada uno de los enteros : 


(X) (EY) Ph] a XY. 
O también: el enunciado (X) (EY) Pkl (Enm- L X) XY es cierto. 


22 KLEENE 5, pág. 740 (Teorema XID. 
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El lema nos permite entonces afirmar que existe al menos un número h tal que 
(X) (EY) Pkl h XY es tal que, para ningún mm, se cumple Enm-L m = b. 


Pero esto quiere decir que la proposición A, no es derivable (pues no forma 
parte de la enumeración dada por la función Enm-L). | 


Tendremos, por consiguiente, al menos un valor h para el cual UA, no es deriva- 
ble, mientras que la expresión correspodiente, (X) (EY) PAl h XY, es cierta. 


Por otra parte, 9, no es refutable. En efecto, si — A, fuese derivable, esto sig- 
nificaría, en virtud de la condición 3 y 2a (relativa al operador de negación) del $ 114, 
que la negación de (X) (EY) Pkl h XY sería cierta, lo que es imposible, puesto que 
(X) (EY) Pkl h XY es cierta. 


Así, la proposición %l, es indecidible. Por tanto, existen valores de a para los 
cuales 9, es indecidible. 


Como la hipótesis de coherencia utilizada por KLEENE no es más general que la 
w-Coherencia, el teorema de KLEENE no generaliza en este punto el teorema de 
GOÓDEL. La generalización se realiza en las condiciones 1 del $ 114: la recursividad 
que se trata en estas condiciones es, en efecto, una recursividad general (y no una 
recursividad primitiva como en GÓDEL). 


SECCIÓN 3.—LOS TEOREMAS DE ROSSER. 


116. EL PRIMER TEOREMA DE ROSSER. 


ROSSER ha obtenido varias extensiones del Teorema de GÓDEL. Consideraremos 
estas extensiones en orden de generalidad creciente. La primera es muy parecida a la 
de KLEENE, la segunda se refiere a la hipótesis de coherencia y las demás extienden 
el resultado de GÓDEL a Lógicas que admiten reglas no-constructivas. 


_En esta sección sólo consideraremos las dos primeras de estas extensiones, que 
son aplicables a sistemas cuyas reglas sean de la misma naturaleza que las del sistema 
LFG. Cada una de estas dos extensiones es objeto de un teorema. 


El primer Teorema de ROSSER introduce, como el de KLEENE, una generalización 
de las hipótesis de GÓDEL sobre axiomas y reglas de derivación. Pero el resultado de 
ROSSER es algo más general que el de KLEENE. Por lo demás, su método de demos- 
tración es esencialmente el de GÓDEL. 

ROSSER conserva las condiciones 1 y 3 del $ 107, pero modifica la condición 2 
del mismo parágrafo. : 

GÓDEL imponía que la clase de los axiomas fuese recursiva primitiva (es decir, 
que la clase de los nmúmeros-G correspondientes a los axiomas fuese recursiva pri- 
mitiva) y que la relación de consecuencia inmediata fuese representable mediante un 
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predicado recursivo primitivo. ROSSER impone que la clase de las proposiciones 
derivables sea recursivamente enumerable *. 

Esta clase es la menor clase de proposiciones que contiene los axiomas y que es 
cerrada respecto a la relación de consecuencia inmediata. Apoyándose en esta defini- 
ción, se puede demostrar fácilmente W% que la condición impuesta se reduce a pos- 
tular: 


1) Que la clase de los axiomas sea recursivamente enumerable. 

2) Que la relación de consecuencia inmediata sea representable por medio de un 
predicado recursivo general. | 

Como una clase recursiva general es recursivamente enumerable sin que la inversa 
sea necesariamente cierta, la hipótesis de ROSSER es más amplia que la de KLEENE, 
que requiere que los axiomas formen una clase recursiva general. 


ROSSER considera las extensiones del sistema LFG de GÓDEL compatibles con la 
condición de enumerabilidad recursiva. Dicho de otra manera: considera los sistemas 
que es posible obtener partiendo de LFG, añadiéndoles un cierto múmero de axiomas 
y de reglas de derivación, pero de manera tal que la clase de proposiciones derivables 
sea recursivamente enumerable. 


Designaremos con el símbolo LFG-R a cualquier sistema de este tipo. 
El Primer Teorema de ROSSER se enuncia como sigue ” : 


(X) Si un sistema del tipo LFG-R es w-coberente, contiene al menos una 
expresión predicativa de una variable R (E) tal que ni (E) R (L) ni — (L) R (E) son 
proposiciones derivables en este sistema. 

Para demostrar este Teorema basta con modificar ligeramente la demostración de 
GÓDEL. 

Por hipótesis, existe una función recursiva Enm-R que enumera las proposiciones 
derivables del sistema. 


Como la hipótesis del Teorema no introduce ninguna restricción sobre la enume- 
rabilidad recursiva de la clase de proposiciones derivables, esta enumeración puede 
comportar repeticiones, y la función Enm-R puede ser recursiva primitiva. Pucs una 
clase recursivamente enumerable en sentido general (por consiguiente, con repetición) 
puede ser enumerada por una función recursiva primitiva ”. 

Para obtener el Teorema de ROSSER basta con reemplazar, en la demostración 
del Teorema de GÓDEL, todos los enunciados del tipo Fdr 3, 8, por enunciados del tipo 
Enm-R 9, = ds 
y todos los enunciados del tipo Dem 0 
por enunciados del tipo (EX) (Enm-R X = 0). 


.4 Véase $ 62. 

25 ROSSER 3, pág. 88 (Lema ID. 

** ROSSER 3, pág. 89 (Teorema l, A). 
27 Véase $ 62. 
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117. ENUNCIADO DEL SEGUNDO TEOREMA DE ROSSER. 
Los PREDICADOS FDR-R y DEM-R. - 


El segundo Teorema de ROSSER conserva la generalización introducida por el 
primero pero añade una generalización de la condición de coherencia: reemplaza la 
condición de w-coherencia por la condición de coherencia (simple). Esta generaliza- 
ción es mucho más importante que la primera. 

El segundo Teorema se enuncia como sigue *? : 

(XD Si un sistema del tipo LFG-R es coberente, contiene al menos una ex- 
presión predicativa de una variable R (E) tal que ni (E) N (E) ni — (E) R (E) son 
proposiciones derivables en este sistema. 

Para demostrar este Teorema, ROSSER modifica la definición de los predicados 
Fdr y Dem para tener en cuenta la condición sobre la enumerabilidad recursiva de la 
clase de las proposiciones derivables (como en la demostración de su primer Teorema), 
e introduce dos nuevos predicados, Fdr-R y Dem-R, para tener presente la condición 
sobre la coherencia. 

Sea Enm-R la función recursiva que numera la clase de los predicados derivables 
del sistema. 


Los predicados Fdr y Dem están definidos por las equivalencias : 


Fdr XY <> (Enm-R X = Y) 


y Dem Y <> (EX) (Enm-R X = Y). 
Ahora puede introducirse la siguiente definición : 
(1) Far-R <> (Fdr X Y) y — (EZ) [(Z € X) y (Fdr Z (Neg Y )1. 


(El segundo miembro de esta equivalencia puede leerse: la serie de proposiciones 
Ngd"*(X) es una derivación de la proposición Ngd”*(Y) y no hay ninguna serie de 
proposiciones cuyo múmero-G sea igual o inferior a X y constituya una refutación 
de la proposición Ngd (Y). 

Dicho de otra forma: la relación Fdr-R existe entre una serie de proposiciones 
Sp (cuyo número-G es X) y una proposición A (cuyo número-G es Y) cuando esta 
serie $p constituye una derivación de A y cuando la negación de Á no es derivable 
por Sp o una serie de número-G inferior. 

Igualmente, se puede introducir la definición : 


(2) Dem-R Y <> (EX) Fdr-R XY. 
(El segundo miembro de esta equivalencia puede leerse: 


Existe una serie de proposiciones Ngd”*(X) tal que se tiene la relación Fdr-R 
entre esta serie de proposiciones y la proposición Ngd”(Y). ? 


2% ROSSER 3, pág. 89 (Teorema Il). 
11 
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Dicho de otra manera: una proposición A (cuyo número-G es Y) tiene la pro- 
piedad Dem-R cuando es derivable mediante una serie de proposiciones Sp y cuando 
no es refutable por medio de Sp o de una serie cuyo número-G sea inferjor al 
de Sp. 

En virtud de los teoremas del $ 86 y de la forma de su definición, el predicado 
Fdr-R es recursivo (puesto que la función Enm-R es recursiva, y el predicado Fdr al 
que define es, pues, igualmente recursivo). 


Como puede verse, los predicados Fdr-R y Dem-R corresponden respectivamente 
a los predicados Fdr y Dem de la demostración de GÓDEL, pero incluyen una propie- 
dad suplementaria. 


118. PROPIEDADES DE LOS PREDICADOS FDR-R Y DEM-R. 


Se aprecia fácilmente que, si Dem-R Y se da, también se cumple Dem Y. Su- 
pongamos en efecto que se tenga Dem-R Y. 


En virtud de 2(117): 
Dem-R Y +> (EX) Fdr-R XY, 
y por tanto: 
Dem-R Y —> (EX) Fdr-R XY. 
En virtud de 1(117): 
(EX) Fdr-R XY > (EX) [(Edr XY) £ (EZ) [((Z=X) € (Fdr Z (Neg Y))11. 
Aplicando dos veces la regla de la consecuencia ”, tenemos : 
(EX) [Fdr XY € — (EZ) [(Z=SX) 8 (Fdr Z (Neg Y)H, 
y por tanto, también : 
(EX) Fdr XY. 
En virtud de 1(89): 
(EX) Fdr XY => Dem Y. 
Y por la regla de la consecuencia, tenemos: Dem Y. 
Para que la inversa sea cierta, es necesario que se cumpla: 
(EX) [(Fdr XY) £ — (EZ) [(Z=X) 8 (FdrZ (Neg Y )11. 


En otros términos, es preciso que se dé la relación Fdr-R entre la proposición 
Ngd (Y) y una cierta serie de proposiciones Ngd”*(X). Si tenemos Dem Y, podemos 
obtener, en virtud de 1(89): (EX) Fdr XY, 
Pero esta condición sólo se dará si el sistema es coherente. 
Así, para que Dem Y comporte Dem-R, es preciso que el sistema sea coherente. 


22 Véase $ 6, Regla 1. 
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El Teorema de GÓDEL incluye un corolario que será expuesto en el capítulo si- 
guiente, y en virtud del cual no es posible demostrar, en un sistema del tipo LFG o 
LFG-R, la coherencia de este sistema. Resulta de este corolario y de la observación 
precedente que no es posible demostrar, en el sistema considerado por ROSSER, la 
equivalencia entre los predicados Dem y Dem-R (o más exactamente, entre las ex- 
presiones que les corresponden en el sistema). 

La formalización del predicado Dem-R posee propiedades que no tiene la del 
predicado Dem, 

Sea LFG-R el sistema considerado. | 

Formemos el enunciado Dem-R a, es decir: (EX) Fdr-R X a. Como Fdr-R es un 
predicado recursivo y LFG-R contiene a LFG, Fdr-R es representable en LFG-R. Y 
como LFG-R contiene el cuantificador de particularización, el enunciado Dem-R a 
es representable en LFG-R, 

Sea D* la proposición (cerrada) que representa a Dem-R a en LFG-R y sea d el 
número-G de D*. Ea 


Se puede demostrar * : 


(1) Dem-R a > Dem-R d 

y 

(2) Dem-R (Neg a) + Dem-R (Neg d). 
Es decir : 


Si el múmero a4 cumple el predicado Dem-R, la proposición que expresa este 
hecho en LFG-R tiene la propiedad expresada por el predicado Dem-R. 

Y sí la negación de la proposición Ngd”*(a) tiene la propiedad expresada por 
Dem-R, entonces la negación de la proposición que expresa este mismo hecho en 
LFG-R tiene la misma propiedad. 

Se trata, como se ve, de propiedades que no posee el predicado Dem. 

Aplicando las definiciones de Dem-R Y, de Fdr-R*Y y de Dem *, se muestra fá- 
cilmente que las expresiones 1(118) y 2(118) se convierten : 


(3) Dem-R a > Dem d € — Dem (Neg d) 
y 
(4) Dem-R (Neg a) > Dem (Neg d) 8 — Dem d. 


Es decir: si el número 4 cumple el predicado Dem-R, la proposición que expresa 
este hecho en LFG-R es derivable en LFG-R y su negación no lo es. 

Y si la negación de la proposición Ngd”* (a) tiene la propiedad expresada por 
Dem-R, entonces la negación de la proposición que expresa este mismo hecho en 
LFG-R es derivable en LFG-R, y esta proposición no es derivable en este sistema. 


2% ROSSER 3, pág. 90. 
2 Véase 2 (117). 
22 Véase 1 (117). 
32 Véase 1 (89). 
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Mediante estas propiedades, se puede establecer fácilmente el carácter indecidible 

. . + . , . . a 
de una proposición 3R que afirma de sí misma que no posee el predicado Dem R. 


119. CONSTRUCCIÓN DE LA PROPOSICIÓN UE, 


Para obtener la demostración rigurosa del segundo Teorema de ROSSER, es sufi- 
ciente con seguir exactamente el de GÓDEL, pero reemplazando los predicados Fdr y 
Dem por los predicados Fdr-R y Dem-R, y utilizando las definiciones 1(117) y 2(117). 

Indicaremos las líneas esenciales de esta demostración. 

Formemos el enunciado aritmético : 


<= Far-R s (Sbs a a). 


Conforme al lema del $ 90, existe una expresión predicativa Pp, de número-G 
p, que contiene dos variables libres Y, y Y,, y tal que: | 


(1) = Fdr-R 5 (Sbs a a) > Dem [Sub p 17 19 Ned (N,) Ngd (N,)] 
y 
(2) Fdr-R s (Sbs a a) + Dem [Neg Sub p 17 19 Ngd (N,) Ned (N.)1. 


Como suponemos que el sistema es coherente, tendremos: 
Dem X <> Dem-R X*. 


Y, por tanto, reemplazando en las implicaciones precedentes Dem por Dem-R te- 
nemos tambiér : 


(3) — Fdr-R s (Sbs a a) + Dem-R [Sub p 17 19 Ngd (N,) Ned (N,)] 
y 
(4) Fdr-R s (Sbs a a) + Dem-R [Neg Sub p 17 19 Ned (N,) Ned (N.)1. 


La expresión predicativa Bj, contiene dos variables libres, Y, y *,, lo que po- 
demos escribir: Pr (E,, Xa).. 

Si ligamos la primera de estas variables por un cuantificador de universalización, 
obtendremos una expresión predicativa Op. 


XL) Ba E, Lo). 
Sea q el número-G de Op. Entonces tenemos : 
q = Uny 17 p. 


Si, por otra parte, reemplazamos en Br la variable Y, por la cifra de LFG-R que 
corresponde al entero q, obtenemos una expresión predicativa Rp : 


Br (E, No). 


Sea r el número-G de Mp. Entonces tenemos : 
r = Sub p 19 Ngd (N.). 


* Véase $ 118. 
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Finalmente, ligando la variable libre de Rp por un cuantificador de universaliza- 
ción, obtendremos una proposición cerrada DF: 0 


(X) Ba (E, N 
Sea ¿ el número-G de 8%. Entonces tenemos: 
2¿= Uny 17 y. 
Como en la demostración de GÓDEL, tenemos: 
Sosqq=1 


Esta proposición sE afirma de sí misma que no posee la propiedad Dem-R. 
Efectivamente, en él sistema LFG-R representa el enunciado aritmético 


(X) — Fdr-R X (Sbs q 9), 


que significa: no existe ninguna serie de proposiciones Ngd”*'(X) que esté ligada por 
la relación Fdr-R con la proposición Ngd USbs q q), es decir, con la proposición 
3% misma. 


120. DEMOSTRACIÓN DEL SEGUNDO TEOREMA DE ROSSER. 


Si s es el número-G de una serie de proposiciones Sp, dado el valor de r, tenemos : 
Sub p 17 19 Ngd(N,) Ngd(N,) = Sub r 17 Ngd(Nq). 


Las expresiones 3(119) y 4(119) se convierten en: 


(1) — Fdr-R s (Sbs q q) —> Dem-R [Sub r 17 NgdN,Y 
y Ñ 
(2) Fdr-R s (Sbs q q) > Dem-R [Neg Sub r 17 Ned(N,)1. 


[Sub r 17 Ngd(N,)] es el número-G de la proposición Br (Na, Na), que representa 
en LFG-R el enunciado metateórico : 
-=Fdr-R s (Sbs q 4). 

En virtud de las equivalencias 1(117) y 2(117), las expresiones 1(120) y 2(120) 
que acabamos de exponer, se convierten en: ? 
(3) dd EOnE s (Sbs q q) > Dem [Sub r 17 Ngd(N,)] 

a 8 — Dem [Neg Sub r 17 Ngd(N,)] 
y 
(4) Fdr-R s 0 q q) > Dem [Neg Sub r 17 Ngd(N,)] 
8 — Dem [Sub r 17 Ned(N)].: 
La fórmula 4(120) corresponde a la fórmula 1(118). 
En efecto, si 3% goza de la propiedad Dem-R, existe un cierto s tal que: 
Fdr-R s 2, 0 Fdr-R s (Sbs q 9). 
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- Tenemos, por consiguiente, el antecedente de 4(120). Y entonces la proposición 
que expresa en LFG-R el hecho de que YX tenga la propiedad Dem-R —es decir, la 
proposición — YB (N,, N¿)— tiene también la propiedad Dem-R. 

La fórmula 3(120) corresponde a la fórmula 2(118). Efectivamente, si — IE 
tiene la propiedad Dem-R, como el sistema se supone coherente, 3* no puede tener 
la propiedad Dem-R. Y entonces, cualquiera que sea s, se tiene: 

= Fdr-R s ¿0 — Fdr-R s (Sbs q 9). 

Tenemos, por tanto, el antecedente de 3(120), y entonces la negación de la pro- 
posición que expresa en LFG-R el hecho de que 3% tiene la propiedad Dem-R —es 
decir, Ba (N,, N¿)— tiene también la propiedad Dem- R. 

La fórmula 3(120) puede, por tanto, enunciarse : 

- Si una cierta serie de proposiciones no cumple la relación Fdr-R con la propo- 
sición, la proposición que representa este hecho en LFG-R es derivable e irrefutable 
en LFG-R. 

Y la fórmula 4(120) puede enunciarse : 

Si una cierta serie de proposiciones cumple la relación Fdr-R con la proposición 
0%, la proposición que representa este hecho en LFG-R es derivable e irrefutable 
en LFG-R. 

Partiendo de la exposición anterior se comprueba fácilmente que la proposición 
9% es indecidible. 

a. 9% es inderivable en LFG-R. 

Supongamos, en efecto, que UR sea derivable en LFG-R. 

Como LFG-R se supone coherente, si Or es derivable, — OR no es derivable. 
Hay, pues, una cierta serie de proposiciones de LFG-R que constituye una derivación 
de 3% y no hay ninguna serie de proposiciones de LFG-R que constituya una deri- 
vación de — 8%. | 

Reuniendo estas dos propiedades tenemos: | | 

Existe una cierta serie de proposiciones Ngd”*(s) que cumple la relación Fdr-R 
con la proposición 3%. 

En virtud de 4(120, esto lleva a: 


Dem [Neg Sub r 17 Nga(N,)], es decir: 


La proposición — Pp (Ns, Ny), cuyo número-G es [Neg Sub r 17 Nga(N,)] es 
derivable. 

Y por otra parte, si la proposición YX , es decir, (X,) Pp (L,, N), es derivable, 
la proposición Py (Ny, N¿) es también derivable, por aplicación del primer esquema 
de axiomas para el cuantificador de universalización (que da: 


: (Ey Be (XL, NJ > Be (N,, Ny) ). 


y de la regla de consecuencia. 
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Y 


Por tanto, tendremos: 

Las proposiciones By (Ns, Na) y — Br (Ns, N4) son ambas derivables, 
lo que contradice la hipótesis de coherencia. 

Por consiguiente, no se puede suponer que YX sea derivable en LFG-R. 

Esta demostración sigue exactamente la primera parte de la demostración del $ 96. 
Pero también se podría utilizar la propiedad 1 es del predicado Dem-R. Si 3% 
es derivable, se tiene: Dem-R ¿. 

La proposición que representa este enunciado en LFG-R es — UF. 

En virtud de 2(120), efectivamente, la proposición de LFG-R que corresponde a 
Fdr-R s ¿es Neg Sub r 17 Ngd(N,), es decir, la proposición — Br (N,, Ny). La 
proposición que corresponde a Dem-R ¿, es decir, a (EX) Fdr-R X 2, es, por tanto, 
(EX) — Pr (E, Ny), o también — (E) Pp (E,, Ny) Y, es decir, — 3% . El número- 
G de — 3% es Neg 1. o ( 

En virtud de 1(118), tenemos: Dem-R ¿ > Dem-R (Neg 2). | 

Así, si Uk es derivable, — 3% cumple la propiedad Dem-R y es igualmente 
derivable. Pero esto es imposible, puesto que LFG-R es coherente. Por tanto, 3% no 
puede ser derivable. 

b. 3% es irrefutable en LFG-R. 

ifoncimas en efecto, que 3 sea refutable en LFG-R, es decir, que — Y% sea 
derivable en LFG-R. 

Como LFG-R es coherente, Y* no es, por tanto, derivable. No existe, pues, 
ninguna serie de proposiciones que constituya una derivación de 3 y, por el con- 
trario, existe una serie de proposiciones que constituye una derivación de — UE. 

El número-G de — Vk es Neg ¿, o sea: Dem-R (Neg 2). 

Como se ha visto anteriormente, la proposición que representa en LFG-R al 
enunciado Dem-R ¿es — BÉ. 

En virtud de 2(118) tenemos: Dem-R (Neg 5) > Dem- R (Neg Ñej 5). Pero (Neg 
Neg 2) es el número-G de =— — UF. Así, si 9% es derivable, — — 3É tiene la pro- 
piedad Dem-R, y es igualmente derivable. Pero entonces, como — — 3% es equiva- 
lente a U%, 3% es también derivable, lo que resulta imposible, puesto que LFG-R es 
coherente. Por tanto, no se puede suponer que 3 sea refutable en LFG-R. 

La proposición 3X es, por consiguiente, imdecidible en LFG-R. 


121. (CARACTERIZACIÓN DE CIERTAS CLASES DE PROPOSICIONES. 
ROSSER ha establecido un Teorema que caracteriza a ciertas clases de proposicio- 
nes de los sistemas del tipo LFG-R. En un sistema de este tipo, se pueden distinguir las 


siguientes categorías de proposiciones : 


0 Véase $ 78, definición 3. 
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Proposiciones decidibles (derivables o refutables), 

proposiciones indecidibles, 

proposiciones derivables (que, por tanto, son decidibles), 

proposiciones ¿nderivables (que no son necesariamente refutables ni ieddibls) 


ROSSER ha descrito las propiedades de estas diferentes categorías de proposiciones 
respecto a la enumerabilidad recursiva mediante el Teorema siguiente * 


(XID En un sistema coberente del tipo LFG-R*, 


1) la clase de las proposiciones decidibles es recursivamente enumerable pero no 
es recursiva general, 


2) la clase de las proposiciones indecidibles no es recursivamente enumerable, 


3) la clase de las proposiciones derivables es recursivamente enumerable pero no 
es recursiva general, | 


4) la clase de las proposiciones inderivables no es recursivamente enumerable. 


- La demostración de. este Teorema es análoga a la del Teorema de CHURCH, de 
que hablaremos más adelante * : 


SECCIÓN 4.—EXTENSION DEL TEOREMA DE GÓDEL 
A LOGICAS NO-CONSTRUCTIVAS. 


122. LÓGICAS NO-CONSTRUCTIVAS DE ROSSER. 


En los sistemas que hemos considerado hasta ahora (sistemas LFG, sistema LFK 
y sistemas del tipo LFG-R), las reglas de derivación tienen una forma constructiva de 
en el sentido de que la relación de consecuencia inmediata, dentro de estos sistemas, 
es representable recursivamente *. Esta propiedad supone, en particular, que estas 
reglas tengan un número finito de premisas. (En efecto, la regla de la consecuencia 
sólo comporta una premisa, y la del cuantificador de universalización, dos). 


CARNAP ha puesto de manifiesto que se puede introducir reglas que no sean 
constructivas (en el sentido que acabamos de expresar) *. Un sistema que utilice tales 
reglas se denomina una lógica no-constructiva, 


$ ROSSER 3, pág. 91 (Teorema V). 

37 Las hipótesis de este Teorema son, por tanto, exactamente las mismas que las del Segundo 
Teorema de ROSSER, $ 117. 

38 Véase $ 151, $ 152 y $ 153. 

0 Véase $ 32. 

12 8 107, condición 2; $ 114, condición 1c; $ 116, condición 2. 

41 CARNAP 3. Véase también CARNAP 2 y 4. 
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CARNAP introduce en particular una regla referente al cuantificador de universali- 
zación que incluye un número infinito de premisas: esta regla permite hacer 
preceder del cuantificador de universalización a cualquier expresión que se verifique 
de todos los números enteros “, A esta regla la designaremos con Re-C. 

Su formulación puede ser como sigue: 


Si A(O) es una proposición de una variable libre del primer tipo (expresión 
predicativa) tal que todas las proposiciones cerradas A(x) son derivables, entonces la 
proposición cerrada (9) A(O) es también derivable. 

ROSSER ha puesto de manifiesto que el Teorema de GÓDEL puede ser extendido 
a sistemas que utilicen la regla Re-C *. 

Los sistemas que este autor considera forman una serie ordenada transfinita de 
lógicas no-constructivas. Partiendo del sistema LFG de GÓDEL, llega a obtener esta 
serie de sistemas admitiendo sucesivamente 1, 2, ..., w, w + 1, ...., utilizaciones de la 
regla Re-C (sin incluir «?). 

Designemos por LFG, el sistema LFG de GÓDEL. 

Designemos por Re, y Re, las dos reglas de derivación de LFG, (regla de la 
consecuencia y regla para el cuantificador de universalización). 

Se dice que una clase de proposiciones es cerrada respecto a la aplicación de estas 
reglas si es cerrada respecto a la relación de consecuencia inmediata (definida por 
medio de estas reglas). 

Dado LFG.,, se puede definir un sistema LFG., donde : v es un ordinal cualquiera, 
por medio de una inducción transfinita *. 


1) Paso de un ordinal a su sucesor. 

Supongamos que LFG.,, está previamente definido. 

Añadamos a las proposiciones derivables de EFG, todas las proposiciones « cerra- 
das (9) A(O) tales que A(O) sea una proposición de una variable libre del primer 
tipo y que todas las proposiciones A(x) sean derivables en LFG... LFG.,.., se definirá 
como el sistema cuya clase de proposiciones derivables contienen el conjunto así 
definido y es cerrada respecto a la aplicación de las reglas Re, y Re». 


2) Paso de una serie de ordinales a un ordinal-lómize. 
Sea É un ordinal definido como el límite de un conjunto ordenado de ordi- 
nales .. 


Supongamos que LFG.,, esté definido para todo ordinal pu, de este conjunto. 

LFG¿ se definirá como el sistema cuya clase de proposiciones derivables contiene 
todas las proposiciones que son derivables en uno al menos de los sistemas LFG , y. 
La clase de las proposiciones derivables de LFG¿ es, pues, la reunión de todas las 
clases de proposiciones derivables correspondientes a los sistemas LFGu, (v < £)%, 


42 CARNAP 3, pág. 173. 

£% ROSSER 4. 

“ Véase NOTA IV, $ 259. : 

1% La reunión de varias clases C!,, Cl,, ..., Clm es la clase que contiene todos los elementos 
que forman parte de una ao de las clases Cli. Por consiguiente, contiene todos los 
elementos de Cl,, todos los de Cl,..., todos los de Clm. e 
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LFG, puede definirse como el sistema que permite un uso de la regla Re-C, 

LFG; como el sistema que permite dos usos de esta regla y, en general, LFG, 
como el sistema que permite v usos de esta regla. | 

Una clase de proposiciones se dice que es cerrada respecto a la aplicación de la 
regla Re-C si, cuando contiene el conjunto de las proposiciones A(x) (siendo A(O) una 
proposición de una variable libre del primer tipo), contiene también la proposición 
(9) A(O). 

Existe un número ordinal v (> o) tal que la clase de las proposiciones derivables 
de LFG, es cerrada respecto a la aplicación de la regla Re-C. 

Se puede demostrar que, si la clase de las proposiciones derivables de LFG,, es 
cerrada respecto a la aplicación de la regla Re-C, para todo £ > v, LFG;¿ es idéntico 
a LFG, *. 

Designemos por la notación LFG-(2 al sistema cuya clase de la proposiciones de- 
rivables es la mínima clase de proposiciones que contiene los axiomas de LFG, y que 
es cerrada a la vez respecto a la aplicación de las reglas Re,, Rez y Re-C. 


123. EXISTENCIA DE PROPOSICIONES INDECIDIBLES EN ESTAS LÓGICAS. 


Mediante adecuadas hipótesis de coherencia, ROSSER ha extendido sucesivamente 
a todos estos sistemas el Teorema de GÓDEL. 
Para todos los sistemas LFG,, con v< 0, basta con utilizar la condición de 


coherencia ordinaria. | 
(XIOD Si LFG, es coherente, existen proposiciones indecidibles en LFG, *. 

2. (XIV) Para n finito y diferente de 0, si LFG, es coherente, existen proposi- 
ciones indecidibles en LFG, *. 

3. (XV) Para n finito (n = 0), sí LFG + es coherente, existen proposiciones 
indecidibles en LFG.+n*. e 

Para el sistema LFG-(2 es preciso introducir una hipótesis suplementaria de 
coherencia. 

Designemos por Dem-(2 el predicado derivable en LFG-12. 

El enunciado aritmético Dem-0 a significa: la proposición en la que a es el 
número-G es derivable en LFG- O. | j 

Diremos que un sistema LF es O-coherente si, cualquiera que sea a, la proposición 
que representa en LF el enunciado Dem-(2 a no es derivable e en LF, a menos que la 
proposición Ngd”*(a) no sea derivable en LF. 


1% ROSSER 4, pág. 133. 
17 ROSSER 4, pág. 131 (Teorema 2). . 
-.*% ROSSER 4, pág. 132 (Teorema 6 B). 
4” ROSSER 4, pág. 132 (Teorema 8, B). Para n = O, se tiene el caso de LFG.,. 
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o 


ROSSER ha demostrado el siguiente teorema * 


(XVD Sí LFG-Q es coherente y (- iaa existen eropooana iedecidibia 
en LFG-). 


SECCIÓN 5.—PROPOSICIONES INDECIDIBLES DE FORMA SIMPLE. 


124. - PROPOSICIONES INDECIDIBLES CORRESPONDIENTES A PROBLEMAS 
ELEMENTALES. 


Los sistemas que hemos considerado hasta aquí, son sistemas muy capaces: por 
incluir la teoría de tipos, permiten expresiones de un nivel de complejidad muy 
elevado. 

Hay que preguntarse si las proposiciones indecidibles que existen en estos siste- 
mas hacen intervenir necesariamente medios de expresión muy complejos. O, para 
presentar las cosas de otro modo, hay que preguntarse si es posible construir proposi- 
ciones indecidibles utilizando solamente una parte del formalismo LFG (y de sus ex- 
tensiones). 

GÓDEL ha aportado precisiones. sobre el grado de complej idad de las proposicio- 
mes indecidibles haciendo patente que existen proposiciones indecidibles de forma 
relativamente simple. Más exactamente, ha establecido que existen proposiciones in- 
decidibles de naturaleza aritmética y proposiciones indecidibles que corresponden a 
proposiciones del cálculo funcional restringido. 

Así, la construcción de proposiciones indecidibles no exige necesariamente la dis- 
posición de medios formales capaces; las teorías de naturaleza elemental pueden ya 
dar lugar a proposiciones indecidibles. O también: existen problemas de naturaleza 
elemental a los que corresponden, en LFG, proposiciones indecidibles. 

Se denomina predicado aritmético al que se puede definir únicamente por medio 
de funciones de suma y multiplicación (aplicados a números enteros), del predicado 
de igualdad, de los operadores lógicos de negación y ón y ss cuantificador de 
universalización. dE 

Como todo predicado recursivo es representable en LFG, 2d od aritmé- 
tico que es al mismo tiempo recursivo es OS en LFG a través de una de- 
terminada expresión predicativa. + 

Nosotros denominaremos proposición aritmética de LFG a toda proposición ce- 
srada de LFG obtenida a partir de una expresión predicativa que represente un pre- 
dicado aritmético, reemplazando las variables por constantes individuales o ligándolas 
por un cuantificador. Una proposición aritmética representa, por consiguiente, en LFG, 


%% ROSSER 4, pág. 134 (Teorema 12). 
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un enunciado aritmético * formado únicamente por enteros, funciones de adición y de 
multiplicación, por el predicado de ¿gualdad, de los operadores — y V y por el cuan- 
tificador de universalización. 

GÓDEL demuestra que todo predicado recursivo es aritmético * 

Apoyándose en esta propiedad y en el carácter recursivo del predicado represen- 
tado por la expresión predicativa B *, demuestra fácilmente que, en todo sistema que 
responda a las condiciones de su teorema, existen proposiciones aritméticas indeci- 


dibles, 


El cálculo funcional restringido es el sistema que se obtiene añadiendo a los sím- 
bolos del cálculo funcional de primer orden * variables funcionales de orden 1 (co- 
rrespondientes a funciones de individuos que tienen por valores individuos) y la cons- 
tante predicativa = (predicado de ¿guwaldad), con la restricción siguiente: la constan- 
te predicativa = no puede tener por argumentos más que variables individuales o ex- 
presiones formadas aplicando una variable funcional a yariables individuales %. 

Una proposición del cálculo funcional restringido se dice semánticamente indeci- 
díble si no es posible demostrar que no es ni poeta ni no-realizable * 

GÓDEL ha demostrado el siguiente teorema * 


_(XVID A toda proposición (O) A (9) de LEG, tal que A (O) sea una expresión 
predicativa que represente en LEG un predicado recursivo, corresponde una pro- 
posición B del cálculo funcional restringido tal que, sí (9) A (O) es derivable en LFG, 
se puede demostrar que B es realizable, y recíprocamente. 

Llegando a la conclusión de que, en todo sistema que responda a las mismas con- 
diciones que el LFG, existen proposiciones indecidibles que corresponden a proposi- 
ciones semánticamente indecidibles del cálculo funcional restringido *. 


125. EL PROCEDIMIENTO DE KALMÁR. HIPÓTESIS DE KALMÁR. 


KALMÁR ha ideado un procedimiento muy sencillo para construir proposiciones 
indecidibles en un sistema que responda a ciertas propiedades generales *. Su proce- 
dimiento se aplica solamente a funciones uniargumentales. 


Consideremos un sistema LFR dotado de las siguientes propiedades : 


1. LFR es coherente. 


5 Véase $ 70. 

52 GÓDEL 3, pág. 191 (Teorema VID. 
Esta expresión ha sido introducida y definida en el $ 93.. 

5 Véase $ 47. 

58 Tal expresión corresponde a un individuo: representa el valor adoptado por una función 
para los argumentos considerados. | 

5% Véase $ 29. 

27 GODEL 3, pág. 194 (Teorema X). 

5% GóDEL 3, pág. 193 (Teorema IX). 

*2 KALMÁR 5, 10 y 11. 
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2. LFR contiene expresiones que representan a los números enteros y una cons- 
tante predicativa que representa el predicado de igualdad entre enteros. Utilizando 
las mismas notaciones que en el sistema LFG de GÓDEL, tenemos: 


si los enteros mm y » son iguales, 
la proposición Ny = N, es derivable en LER, 


3. LFR contiene expresiones que representan funciones de enteros uniargumen- 
tales y una expresión predicativa biargumental, Inf (desigualdad funcional). 

El primer argumento de 3nf debe ser una expresión funcional; el segundo, una 
constante individual (correspondiente a un entero). 

¿nf se define de la manera siguiente: 


Sea Y una expresión de LFR que representa una función de enteros uniargumen- 
tal que nunca adopta el valor 7. 

La expresión Y es tal, por consiguiente, que, cualquiera que sea el entero z, 

(a ($ N n=N m). 

Entonces, tenemos : Inf Y No. 

Y, recíprocamente, si Inf Y Nn, 

cualquiera que sean, “(3 N, = Nm). | 

4. Se dispone de una aritmetización de LFR, en el sentido de GÓDEL. Entonces, 


el sistema LFR contiene una expresión funcional K[m, definida como sigue sobre la 
base de la aritmetización de LFR : 


Se denomina proposición diagonal a una proposición de la forma (3nf Y N.), 
donde Y es una cierta expresión funcional y f el número-G que corresponde a Y en 
virtud de la aritmetización de LFR. Se denomina derivación diagonal a una deriva- 
ción cuya última proposición es una proposición diagonal. Si esta proposición es de 
la forma (3nf Y N;), el entero f se denomina índice de esta derivación. 

La función KIm está definida por sus valores de la manera siguiente: 


a) sim es el número-G de una derivación diagonal de índice », la proposición 
(SIm N, = N,) es derivable en LFR ; 
b) sim no es de esta especie, la proposición ($'Tm N, = 0) es derivable en LER. 


Las condiciones 2 y 3 se reducen a exigir que una parte de la Aritmética sea 
representable en LFR, La condición 4 se reduce a exigir que la propiedad metateórica 
ser el número-G correspondiente a la derivación de una proposición del tipo (3nf 
y Ny s sea representable en LFR. 


126. EL "TEOREMA DE KALMAR. 
Mediante estas hipótesis se puede construir en LFR una proposición que sea inde- 


cidible en un sentido ligeramente particular. 
Sea k el número-G correspondiente a la expresión funcional K[m. 
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e 


Formemos la proporción diagonal (3nf XIm N,). Esta ENEASIón da lugar al 
siguiente teorema % 

(XVID La oboidón (3nf Sm N,) es v-imdecidible en LER, es decir: la 
proposición (3nf KUm Ny) no es derivable en LER (o también: existe al menos un 
entero 2 para el cual la proposición — (Kl[m N, = Nx) no es derivable en LFR). 

_ Y, por otra parte, cualquiera que sea el entero n, la proposición (Sm N, = Ny) 
no es derivable en LFR, 


Este teorema se demuestra en dos etapas. 


1. La proposición (3nf SíIm Ny) no es derivable en LEFR. 

En efecto, supongamos que lo sea. Sea entonces r el número-G correspondiente a 
su derivación. Esta proposición (3nf Klm Ny) es una proposición diagonal de ín- 
dice k. 

En virtud de la definición de StIm, la proposición (KIm N, = N,) es, pues, de- 
rivable en LFR, 

Pero, por otra parte, en virtud de la definición de 3nf, la proposición — (Klm 
N, = N,) es también derivable en LFR, lo que contradice la hipótesis de coherencia. 

Por tanto, no se puede suponer que la proposición (Wnf Sm N,) sea derivable 
en LFR. 

2. Cualquiera que sea el entero nm, la proposición — (SImN, = N,) es deriva- 
ble en LEFR. 

Consideremos el entero 7, definido como sigue en función de »: 

si 2 es el número-G de una derivación diagonal, m es el índice de esta derivación ; 

si 2 no es tal número, m = 0. 

En tal caso, en virtud de la definición de $ [m, la proposición (£ Im N, = Np) es 
derivable en LFR, cualquiera que sea 7. 

Si m % k, la proposición — (£Im N, = Nx) es derivable en LFR. 

Si m= k, la proposición (Sm N, = N,) significa que m2 es el número-G de 
una derivación diagonal de índice £. 

- Por consiguiente, la proposición final de esta derivación es: 
Inf RImN,. | 

Esta proposición, al ser derivable, en virtud de la definición de Inf, la propo- 

sición — (£Tm N, = Ni), es, por tanto, derivable en LFR, cualquiera que sea 2. 


A las hipótesis adoptadas para LFR se puede añadir una hipótesis especial de co- 
herencia según la cual, cualquiera que sea la expresión funcional Y, no se puede dar 
simultáneamente : 


— (3nf Y Nm) es derivable en LEFR, 
y, cualquiera que sea 2, —-($ N, = Nm) es derivable en LER, 


* KALMÁR 10, Teorema III. 
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En tal supuesto, nuestro teorema se convierte en el siguiente : 

(XIX) La proposición (3nf Klm Ny) es indecidible en LFR *. 

El primer punto de la demostración precedente permanece, en efecto, válido. 

En cuanto al segundo punto, permite concluir, apoyándose en la hipótesis suple- 
mentaria de coherencia : 

La proposición — (3nf KIm Ny) no es derivable en LFR. 

La proposición indecidible construida por GÓDEL posee una propiedad circular. 
Lo mismo sucede con la de KALMÁR, Para hacerlo patente hay que: recurrir a su signi- 
ficación intuitiva, 

La proposición (3nf KSIm Ny) representa el enunciado: 
la función que representa la expresión £Im no adopta nunca el valor k. 

Por otra parte, para que esta función adopte un cierto valor 7, es decir, para que 
exista un entero nr tal que la proposición (£[m N, = Nm) sea derivable en LFR, es 
necesario y suficiente que exista en LFR una derivación de la proposición diagonal de 
índice m (en virtud de la definición de .K Im). 

Así, la condición necesaria y suficiente para que esta función no adopte el valor k, 
es que la proposición diagonal de índice k no sea derivable en LFR. 

Pero la proposición diagonal de índice k es precisamente (3nf KIm Ny). 

La condición necesaria y suficiente para que la proposición (3nf Klm Ny) sea 
intuitivamente cierta (es decir, para que el enunciado que ella representa sea cierto) 
es que no sea derivable en LFR. 

En esto reside el carácter circular de esta proposición. No se da solamente inade- 
cuación entre verdad intuitiva y derivabilidad, sino también contradicción entre estos 
dos conceptos. 


€: KALMÁR 10, Teorema IV. 


CarítTULO V 


El corolario de Gódel y la teoría 
de la demostración 


SECCIÓN 1.—EL COROLARIO DE GÓDEL. 


127. ENUNCIADO Y DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO DE GÓDEL. 


GÓDEL ha derivado de su teorema un corolario que tiene un alcance considerable 
desde el punto de vista de la teoría de la demostración. Este corolario se reduce esen- 
cialmente a lo siguiente: si un sistema es suficientemente capaz para que la Aritmé- 
tica sea formalizable en él, es imposible formalizar en el interior de este sistema 
la demostración de su no-contradicción ?. 


De aquí se sigue que, para establecer la no-contradicción de un sistema, se debe 
recurrir a medios de demostración que rebasan este sistema ?. 


A continuación exponemos el enunciado preciso y la demostración de este coro- 
lario. El sistema de que se trata continúa siendo el sistema LFG anteriormente des- 
crito *. 

El corolario de GÓDEL se enuncia como sigue: 


(XX) Si el sistema LFG es coherente, la proposición que representa en LFG la 
coherencia de LFG no es derivable en LFG “. 


(Se supone, pues, la coherencia y no la «w-coherencia. En efecto, se trata de demos- 
trar que una cierta proposición no es derivable. En la demostración del teorema, para 


Véase $ 11. 

Es decir: que no son representables en este sistema. 

Véase Sección 2-JII. 

GóDEL 3, pág. 196, Teorema XI. La expresión que representa en LFG el enunciado 
siguiente: la coherencia de LFG debe entenderse así: que representa en LFG el enunciado 
metateórico LFG es coherente. 


1 
2 
s 
4 


12 
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establecer que la proposición 3* no es derivable, basta con suponer que LFG es co- 
herente.) 

Para demostrar este corolario se construye la proposición que representa en LFG 
la coherencia de LFG y se demuestra después que la derivabilidad de esta proposición 
supone la de la proposición indecidible 3*. 

Designemos por Pro el predicado metateórico ser una proposición de LFG. El 
enunciado metateórico LFG es coherente, puede expresarse mediante el enunciado 
aritmético 
(1) (EX) (Pro X € — Dem X). 


(Existe una proposición cuyo número-G es X y que no es derivable en LFG. Esta 
condición basta para asegurar la coherencia de LFG, pues si un sistema es no-coheren- 
te, toda proposición es derivable de él.) 


Representemos este enunciado por la notación abreviada : 


Cri LFG (LFG es coherente). 


El predicado Dem puede definirse por medio del predicado Fdr. Los predicados 
Pro y Fdr, al ser recursivos, son representables en LFG. Por otra parte, el sistema 
LFG contiene operadores proposicionales que corresponden a los símbolos de opera- 
ción lógica que figuran en el enunciado 1(127) y en la definición de Dem. Por tanto, 
se puede afirmar que existe una proposición € de LFG que representa en LFG el 
enunciado Cri LFG., 

Sea c el número-G de €. 


La demostración del teorema de GÓDEL establece que, si LFG es coherente, la pro- 
posición 3* es inderivable *. Este resultado puede expresarse por medio del enunciado 
aritmético : 


(2) Cri LFG > — Dem z, 
Pero, por la definición del predicado Dem ¿*, tenemos : 
—= Demi <> (X) — Fdr XX ¿”. 
Por otra parte, 
¿ = Sbsgqgq?. 
Por consiguiente, la expresión 2(127) se transforma en: - 
(3) Ctr LFG > (X) — Fdr X (Sbs q 9). 


El enunciado (X) — Fdr X (Sbs q q) es precisamente el que representa, en LFG, 
la proposición 3*, cuyo número-G es £”. 


5 Véase $ 96, 1. 

Véase 1 (89). 

” Se utiliza la equivalencia: — (EX) A (X) > (X) — A (X). 
* Véase $ 94. 

* Véase $ 94. 


Corolario de Gúdel y la teoría de la demostración 179 


Como el operador de implicación puede estar definido por los operadores de ne- 
gación y de disyunción *, y como éstos son recursivamente representables ”, el ope- 
rador de implicación es recursivamente representable. Sea Imp la función que le re- 
presenta. | | 

Si a y b son los números-G de las proposiciones A y B, Imp a b será el número-G 
de la proposición (A > B). 

El enunciado 3(127) puede representarse en LFG por la proposición : 

E > 3*. 

El número-G de esta proposición es Imp ci. Los razonamientos que llevan a la 
afirmación del enunciado 3(127) sólo hacen intervenir las proposiciones y procedi- 
mientos de demostración que pertenecen a las matemáticas clásicas. Por tanto, pueden 
ser formalizados en LFG, Y la proposición (€ —> 3*) puede considerarse derivable 
en LFG. | 

Si la proposición (E fuese derivable en LFG, como la proposición (€ > 3*) es 
derivable en ese sistema, la proposición 3* sería igualmente derivable. 

Pero, en virtud del teorema de GÓDEL, si LFG es coherente, 3* no es derivable 
en LFG. 

Por consiguiente, no es en ningún caso derivable en LFG. 

Dicho de otra forma: la proposición que representa en LFG la coherencia de LFG 
no es derivable en LFG. 


128. EXTENSIONES DEL COROLARIO DE GODEL. 


Como el teorema de GÓDEL se aplica a todo sistema que responde a las condi- 
ciones del $ 107, el corolario de GÓDEL se aplica a todo sistema que responda a las 
condiciones 2 y 3 de este $ 107 y que, además, sea coherente. 

Por otra parte, ROSSER ha llevado a este corolario la misma generalización que 
para el teorema de GÓDEL respecto a la clase de las proposiciones derivables. 

ROSSER demuestra el teorema siguiente : 


(XXD Si un sistema del tipo LFG-R es coberente, la proposición que representa 
en este sistema su coherencia no es derivable en el sistema *, 

También ha extendido este corolario a las lógicas no-constructivas que este autor 
ha estudiado, pero en este campo los resultados son más complejos. En efecto, es po- 
sible, añadiendo a un sistema LF procedimientos oportunos de demostración, obtener 
un sistema más capaz en el que se puede demostrar la coherencia de LF. 


ROSSER demuestra precisamente que, elevándose en la jerarquía de los sistemas 
LFG.,, es posible obtener demostraciones de coherencia para los sistemas de índice 
inferior. 


** Véase $ 78. Definición 5. 

11 Véase $ 88. 

"2 ROSSER 3, pág. 89, Teorema 1, B. Para el sentido de la expresión representa, véase 
nota 4 de este capítulo. 
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Así, tenemos los siguientes resultados : 


1. (XXID $: LFG, es coherente, la proposición que id en LFG, la co- 
herencia de LEG, no es derivable en LFG, *, 


2. (XXID La proposición que representa en LFG, la coherencia LFG es deri- 
vable en LFG, *. 


3, (XXIV) Para n finito y diferente de o, si LFG, es calentó la proposi- 
ción que representa en LFG, la coherencia de LFG, no es derivable en LFG, *. 


4. (XXV) Para n fimito y diferente de o, la proposición que representa en 
LFG.+, la coherencia de LEG, es derivable en LFG + *. 


5. (XXVI, Para n finito (y eventualmente nulo), si LFG.,+, es coherente, la 


proposición que representa en LFG.,+, la coberencia de LFG. +. no es derivable en 
LF Eu +n se 


6. (XXVID Para n finito y v<w+m, la proposición que representa en 
LFG. +. la coherencia de LFG, es derivable en LFG. +. *. ? 

7. (XXVIID Si LFG-Q es coherente, la proposición que representa en LFG-M 
la coherencia de LFG-2 no es derivable en LFG-Q *. 


SECCIÓN 2.—CONSECUENCIAS PARA LA TEORIA 
DE LA DEMOSTRACION. 


129. APLICACIÓN DEL COROLARIO DE GODEL AL FORMALISMO DE 
LA TEORÍA DE NÚMEROS CLÁSICA. 


El corolario de GÚÓDEL explica el fracaso de las tentativas acometidas entre 
1924* y 1932” para demostrar la no-contradicción de la Aritmética ”. 


13 ROSSER 4, pág. 131, Teorema 1. 

11 ROSSER 4, pág. 131, Teorema 3. 

15 ROSSER á, pág. 132, Teorema 6, A. 

15 ROSSER Á, pág. 132, Teorema 7. 

7 ROSSER 4, pág. 132, Teorema 8, A. 

1* ROSSER 4, pág. 133, Teorema 9. 

1% ROSSER 4, pág. 134, Teorema 10. 

20 Memoria de ACKERMANN sobre El fundamento de la exclusión de tercero por medio de la 
teoría de la no-comtradicción de Hilbert. (ACKERMANN 1). 

21 Memoria de HERBRAND Sur la non-contradiciion de l'arithmétique. (HERBRAND 4). 

22 Es preciso incluir en estas tentativas una demostración dada por HILBERT y BERNAYS 
(HILBERT y BERNAYS 1. Segundo tomo). Esta demostración se refiere al formalismo en el que 
los operadores de cuantificación son reemplazados por un operador de selección (llamado por 
HILBERT y BERNAYS séímbolo-e) mediante el cual se pueden definir los OpSradotes de cuantifi- 
cación y la función Min. 


Corolario de Gódel y la teoría de la demostración 181 


Como estaba previsto en el esquema hilbertiano, para demostrar la no-contradic- 
ción de la Teoría de Números es necesario dotarse de un sistema formal en el que 
esta teoría sea formalizable. Todos los trabajos sobre la no-contradicción de la Teoría 
de Números utilizan un sistema LEN (formalismo de la Teoría de Números clásica) 
que responde a esta condición. Este sistema incluye la Lógica de Predicados de 
primer orden, además de un cierto número de constantes (individuales, predicativas y 
funcionales) y de axiomas, y un sistema de definición: los axiomas de PEANO 
(comprendido en ellos el principio de inducción)”, y otros axiomas que sirven para 
definir el predicado de igualdad y un esquema correspondiente al esquema de recur- 
sión primitiva *, 

Es posible demostrar que todos los conceptos y razonamientos de la Aritmética 
clásica (y, por ejemplo, la teoría de las Congruencias) son representables en este 
sistema. 


Para demostrar la no-contradicción de la Aritmética basta, por tanto, con demos- 
trar la coherencia del sistema LEN. Este sistema, aunque menos capaz que el sistema 
LFG de GÓDEL (puesto que no contiene la Teoría de Tipos), responde a las condicio- 
nes generales 2 y 3 del $ 107. El Corolario de GÓDEL puede, pues, aplicársele. Así 
pues, si el sistema LFN es coherente, no es posible demostrar la coherencia de LFN 
sin recurrir a procedimientos de razonamiento que no pueden ser formulados en 
LEN, es decir, que rebasan el marco de la Aritmética. | 

En sus demostraciones, ACKERMANN, VON NEUMANN y HERBRAND, fieles a la exi- 
gencia finitista de HILBERT, pretenden no utilizar sino procedimientos de razonamien- 
to de tipo finito y quedarse, por consiguiente, muy dentro de los límites de represen- 
tatividad de LFN. | 

En general se puede demostrar que, efectivamente, estas demostraciones pueden 
ser enteramente formalizadas en el sistema LFN. También se explica que no consigan 
demostrar la no-contradicción sino de una parte solamente de la Aritmética. (De- 
muestran la coherencia de un formalismo que sólo contiene una forma limitada del 
principio de inducción: en este formalismo, el principio de inducción sólo puede ser 
aplicado a proposiciones generales). 


130. PROCEDIMIENTOS FINITISTAS Y PROCEDIMIENTOS CONSTRUCTIVOS. 


El Corolario de GÓDEL nos lleva a poner en duda el enfoque finitista de la Teoría 
de la Demostración. 

Poco importa aquí distinguir entre procedimiento fimitista y procedimiento 
constructivo: esta última moción es más amplia que la primera. Al exigir que las 
demostraciones metateóricas sean constructivas, no se hace sino formular una exigencia 


22 Véase $ 2. 
24 Véase $ 55. 
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muy general que responde a una cierta idea intuitiva, pero a la cual es necesario dotar, 
en cada caso, de un contenido preciso, indicando cuáles son los procedimientos de 
razonamiento que se han admitido. Al exigir que las demostraciones metateóricas 
utilicen solamente razonamientos que no salgan de lo finito, se da de la exigencia de 
constructividad una interpretación particular que le confiere su sentido más estricto. 

El punto de vista finitista puede, por otra parte, presentarse en forma más o 
menos exigente. En los primeros trabajos de HILBERT sobre la teoría de la demos- 
tración, creía poder limitarse a consideraciones de Aritmética intuitiva completamente 
elemental y dispensarse de todo razonamiento por inducción. En seguida se vio obli- 
gado a ampliar esta perspectiva inicial. Se debe a HERBRAND la formulación más 
exacta de lo que puede denominarse punto de vista finitista clásico: este punto de 
vista rechaza pa utilización de la inducción completa, pero admite los razonamientos 
de recurrencia * 

Utilizando los procedimientos de aritmetización se puede hacer corresponder a los 

razonamientos metateóricos, razonamientos aritméticos y dotar al criterio de HER- 
BRAND de una formulación más precisa. 
- Se denominará finitista a todo razonamiento que pueda ser expresado por la arit- 
mética recursiva % amputada del principio de inducción (y comportando, por consi- 
guiente, las operaciones lógicas elementales a excepción de las operaciones de gene- 
ralización, los axiomas para el predicado de igualdad y el esquema de recursión 
primitiva, completados eventualmente por las definiciones de ciertas funciones re- 
cursivas generales). 


Las demostraciones de ACKERMANN, VON NEUMANN y HERBRAND rebasan este 
criterio en determinados puntos. Se puede mostrar, efectivamente, que ciertos enun- 
ciados que figuran en estas demostraciones no pueden expresarse en la aritmética 
recursiva, pues hacen intervenir operaciones de generalización (y, por tanto, cuanti- 
ficadores). (Se encuentran, por ejemplo, en estas demostraciones enunciados que 
incluyen la expresión: para toda sustitución de números enteros por variables de tal 
proposición). Y no es posible eliminar estos cuantificadores recurriendo, por ejemplo, 
a esquemas de derivación apropiados. Sin embargo, estas demostraciones continúan 
siendo constructivas. ? 

Si la noción de constructividad no tiene un contenido unívocamente os 
no se pueden precisar en cualquier manera sus límites indicando lo que se puede 
entender por un procedimiento de razonamiento 20-constructivo, 

Los razonamientos no-constructivos pueden reducirse a dos categorías : 


1) Razonamientos que se fundan en la posibilidad de realizar un número infi- 
nito de actos de elección (a un razonamiento de este género corresponde el axioma de 
elección introducido por ZERMELO en su axiomática de la Teoría de Conjuntos). 

2) Razonamientos que se fundan en el principio de ¿nfinito extensivo: se 
puede tratar una colección infinita como un todo, dada de una sola vez. 


25 Véase $ 11, pág. 47. 
“6 Véase $ 58. 
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El sistema LFN autoriza razonamientos del segundo tipo bajo la forma del 
principio general de exclusión de tercero": cualquiera que sea el predicado P, o bien 
este predicado es cierto de todo número o bien hay al menos un número que verifica 
el predicado contradictorio de P, y no existe otra posibilidad. 

Por tanto, supone razonamientos no-constructivos. Por el contrario, las demostra- 
ciones evocadas anteriormente no hacen intervenir razonamientos de este tipo. 

Pero el corolario de GÓDEL muestra que, para realizar sus objetivos, la Teoría de 
la Demostración debe rebasar el marco del razonamiento admitido por ACKERMANN, 
VON NEUMANN y HERBRAND, e incluso el marco del sistema LEN, es decir, debe 
recurrir a procedimientos de razonamiento que no son formalizables en LFN. 


131. NUEVA SIGNIFICACIÓN DE LA TEORÍA DE LA DEMOSTRACIÓN. 


A partir de ahora surgen dos cuestiones. 


a) ¿Nos vamos a ver obligados a utilizar razonamientos no-constructivos ? 


b) La Teoría de la Demostración, ¿conserva un sentido en estas condiciones ? 
Y en caso afirmativo, ¿cuál es este sentido ? 
- A primera vista puede parecer que el Corolario de GÓDEL impone a la metateoría 
la renuncia a la exigencia de constructividad e incluso desbarata completamente la 
teoría de la demostración. Si se deben rebasar los límites de un sistema para de- 
mostrar su coherencia, ¿no nos veremos forzados a demostrar el menos por el más?, 
¿tendría sentido tal empresa? ¿No nos veremos arrastrados a una regresión indefini- 
da? La demostración de la coherencia de un sistema LF, sólo podrá ser formalizada 
en un sistema más amplio LF,: pero, para establecer la coherencia de éste, será preciso 
construir una demostración que, a su vez, sólo podrá ser formalizada dentro de un 
sistema más amplio LF;, y así sucesivamente. La demostración de coherencia quedaría 
pendiente de esta regresión que nunca terminaría. 

Si es así, es evidente que hay que renunciar a establecer la coherencia de cualquier 
sistema. | 

Afortunadamente no es esto lo que ocurre en la realidad. Para demostrar la 
coherencia de un sistema LF deberemos utilizar, indudablemente, procedimientos de 
razonamiento que no pueden ser formalizados en LF. Pero esto no significa que se 
deba utilizar al mismo tiempo todos los procedimientos de razonamiento propios de 
LF (efectivamente formalizados en LF). Se podrán descartar, entre éstos, aquellos que 
no responden a ciertos criterios apropiados. 

En particular, para demostrar la coherencia de LFN, se eñadón prohibir los 
procedimientos de razonamiento de LFN (formalizados en LFN) que no son cons- 
tructivos. Y por otra parte podemos disponer las cosas de modo que todos los pro- 


217 El principio simple de la exclusión de tercero es el de la Lógica Proposicional : 
A V — A. El principio general de exclusión de tercero es el de la Lógica de Predicados 
de primer orden: (0) A (0) V (E 0) — A (0). 
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cedimientos de razonamiento no formalizables en LEN a los que sea forzoso recurrir 
sean constructivos, pues LFN no agota en absoluto las posibilidades del razonamiento 
constructivo. 

Si en tales condiciones se consigue establecer la coherencia de LFN, habremos 
demostrado que los razonamientos de la Aritmética, incluso los mo-constructivos, no 
pueden llevar a una contradicción. 

La Teoría de la Demostración conserva, pues, un sentido, no obstante el Corolario 
de GÓDEL, pero a condición de ampliar sensiblemente el punto de vista finitista tal 
como ha sido formulado por HERBRAND, Y, al ampliar este campo de apreciación, 
recibe un nuevo sentido. 


132. LA DEMOSTRACIÓN POR MODELO DIRECTO Y 
EL PROCEDIMIENTO DE LA REDUCCIÓN. 


Se pueden concebir varios procedimientos para obtener una demostración de 
no-contradicción de la Aritmética, teniendo en cuenta el Corolario de GÓDEL. 


Todas las demostraciones de no-contradicción utilizan un modelo, pero este mo- 
delo puede ser directo o indirecto, El modelo es directo cuando cada proposición se 
asocia directamente a un enunciado formado por elementos del modelo. Es ¿mdirecto 
cuando la correspondencia entre el sistema y el modelo está asegurada por medio de 
un cierto número de transformaciones (practicadas sobre las proposiciones del sistema). 

Los primeros ensayos de demostración utilizaban un modelo indirecto y se servían 
del procedimiento de la reducción, 

Se denomina proposición numérica a una proposición de LFN constituida única- 
mente de cifras Y, de la constante predicativa = y de los operadores proposicionales 
—, 8, V, + y <». Por tanto, tal proposición no contiene ni variables mi cuanti- 
ficadores. 

- A cada proposición numérica se asocia un enunciado aritmético reemplazando las 
cifras por los enteros que éstos representan y dando a la constante = y a los operado- 
res proposicionales su significación intuitiva. 


Se da una regla de interpretación que permite determinar la verdad o la falsedad 
de todo enunciado asociado de la forma indicada a una proposición numérica ” 

Una proposición numérica se dice que es cierta O falsa según que vaya asociada a 
un enunciado cierto o falso. En virtud de la regla de interpretación elegida, la pro- 
posición — (N, = No) es falsa. 

Se indica un cierto número de procedimientos de transformación que permitan 
hacer corresponder a una derivación cualquiera de LFN otra derivación cuyas propo- 
siciones tengan un carácter más simple. Toda transformación operada de esta forma 
se denomina etapa de reducción, Si es posible transformar una derivación dada —en 


22 Véase $ 77, 1. 
2% Para una formulación de esta regla, véase > $ 71, 1, 6, 7, 8, 9 y 10. 
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un número finito de etapas de reducción— en una derivación cuya última proposición: 
sea una proposición numérica cierta, se dice que esta derivación es reducible. La deri- 
vación obtenida se denomina su reducida. Y la serie de etapas recorridas se denomina 
reducción, 


Si se puede demostrar que toda derivación de LFN es reducible, se ha demostrado 
la coherencia de LFN. Pues, en tal caso, la proposición “(Ny = No) no puede: 
ciertamente ser la última proposición de una derivación de LFN y existe al menos. 
una proposición que no es derivable en LEN. 


Pero la dificultad está en demostrar que toda derivación es efectivamente reduci- 
ble, o más exactamente, fijar un límite superior al número de etapas de reducción: 
necesarias para tranformar una derivación cualquiera en su reducida. En este come-- 
tido han fracasado las demostraciones de ACKERMANN, VON NEUMANN y HERBRAND : 
éstas no han podido establecer que el proceso de reducción puede efectivamente 
terminarse cuando la derivación incluye un esquema de inducción. (Se puede demos- 
trar que, en tal caso, el número de etapas de reducción puede hacerse arbitrariamente 
grande). 


Este procedimiento de demostración ha sido reconsiderado por GGENTZEN, pero es 
posible también recurrir a un modelo directo. 


133. INTERPRETACIÓN DEL SISTEMA LEN EN LA ARITMÉTICA INTUITIVA. 


El sistema LFN se puede interpretar dentro del marco de la Aritmética intuitiva. 
A toda proposición de LFN se asocia directamente un enunciado de la Aritmética 
intuitiva (reemplazando los diferentes objetos de LFN por los elementos que re- 
presentan). 


Se establece una regla de interpretación que permita decidir sobre la certeza o 
la falsedad de todo enunciado de la Aritmética intuitiva *. Una proposición de LFN 
se dice entonces cierta O falsa según que vaya asociada a un enunciado aritmético 
cierto O falso. En tal supuesto se demuestra que en la correspondencia adoptada, toda 
proposición derivable de LFN es cierta. Esta correspondencia, es, por tanto, una 
interpretación. 


Por otra parte, en virtud de la regla de interpretación adoptada, la negación de 
una proposición cierta es falsa. La proposición — (Ny = No) es, pues, falsa, por no 
ser derivable en LFN. De esta forma queda establecida la coherencia de LFN. 

Para realizar esta demostración es obligado expresar en forma aritmética ciertos 
conceptos metateóricos y, en particular, hay que construir un predicado aritmético 
Pvr que corresponde a la propiedad ser el número-G de una proposición cierta. La 
definición de Pur puede hacer intervenir un esquema que rebase el marco del s sistema 
LEN, lo que se poes demostrar por dos métodos diferentes. 


| "> Véase $ 71. 
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Uno de estos métodos se apoya sobre un teorema debido a TARSKI, del que se 
tratará más adelante *. | | 

Se dice que el concepto de verdad de un sistema formal LF puede ser formalizado 
en este sistema si existe una expresión predicativa Mri de una variable, perteneciente 
a LF, y tal que, si 4 es el número-G de una proposición YU de LF, la equivalencia 

Dri N, <> Y 
es derivable en LF (cualquiera que sea la propisición 2). 

TARSKI demuestra que el concepto de verdad de un sistema LFT, que responda 
aproximadamente a las hipótesis del Teorema de GÓDEL, no puede ser formalizado 
en este sistema. | 

Es así que el sistema LEN responde a estas hipótesis. Por tanto, se establece fá- 
cilmente que, si el predicado Pvr pudiese representarse en LFN, se tendría por ese 
mismo hecho una formalización, en LEN, del concepto de certeza de LFN. 

Hay otro modo de establecer que el predicado Pvr no es representable en LEN. 

Se puede demostrar que en tal supuesto se podría derivar, en LFN, una proposición 
que representase el enunciado: LFN es coherente. Pero, según el Teorema de 
GÓDEL, si LFN es coherente, esto no es posible. 

Si se añadiese a LFN el esquema. necesario para formalizar la expresión Pur se 
obtendría un sistema LEN* en el cual se podría formalizar totalmente la demostración 
de coherencia por modelo directo que ha sido esbozada anteriormente. 

- Pero tal demostración no sería constructiva. El esquema que se debe añadir a LEN 
hace, en efecto, intervenir el sentido intuitivo de los enunciados de la Aritmética y 
admite, sobre esta base, la certeza del principio general de exclusión de tercero. 

Por otra parte no permite determinar, para todo m, si el enunciado Pur m es o no 
válido. 


134. INTERPRETACIÓN DEL SISTEMA LFN EN LA ARITMÉTICA INTUICIONISTA. 


Existe otra demostración de coherencia de LFN por modelo directo, que consiste 
en dar una interpretación de LFN en la aritmética intuicionista, tal como ha sido 
formalizada por HEYTING ?. 

Designaremos con el simbolismo LFH al formalismo de HEYTING. 

GÓDEL * ha demostrado que se puede hacer corresponder a toda proposición de 
LEN una proposición de LFH, de tal suerte que a toda proposición derivable de LEN 
vaya asociada una proposición derivable de LFH*. De aquí se sigue que si LFH es 
coherente, LEN también lo es. 


51 Véase $ 193. También $ 200. 

22 HEYTING 2. 

23 GóDEL 11. | 

5 Esta correspondencia determina perfectamente un modelo y constituye, por tanto, una 
interpretación. En efecto, se reduce a asociar a toda proposición de LFN el símbolo Vrí o el 
símbolo Fal, según que se ponga o mo en correspondencia con una proposición derivable de 
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Ahora bien, se puede establecer la coherencia de LFH utilizando un modelo in- 
tuitivo, según el método que ha sido descrito en el $ 133 para el sistema LFN. Como 
LFH no incluye el principio de exclusión de tercero, esta demostración no tropieza 
con las mismas dificultades que en el caso de LEN y conserva un sentido constructivo. 

KOLMOGOROFF * ha construido una interpretación de LFH haciendo corresponder 
a los operadores proposicionales de LFH esquemas de razonamiento intuitivos. 

A toda proposición (7, = 73) (igualdad entre términos), hace corresponder el 
enunciado (3, = 9), donde 0d, y 9, son los términos de LAI que representan 7, y 7. 

A toda proposición (A € B) (o (A V B)) KOLMOGOROFF hace corresponder el 
enunciado: Se da a la vez A y B (o el enunciado: Se da al menos uno de los enun- 
ciados A o B), donde A y B son los enunciados que corresponden a las proposicio- 
nes A y B. 

A toda proposición (A —> B), hace corresponder el enunciado: Si se ha demostrado 
previamente A, se puede demostrar B, donde A y B son los enunciados que corres- 
ponden a las proposiciones A y B. 

A toda proposición (0) A (0), hace corresponder el enunciado: Para todo ente- 
ro a, se da A, donde A es el enunciado que corresponde a la proposición A. 

A toda proposición (O) [A (0) > B (0)], hace corresponder el enunciado: 
Para todo entero a, se tiene la posibilidad de demostrar B si se dispone de una 
demostración de A, donde A y B son los enunciados que corresponden a las proposi- 
ciones A y B. | 


Finalmente, a toda proposición — A, hace corresponder el enunciado: Si se ha 
demostrado previamente no-A, existe la posibilidad de demostrar un absurdo por 
disponerse de una demostración de A, donde Á es el enunciado correspondiente a la 
proposición A *, 

El operador <>- y el cuantificador de particularización pueden introducirse por 
vía de definición. No es, por tanto, necesario considerarlos dentro de la inter- 
pretación. 

Para decidir de la certeza o la falsedad de los enunciados que en tal manera se 
asocian a las proposiciones de LFH, hay que basarse en su sentido intuitivo *. 

Se puede demostrar que la correspondencia así definida es una perfecta ¿nterpre- 
tación : toda proposición derivable de LFH va asociada a un enunciado cierto. Pero 
la proposición (N, = Ni) está asociada a un enunciado falso. Por tanto, no es deri- 
vable en LFH y LFH es coherente. 

- La interpretación de LFN en LFH puede realizarse mediante una argumentación 
constructiva, y la interpretación de LFH propuesta por KOLMOGOROFF también. Así 
se Obtiene, pues, una demostración de coherencia para LFN que es constructiva. 


FLH. Y la correspondencia es tal que toda proposición derivable de LFN está asociada al 
símbolo Vrs. | | | 

38 KOLMOGOROFF 1. 

6 Esto se reduce a asociar a toda proposición —— A una proposición B de la forma 
=— A > [A > (N, = N,)], y a hacer corresponder a A el enunciado que corresponde 
a esta proposición B. Pa 

37 Para los enunciados del tipo (8, = da), véase $ 71, 1. 


188 Limitaciones internas de los formalismos 


Pero al mismo tiempo rebasa el marco de LFN. La interpretación de KOLMOGO- 
'ROFF se reduce, en efecto, a formalizar el concepto de verdad en relación a LFH, y 
como resultado de esto, en virtud del resultado de TARSKI evocado en el $ 133, esta 
interpretación no puede ser formalizada en LFH. "Tampoco puede formalizarse en 
LEN pues, si fuese posible, en virtud de la interpretación de GÓDEL, podría serlo 
en LFH. | 


SECCIÓN 3.—LA DEMOSTRACION DE GENTZEN. 


135. EL SISTEMA DE GENTZEN. 


El inconveniente de las demostraciones por modelo directo es que hacen intervenir 
el sentido intuitivo de los enunciados aritméticos (en forma clásica o intuicionista) 
sin ninguna restricción, y suponen que se pueda decidir, sobre la base de su sentido 
intuitivo, de la verdad o de la falsedad de todo enunciado aritmético. 

En las demostraciones por modelo indirecto hay que apelar al sentido intuitivo de 
ciertos enunciados aritméticos, pero sólo se hace intervenir enunciados de forma muy 
sencilla, sin que contengan ni variables ni cuantificadores. Para estos enunciados se 
puede dar un criterio de certeza que permita obtener en todo caso una decisión 
efectiva en un número finito de etapas. 

GENTZEN ha obtenido una demostración de la no-contradicción de la aritmética 
por modelo indirecto Y, pero ha debido recurrir a un principio de inducción trans- 
finita extendido al segmento de la segunda clase de ordinales transfinitos determinada 
por el primer náúmero-e ?. 

GENTZEN no utiliza el sistema LFN sino otro muy parecido, de la misma capaci- 
dad, que llamaremos el sistema LEN-G. 

Este sistema incluye constantes individuales (que representan los enteros), varia- 
bles individuales, constantes predicativas, constantes funcionales, y los seis operadores 
proposicionales habituales. No lleva, por consiguiente, variables predicativas como 
el LFN. 

Como en el sistema LFG, las constantes individuales (No, N,, Na, ...) se conside- 
ran como abreviaciones de las cifras *, 

La categoría de los términos se define como sigue : 


a. Una constante individual (o una cifra) es un término. 
b. Una variable individual es un término, 


38 GENTZEN 3. Véase también GENTZEN $5 y 7. 
% Véase NOTA IV, $ 259. 
“ Véase $ 74. 
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c. Toda expresión constituida por medio de una constante funcional cuyos ar- 
gumentos son constantes o variables individuales es un término. 


d. Toda expresión obtenida reemplazando, en una expresión de la forma c, 
que contenga por lo menos una variable individual, esta variable por una expresión 
de la forma c, es un término. 


GENTZEN no utiliza ya proposiciones, sino secuencias *. No obstante, se puede 
describir su método sin hacer alusión al uso de secmencias, y hablando simplemente 
de proposiciones. 

Toda expresión constituida mediante una constante predicativa cuyos argumentos 
sean términos es una proposición. 

Si A es una proposición, — A es también una proposición, - 

Si A (0) es una proposición que contiene la variable libre O, (O) A (0) y (E 0) 
A (0) son igualmente proposiciones, con tal de que A (0) no lleve 'cuantificadores 
sobre O, 

-_SiA y B son proposiciones, (A £ B), (AV B), (A > B), (A <> B) son también 
proposiciones, 

El sistema LFN-G contiene axiomas y reglas de derivación que corresponden a los 
de la Lógica Proposicional y a la Lógica de Predicados de primer orden. También 
contiene axiomas que caracterizan a la constante No, a la constante funcional o y a 
las constantes predicativas, así como esquemas recursivos que definen las constantes 
funcionales que no son cd. 


Así, para la constante =, contiene los tres esquemas de axiomas: 


(9) [0 = 0]. 
(O,) (0,) [(0, = 0,) > (0, = 0,)] 
(0,) (0,) (05) [(0, = 0,8 (0, = 0) + (0, = 05)]. 


El sistema contiene axiomas que corresponden a los axiomas 2, 3 y 4 de PEANO Y 
y que caracterizan a la constante funcional c. 
También contiene una regla de derivación que corresponde al principio de in- 
ducción : 
A (No) 
A (r)>A(0 7) 


A (72) 
(donde 7, y 72 representan términos cualesquiera). 

Para cada constante funcional, el esquema que la define es tal que permite calcu- 
lar su valor en todos los casos: cualesquiera que sean las cifras que se adoptan para 
argumentos de esta constante funcional, su esquema de definición permite hacerla 
corresponder una cifra y sólo una. 


“1 Véase $ 43. 
4 Véase $ 2. 
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136. PROGRAMA DE LA DEMOSTRACIÓN. 


Para demostrar la coherencia de LFN-G, basta con establecer la imposibilidad de 
derivar una cierta proposición, por ejemplo (Ny = N). 
La demostración consta de dos partes: 


1. Se define la noción de proposición numérica: 


Una proposición numérica de LFN-G es la que está constituida únicamente de 
cifras, constantes predicativas del sistema y operadores proposicionales 8 y —>. Se da 
un procedimiento que permite transformar una proposición cualquiera en proposición 
numérica. | 


Por otra parte, se asocia a cada proposición numérica uno de los símbolos V+z o 
Fal, Una proposición numérica es cierta O falsa según que vaya asociada al símbolo 
Vri o al símbolo Fal. Sobre la base de esta definición la proposición (No = N;) 
es falsa. 


2. Se define la noción de derivación reducible : 


Una derivación de LFN-G se denomina reducible si es posible transformarla 
efectivamente en una derivación cuya última proposición es una proposición numé- 
rica cierta, Se demuestra que toda derivación de LFN-G es reducible. De ello se 
sigue que no existe ninguna derivación de LFN-G cuya proposición (Ny = N,) sea 
la proposición final. 


Daremos algunos detalles sobre los diferentes elementos de esta demostración. 


137. PRIMERA PARTE DE LA DEMOSTRACIÓN. 


Se define un cierto número de transformaciones que se pueden practicar sobre 
una proposición cualquiera de LFN-G. 


a. Si una proposición contiene al menos una variable libre, reemplazar esta 
variable, en todos los sitios donde figure, por una cifra arbitrariamente elegida. 

b. Si una proposición contiene una constante funcional que tenga cifras por ar- 
gumentos, reemplazar esta constante funcional por su valor, haciendo uso de su 
esquema de definición. 

c. Si una proposición compleja contiene una proposición (O) A (0), reemplazar 
ésta por la proposición A (x), donde k es una cifra arbitrariamente elegida. 

-d. Si una proposición compleja contiene una proposición (E O) A (0), reempla- 
zar ésta por la proposición — (0) — A (0). 

e. Si una proposición compleja contiene una proposición (A V B), reemplazar 

ésta por la proposición — (A e — B). 
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-—£ Si una proposición compleja contiene-una proposición (A <> B), reemplazar 
ésta por la proposición (A —> B) Z (B > A). 

g Si una proposición compleja contiene una proposición — A, reemplazar ésta. 
por la proposición A > (Ny, = Ny)*. 


Aplicando estas transformaciones a una proposición cualquiera, se puede eliminar 
de ella, sucesivamente, las variables, las constantes funcionales, los operadores —, V 
y <>, y los cuantificadores: se obtiene, por tanto, una proposición numérica, 

Denominaremos proposición elemental a una proposición constituida por una 
constante predicativa que tiene cifras por argumentos. Una proposión numérica está 
compuesta de proposiciones elementales y de los operadores 8 y —>. 


Se puede definir un sistema de criterios mediante el cual se puede reconocer si una 
proposición numérica es verdadera o falsa. 


1. Para cada constante predicativa de LFN-G se da un criterio de decisión, O sea, 
un procedimiento que permita asociar a toda proposición elemental formada por me- 
dio de esta constante predicativa uno de los símbolos Vri o Fal, En otros términos, 


cualesquiera que sean las cifras que sirven de argumento a esta constante, se puede 
determinar si la verifican o no. 


Así, para la constante =, se tiene el criterio siguiente: 


Si una proposición tiene la forma (xk, = kz), se le asocia el símbolo Vri o Fal, se- 
gún que las cifras k, y Ka lleven o no el mismo número de veces el símbolo « * 


2. Sea una proposición de la forma (A 8 B). 


Se asocia a esta proposición el símbolo Vri si las proposiciones A y B son ambas 
verdaderas (asociadas al símbolo Vr¿í). En caso contrario, se le asocia el símbolo Fal. 


3. Sea una proposición de la forma (A > B). 

Se asocia a esta proposición el símbolo Fal si la proposición A es verdadera (aso- 
ciada a Vrz) y la proposición B falsa (asociada a Fal). En todos los demás casos, se le 
asocia el símbolo V+z, 

Aplicando estos criterios, se puede determinar por aproximaciones sucesivas para 


toda proposición numérica, si es verdadera O falsa. En particular, se ve que la propo- 
sición (N, = N;) es falsa. 


138. SEGUNDA PARTE DE LA DEMOSTRACIÓN. LA NOCIÓN DE REDUCCIÓN. 


Toda derivación de LFN-G es una sucesión de proposiciones cada una de las cuales 
es un axioma o se deduce de una o varias proposiciones precedentes en la sucesión por 
aplicación de una regla de derivación o de un esquema de definición para una cons- 
tante funcional, 


43 Esto se reduce a interpretar la negación como lo hace KOLMOGOROFF para la Lógica 
Intuicionista: Véase $ 134. 
44 Toda cifra es una expresión de la forma gy (gc (... (a No) ...)). 
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Consideremos una derivación cualquiera Sp de LFN-G. Si su última proposición 
es una proposición numérica cierta, esta derivación es reducible. 

Si no lo es, se pueden dar procedimientos mediante los cuales se le puede trans- 
formar progresivamente en una derivación cuya última proposición es una proposición 
numérica verdadera. La aplicación a una derivación de uno de estos procedimientos de 
transformación se denomina etapa de reducción, y la sucesión de etapas de reducción 
que se pueden efectuar sobre una derivación se denomina reducción. Cada etapa de 
reducción debe dejar subsistir el vínculo deductivo que existe entre las diferentes pro- 
posiciones de la derivación. 


Los procedimientos utilizados en una reducción son definidos de tal forma, que la 
última proposición se transforma progresivamente, siguiendo los procedimientos des- 
critos en el parágrafo precedente, en una proposición que sólo contiene finalmente 
cifras, constantes predicativas y los operadores 8 y >. 

Supongamos que la derivación Sp tenga por última proposición un axioma; en 
tal caso, se reduce a esta sola proposición. Es posible demostrar que todos los axiomas 
de LFN-G pueden ser transformados, por medio de procedimientos que han sido defi- 
midos en el parágrafo anterior, en una proposición numérica cierta. 

Basta aplicar estos procedimientos para obtener una reducción de la derivación Sp. 

Supongamos, por otra parte, que la derivación Sp incluya varias proposiciones. 

Entonces, el procedimiento aplicable es el siguiente: 


a) Se reemplazan por cifras arbitrariamente elegidas las variables libres que figu- 
ran en la última proposición; se reemplazan estas variables por las mismas cifras en 
las otras proposiciones de la derivación, y se reemplazan por Ni, las restantes variables 
libres que figuren en la derivación. 


b) Se eliminan de la derivación todos los términos que no son cifras, calculando 
(gracias a sus esquemas de definición) los valores de las constantes funcionales que 
contiene *, 


En cambio, no se modifica nada en las variables libres y en los términos pertene- 
cientes a las proposiciones que sirven de premisas para la aplicación de la regla del 
cuantificador de universalización o la regla de la inducción, al objeto de no destruir 
los nexos deductivos. | 

Mediante esta preparación, no es necesario tener en cuenta las aplicaciones que 
pueden hacerse, en el curso de la derivación, de los esquemas de difinición para las 
constantes funcionales 

Se eliminan de toda la derivación los operadores V, — y <>, y el cuantificador 
de particularización, utilizando los procedimientos 4, e, f, y g del $ 137. 

Nos encontramos ahora frente a una derivación cuya última proposición resulta 
de la aplicación de una de las reglas de derivación de LFN-G., 


45 En virtud de (a), los términos que figuran en la derivación sólo pueden comprender 
cifras y constantes funcionales. Las constantes funcionales que sólo tienen como argumentos 
cifras, pueden ser reemplazadas por cifras. Procediendo así progresivamente, se pueden eliminar 
todas las constantes funcionales. i 
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Supongamos que el concepto de reducción haya sido definido previamente para . 
las derivaciones de las premisas y que se haya definido una nueva etapa de re- 
ducción para cada regla de derivación. 


Veamos dos ejemplos : 
1. Regla para el cuantificador de universalización. 


Se abandona la última proposición, reemplazando después la variable libre por 
una cifra cualquiera y los términos que no son cifras por cifras, llevándose a cabo estas 
mismas sustituciones en toda derivación. 


Sea, por ejemplo, una derivación que termina como sigue : 


E + Na = Na + £ 
BD E + Nz = Na + E). 


Se prescinde de la última proposición. Se reemplaza Y por la cifra Ny, por ejem- 
plo, y se eliminan los términos (N, + Na) y (Na + Ni). Finalmente, se obtiene la pro- 
posición (N, = No. 

Se aplican las mismas sustituciones en las restantes proposiciones de la derivación. 


2. Regla para la inducción. 
Se reemplaza la aplicación de esta regla por una sucesión de aplicaciones de la 
regla de la consecuencia. 


Sea una derivación que termina como sigue: 


PIN) 
B (71) > B (0 7,) 
Pb (72). 


En virtud de la preparación descrita anteriormente, el término 7, es reemplazado 
por una determinada cifra, No, por ejemplo. 


Entonces se reemplaza el término 7,, sucesivamente, por No, N,, N;, ..., Ny, y se 
reemplazan por cifras los términos que hacen intervenir constantes funcionales en 
las que figure 7.. 

Designemos por PB, la expresión que se obtiene practicando estas sustituciones 


en 3. 


Entonces se obtiene la sucesión de proposiciones: 


PB, (No) 
P, (No) > P, (Ny 
P, (N) > PB, (N2) 


PB, (No). —> P (Ny). 


Aplicando sucesivamente diez veces la regla de la consecuencia se obtiene: 
Br (No). 


13 
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139. SEGUNDA PARTE DE LA DEMOSTRACIÓN. LA INDUCCIÓN TRANSFINITA. 


La noción de reducción se define, por tanto, de manera que se reduce progresiva- 
mente la última proposición de la derivación considerada a una proposición numérica 
cierta, 


En tanto que la última proposición no se ha convertido en una proposición numé- 
rica cierta, se puede proseguir el proceso de la reducción. 


Para que la demostración sea completa, hay que demostrar también que este pro- 
ceso tiene siempre un final. En otros términos, hay que demostrar que, cualesquiera 
que sean las elecciones efectuadas (para las cifras que sustituyen a las variables), des- 
pués de un número finito de etapas, toda derivación se transforma, efectivamente, en 
una derivación de la forma buscada. 


Para establecer este último punto de su demostración, GENTZEN describe un proce- 
dimiento que permite adherir a cada derivación de LFN-G un número ordinal que 
mide, en cierta manera, su grado de complicación. 


Pero si se ordenan las derivaciones según los números ordinales que se les afecta, 
una derivación puede venir después de una infinitud de otras. 


Sea, por ejemplo, una derivación que incluya la aplicación a una cierta expresión 
de la regla para el cuantificador de universalización. En el curso de la reducción se 
reemplazará la variable que figura en esta expresión por una determinada cifra, Nm, 
por ejemplo. Sea »m el número ordinal correspondiente a la derivación así obtenida. 
Como » puede ser cualquiera, se puede obtener así una serie infinita de derivaciones, 
y la derivación primitiva, que representa un grado de complicación más elevado (pues- 
to que lleva un cuantificador superior), debe venir después de esta serie: se la puede 
considerar como el límite de esta serie. 


Para representar todas las derivaciones posibles hay que utilizar, por tanto, ordi- 
nales transfinitos. Los números ordinales que utiliza GENTZEN son todos inferiores al 
primer número-e * 

En el caso en que una derivación Sp incluya la aplicación del principio de induc- 
ción y en que el término 7, es una variable, ésta puede ser reemplazada por una cifra 
cualquiera; el número de etapas de reducción necesarias puede ser entonces arbitraria- 
mente grande. Por tanto, no es posible fijar a este número un límite superior. 


Pero se puede alcanzar el resultado apetecido practicando una inducción descen- 
dente sobre los ordinales correspondientes a las diversas derivaciones que se obtienen 
en el curso de la reducción. Naturalmente, para ello hay que hacer uso de un princi- 
pio de inducción transfinita extendido al segmento de ordinales que se utilizan. 


Examinando una a una las diferentes etapas de reducción que es posible practicar 
sobre una derivación cualquiera Sp, se puede demostrar que, en cada etapa de reduc- 


16 Véase NOTA IV, $ 259. 
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ción, el número ordinal atribuido a la derivación transformada es menor que el que 
se atribuye a la derivación inicial Sp, salvo en el caso en que la última proposición de 
la derivación transformada sea una proposición numérica cierta. 

Dicho de otra forma: si una derivación se asocia a un número ordinal v, toda 
etapa de reducción la transforma en una derivación asociada a un número ordinal < v, 
o en una derivación cuya última proposición es una proposición numérica cierta (en 
cuyo caso no hay nada que demostrar). | 

Se puede concluir: si el proceso de reducción se perfecciona en un número finito 
de etapas en el caso de las derivaciones asociadas a números ordinales < v, se termina 
así en un número finito de etapas en el caso de la derivación asociada al número 
ordinal v. | | | 

En el caso de los números ordinales utilizados por GENTZEN, el principio de induc- 
ción transfinita puede formularse como sigue : 

Si, cuando una propiedad se cumple para todo ordinal inferior a un cierto ordinal v, 
se cumple también para este ordinal v, se cumple también para cualquier ordinal. 

Aplicando este principio al caso que nos ocupa, obtenemos: el proceso de reduc- 
ción se termina en un número finito de etapas, para cualquier derivación. Dicho de 
otra forma: es posible transformar, en un número finito de etapas, toda derivación 
de LFN-G en una derivación cuya última proposición sea una proposición numérica 
cierta, O también: toda derivación de LFN-G es reducible. | 

De aquí se sigue que: 


(XXIX) LFG-N es coherente, y la Aritmética (clásica) es no-contradictoria, 


140. LA DEMOSTRACIÓN DE GENTZEN Y EL COROLARIO DE GÓDEL. 


Para establecer que su demostración responde cumplidamente a las exigencias del 
Corolario de GÓDEL, GENTZEN demuestra que su principio de inducción transfinita 
no puede ser formalizado en el sistema LFN-G *. 

Denominemos €, al primer número-e. 

Consideremos un sistema LFN-T, obtenido añadiendo a LFN-G : 


1) símbolos que representan los números ordinales transfinitos del segmento 
de la segunda clase de ordinales determinada por €p; 


2) un cierto número de constantes funcionales y predicativas con axiomas y es- 
quemas de definición apropiados. 

Se puede demostrar cómo derivar en LFN-T' una proposición que corresponde al 
principio de inducción extendido hasta un ordinal v, con tal de que v sea < €. 

Denominemos a esta derivación derivación-1 hasta v. 


Por un procedimiento análogo al utilizado en la demostración de la coherencia de 
LFN-G, se puede atribuir a toda derivación de este tipo un cierto ordinal < ey. 


17 GENTZEN 8. 
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Se puede demostrar : 


(XXX) El número ordinal atribuido a la derivación-1 hasta v es, al menos, tan 
elevado como v (es, por tanto, = v), cualquiera que sea v. 

De aquí se sigue que es imposible construir la derivación-1 hasta €. 

El principio de inducción extendido hasta e, no es, pues, representable en LEN -T, 
ni, por consiguiente, en LFN-G. 


SECCIÓN 4.—LA TEORIA DE LA DEMOSTRACION Y LA 
NOCION DE CONSTRUCTIVIDAD. 


141. LAS DOS CONCEPCIONES DEL INFINITO. 


El recurso a una inducción transfinita hace, evidentemente, salir del cuadro fini- 
tista —tal como se ha descrito en el $ 130— a la teoría de la demostración. 

El nuevo punto de vista adoptado por GENTZEN continúa siendo, no obstante, 
constructivo, y el principio de inducción que este autor utiliza precisa en qué sentido 
su demostración es constructiva. 

El Corolario de GÓDEL indica que no es posible prescindir del recurso al infinito, 
y que el primer ideal hilbertiano es desmentido por los hechos formales. 

Pero caben dos concepciones del infinito: la del ¿nfinito en acto y la del infinito 
potencial, Un conjunto infinito de objetos puede considerarse como un todo cerrado. 
dado en un solo acto de aprehensión. Esta concepción fundamenta, por ejemplo, el 
principio general de exclusión de tercero o el axioma de elección, y caracteriza los 
procedimientos 2o0-constructivos, 

Un conjunto infinito puede también concebirse como un dominio abierto, *, en 
devenir, cuyos términos pueden ser alcanzados sucesivamente en una serie de etapas, 
conforme a una determinada ley de creación. Las operaciones que permiten pasar de 
un término a otro tienen un carácter finito: consisten en manipulaciones que se efec- 
túan dentro de la intuición inmediata, no exigen sino la realización de movimientos 
regulares perfectamente determinados y la percepción de ciertos desplazamientos y 
ciertas coincidencias. Además, para llegar a un término, es forzoso pasar por todos 
los que le preceden. 

Por consiguiente, no es posible agotar de esta manera el conjunto en cuestión. 
Pero la ley de formación es tal, que siempre es posible llegar más allá de un término 
anteriormente alcanzado, cualquiera que sea éste. La expresión de infinito, en tal 


4 El sentido que se da en este contexto a los términos abierto y cerrado mo es el de la 
topología. Es un sentido imaginativo, que indica una cierta modalidad de aprehensión. Dominio 
abierto significa: Dominio cuyos elementos no son aprehendidos simultáneamente sino en 
forma sucesiva. Dominio cerrado significa: Dominio que está dado globalmente, como una 
totalidad terminada. | 
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caso, no denota ya una totalidad cerrada, sino la posibilidad permanente de repetir 
ciertos actos. 

El punto de vista constructivo coincide con esta segunda concepción del infinito. 

Al situarnos en el punto de vista del infinito actual, se considera toda proposición 
como cierta o como falsa en sí misma, independientemente de toda verificación. 
Cualquiera que sea el predicado P, se considera que todo individuo (perteneciente al 
dominio infinito que se estudia) cumple necesariamente este predicado P o su contra- 
dictorio. Dicho de otra forma: se considera que todo predicado Opera una repartición 
de los individuos del dominio en dos clases independientes (la clase vacía se considera 
como una clase), la de los individuos que lo cumplen y la de los que cumplen su con- 
tradictorio. Así, pues, basta con saber que una propiedad P no pertenece a todos los 
individuos del dominio para poder afirmar que hay, al menos, un individuo a quien 
corresponde la propiedad contradictoria de P (exclusión de tercero). 

El punto de vista constructivo exige, por el contrario, que toda proposición sea 
susceptible de verificación efectiva. En el caso de un dominio finito, esta verificación 
puede conseguirse, evidentemente, en un número finito de etapas. En el caso de un 
dominio finito, se puede atribuir a una proposición un proceso de verificación, a con- 
dición de situarse en la perspectiva del infinito potencial. 

Así, se puede dar una interpretación constructiva en este sentido para una parte 
del sistema LFN, que denominaremos LFN-C *. 


142. EJEMPLO DE UNA INTERPRETACIÓN CONSTRUCTIVA. 


En esta interpretación se hace corresponder a toda proposición de LFN-C un 
enunciado aritmético y se define un procedimiento que permita reconocer, para todo 
enunciado así asociado a una proposición de LFN-C, si es cierto o falso. 

Se puede comprobar de esta forma que a toda proposición derivable de LFN-C 
corresponde un enunciado cierto. ( 

A cada constante funcional se hace corresponder una función cuyo valor puede ser 
calculado en un número finito de etapas, cualesquiera que sean los enteros que le 
sirven de argumentos. 

Y a cada constante predicativa se hace corresponder un predicado para el cual se 
puede decidir en un número finito de etapas si se cumple para los enteros a los que 
se aplica, cualesquiera que sean estos enteros. 


A una proposición (O) A (0) se hace corresponder el enunciado (X) A (X), donde 
Á es la expresión que corresponde a A. 

A tal enunciado se le dota del siguiente criterio de certeza: el enunciado 
(X) A (X) se considerará cierto si los enunciados A(1), A(2), ..., son todos ciertos, 
por lejos que se vaya en la sucesión de enteros. 

A una proposición (EO) A (0), se hace corresponder el enunciado (EX) A (X). 


4 Esta interpretación ha sido sugerida por GENTZEN. 
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Para este enunciado se da el siguiente criterio de certeza: (EX) A (X) se conside- 
rará cierto si, recorriendo toda la sucesión de enteros, se puede encontrar uno a tal 
que A(a) sea cierto. 

A las proposiciones (A 8 B), (AV B), (A > B), — A, se hace corresponder, res- 
pectivamente, los enunciados (A € B), (A V B), (A > B) — A, donde A y B son las 
expresiones que corresponden, respectivamente, a A y a B. 

+ Para un enunciado (4 e B) se da el siguiente criterio de certeza: (Á 8 B) se con- 
considerará cierto si se ha reconocido previamente que A y B son enunciados ciertos. 

Para un enunciado (Á V B) se da el criterio: (AV B) se considerará cierto si 
se ha reconocido previamente que A o B es un enunciado cierto. 

A un enunciado (A > B) se le atribuye el siguiente sentido (que permite compro- 
bar su verdad): disponemos de una demostración mediante la cual, desde el momen- 
to en que se nos da una demostración de A, podemos dar una demostración de B me- 
diante una secuencia de etapas de demostración ya admitidas. 

En las etapas de demostración ya admitidas no puede figurar el signo >, pues se 
tendría un círculo vicioso. Esta interpretación impide, pues, la superposición de va- 
rios Operadores de implicación. Dicho de otra forma, no puede aplicarse a proposi- 
ciones del tipo A > (B > (1) => 1%)). 

Para un enunciado — Á, se da el siguiente criterio de verdad: “AÁ es cierto si 
disponemos de una demostración mediante la cual se puede demostrar, a partir de A, 
un enunciado falso. Esto equivale a reemplazar el enunciado — Á por el enunciado 
A > (1 = 2). Esta intepretación no permite, por tanto, el uso de la doble negación. 
(El enunciado — — Á se reemplazaría por el enunciado (4 > (1 = 2)) > (1 = 2).) 

En particular, tampoco puede aplicarse a una proposición (— — A<>-A) (princi- 
pio de la doble negación), ni, por consiguiente, a una proposición (— A V A) (prin- 
cipio de exclusión de tercero). En efecto, se puede demostrar que si el principio de ex- 
clusión de tercero puede derivarse en LFN-C, el principio de la doble negación 
puede también derivarse de este sistema. Si el principio de la doble negación no for- 
ma parte de LEN-C, el principio de exclusión de tercero tampoco puede formar parte 
de este sistema. Si no forma parte en su expresión simple, con mayor razón no for- 
mará parte en su forma general. 

Esta interpretación no puede, por tanto, aplicarse más que a una parte de LFN 
que se puede considerar como la parte constructiva de LFN. En lo esencial, corres- 
ponde a la interpretación de KOLMOGOROFF de la Aritmética intuicionista, aunque 
es un poco más exigente que la de KOLMOGOROFF. A semejanza de esta última, no 
permite la doble negación y, por tanto, la exclusión de tercero, pero además impide la 
superposición de varios operadores de implicación y, por tanto, su negación. 


143. EL MÉTODO DE GENTZEN Y LA TEORÍA DE LA DEMOSTRACIÓN. 


La demostración de no-contradicción de GGENTZEN hace intervenir la propiedad 
metateórica ser reducible en una serie de etapas a una serie de proposiciones numéri- 
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cas ciertas. Se debe demostrar que esta propiedad se aplica a toda derivación de 
LFN-G, 


El punto de vista constructivo exige que se disponga de un medio de comprobar, 
efectivamente, en cada caso, que se cumple la condición referida. Este proceso de 
comprobación o verificación está dado por el uso del principio de inducción transfi- 
nita, principio que es también constructivo, en el sentido de que proporciona el medio 
de llegar a cualquiera de los ordinales utilizados por GENTZEN *. Estos ordinales están 
clasificados en clases jerarquizadas, y la ley que permite construir estas diferentes 
clases hace posible conocer un ordinal de otra clase cualquiera si previamente se ha 
podido conocer los pertenecientes a las clases inferiores. 


La demostración de GENTZEN satisface, pues, el corolario de GÓDEL, rebasando 
el cuadro de la Aritmética clásica sobre un punto: extensión del principio de induc- 
ción a un sector de lo transfinito. Pero, al mismo tiempo, continúa conforme al ideal 
de la teoría de la demostración, conservando un punto de vista constructivo. Rebasa 
el marco de la Aritmética, pero no utiliza los métodos no-constructivos de esta ciencia. 


Al mismo tiempo, modifica el sentido del ideal hilbertiano. La teoría de la de- 
mostración no consiste ya en establecer la coherencia de las matemáticas clásicas sobre 
la base de consideraciones estrictamente finitas, sino en fundar teorías que hacen in- 
tervenir únicamente el infinito potencial. 


De esta forma, la coherencia de la Aritmética clásica (algunos de cuyos razona- 
mientos recurren al infinito “en acto”) es demostrada por medio de una interpreta- 
ción en la que el infinito sólo se considera en su forma potencial. La validez de los 
procedimientos discutibles (desde el punto de vista de la exigencia de constructividad) 
se establece a través de procedimientos no discutibles. | 


144. MÉTODOS FORMALES E INTUICIÓN. 


El último recurso de la evidencia (como ha subrayado la escuela intuicionista) es 
la posibilidad de una verificación efectiva. El carácter efectivo de la verificación debe 
establecerse en cada caso. 


Como toda demostración descansa en la intuición, los criterios formales en sí mis- 
mos no pueden juzgarse, en definitiva, más que en el nombre de exigencias intuitivas. 
No hay recurso último a lo formal, pues lo formal no es nunca lo primero, ni en el 
orden histórico de la invención ni en el orden lógico de la verificación. 


La demostración de GENTZEN ofrece, como criterio formal, un principio de in- 
ducción transfinita. Y este criterio es válido respecto a las exigencias intuitivas. Estas 
van las primeras, indudablemente, pero no son claras por sí mismas: sólo el forma- 
lismo les permite tomar precisión. Si se hace necesaria la sanción de la intuición para 


% Más exactamente: permite verificar, para cualquiera de estos ordinales, si posee o no 
una propiedad dada. 
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fundamentar la validez de lo formal, se precisa también la intervención de lo formal 
para clarificar la intuición y ayudarla a aprehenderse a sí misma. 


La Teoría de la Demostración continúa siendo indispensable, no obstante, pues 
legitima el empleo de ciertos procedimientos donde la intuición no es suficiente, mos- 
trando que no es necesario, para asegurar la coherencia de las matemáticas, renunciar 
a estos procedimientos (como pretenden los intuicionistas). La Teoría de la Demostra- 
ción conserva, pues, todo su alcance, pero ampliando sus criterios y precisando el sen- 
tido de la exigencia de constructividad. 


El problema de la demostración se sitúa en el mismo nivel que el que inspiró las 
investigaciones de GÓDEL: uno y otro se refieren a la relación que existe entre sis- 
tema formal y teoría intuitiva. 


El Teorema de GÓDEL precisa la naturaleza de la correspondencia que existe entre 
el predicado derivable (aplicable a las proposiciones de un sistema formal) y el predi- 
cado cierto (aplicable a los enunciados de una teoría intuitiva). Su demostración hace 
intervenir una interpretación de ciertas proposiciones de LFG (y, en particular, la pro- 
posición 3*) en la metateoría de LFG *, estableciendo que LFG contiene, al menos, 
una proposición que va asociada a un enunciado cierto y que, sin embargo, no es de- 
rivable *., 


Las demostraciones de no-contradicción, por otra parte, hacen intervenir, implíci- 
ta * o explícitamente, un dominio de enunciados intuitivos, ya utilicen un modelo di- 
recto o un modelo indirecto. La dificultad que suscita el Corolario de GÓDEL no cam- 
bia la esencia de este método: indica solamente que su puesta en práctica exige la in- 
tervención de procedimientos de razonamiento de una cierta capacidad *. 


2 Véase $ 110. 


2 En lugar de recurrir directamente a una teoría intuitiva, se podría dar un procedimiento 
que permitiese atribuir a las proposiciones de LFG (o a una parte de ellas) uno de los símbolos 
Vré o Fal según el método del $ 26. En tal caso, el Teorema de GóDEL nos daría el siguiente 
resultado: existe al menos una proposición de LFG que va asociada al símbolo Vrí y que, sin 
embargo, no es derivable. Pero en la descripción del criterio de atribución de los símbolos Vr 
y Fal se haría intervenir implícitamente el sentido intuitivo de ciertos objetos, de ciertas 
propiedades y de ciertas operaciones. 


5% En el caso en que se recurra al método del $ 26, evocado en la Nota precedente. 


* Señalemos aquí que GóDEL ha obtenido una demostración de coherencia relativa para 
el sistema de ZERMELO-FRAENKEL recurriendo a un modelo definido de forma constructiva (en 
un sentido que es bastante parecido al que se utiliza en la demostración de (GENTZEN). 
GóDEL demuestra: si el sistema obtenido suprimiendo el axioma de elección en el sistema 
de ZERMELO-FRAENKEL es coherente, lo sigue siendo cuando se le añade el axioma de elección 
y la hipótesis general de continuidad. 


(La hipótesis general de continuidad puede formularse así: si se forma el conjunto de las 
partes de un conjunto que tiene por número cardinal el aleph de indice v, se obtiene un 
conjunto que tiene por número cardinal el aleph de índice (y + 1). 

Como todas las demostraciones de no-contradicción, la demostración de este teorema hace 
intervenir un dominio de objetos de carácter intuitivo. 

Véase GODEL 16, 17 y 18. 


CaríTULO VI 


El Teorema de Church 


y los problemas de decisión 


145. INTRODUCCIÓN. 


El teorema de CHURCH y los teoremas con él conexos se refieren a problemas de 
decisión, En el parágrafo 38 se ha indicado cómo se presenta el problema de la de- 
cistón para un sistema formal, aunque existem, como oportunamente se verá, otros 
tipos de problemas de decisión. En general, un problema de decisión consiste en ha- 
llar un procedimiento efectivo que permita determinar, para todo objeto pertene- 
ciente a un cierto conjunto, si este objeto posee o no una cierta propiedad. 


Si se pretende llevar a cabo un estudio preciso de los problemas de este género, 
es necesario dar un contenido preciso a la noción de procedimiento efectivo. 


CHURCH ha propuesto definir esta noción mediante el concepto de recursividad. 


Importa, ante todo, y como medida previa a la exposición de los resultados de los 
problemas de decisión, indicar el sentido exacto de esta definición. 


Para ello, es necesario completar la exposición ya hecha de la función recursiva 
(capítulo II) mediante el examen de dos nociones muy ligadas a la recursividad: la 
de función A-defimible y la de función M-definible. | 


Además, esto nos dará ocasión de hacer algunas indicaciones sobre el cálculo de 
la conversión-A, con el que se relaciona el teorema de CHURCH. 
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SECCIÓN 1.—FUNCIONES A-DEFINIBLES Y FUNCIONES M-DEFINIBLES. 


146. EL CÁLCULO LF-A. 


La noción de función A-defimible ha sido introducida por CHURCH, que la define 
haciendo uso de un cálculo combinatorio del cual es también autor: el cálculo de la 
conversión-A *. Para abreviar, denominaremos a este cálculo LF-A. 


La idea que ha sido utilizada por CHURCH como punto de partida es la de abs- 
tracción funcional. En matemáticas se debe poder distinguir entre una función consi- 
derada como tal y el valor que adopta esta función cuando se aplica a ciertos argu- 
mentos. Para ello, hay que poder designar a una función en tanto que operador puro, 
haciendo abstracción de sus argumentos. Para ello, utiliza CHURCH el simbolismo-A. 

El símbolo A es un operador de abstracción que aísla, en cierta manera, la función 
de sus argumentos. Así, la expresión sin X designa el valor de la función sinus para 
el argumento X, y la expresión A X (sin X) designa la función sinus en sí misma. 


O también: la expresión (X + 1) designa el sucesor de X, y la expresión AX 
(X + 1) designa la función sucesor en sí. 


Naturalmente, se debe poder representar la aplicación de una función así desig- 
mada a unos argumentos e, inversamente, aislar la función de sus argumentos cuando 
ya ha sido aplicada a estos. De aquí la necesidad de un cálculo que proporcione las 
reglas de manipulación del símbolo A y fije su sentido. 


La ventaja de este cálculo es que no incluye más que una sola categoría de varia- 
bles —variables individuales— lo que le permite sustraerse a las dificultades que pre- 
sentan los sistemas con varias categorías de variables. 

No lleva símbolos de funciones *, pero representa una función por la indicación de 
las operaciones a efectuar sobre sus argumentos eventuales para obtener el valor de 
esta función para estos argumentos. Representa, por tanto, una función, dando un 
procedimiento uniforme de cálculo de sus valores. (Por supuesto, esto no permite re- 
presentar una función cualquiera.) 


El cálculo LF-A utiliza los siguiente símbolos : 

Símbolos para designar a las variables: Y, Y, Y, y las mismas letras afectadas de 
índices ; 

símbolo A; 


1 CHURCH 1, 4, 12. 

2 Al menos a título de símbolos no definidos. Este sistema utiliza símbolos para designar 
funciones, pero a título de abreviaciones para expresiones que están constituidas por medio de 
símbolos no definidos. 
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símbolos de agrupación: paréntesis; 
símbolo de separación: el punto *. 


Las reglas de construcción especifican cuáles son los grupos de símbolos que cons- 
tituyen fórmulas bien construidas, Designaremos las fórmulas bien construidas de 
LF-A por medio de las variables sintácticas Y,, Y 2, Y3, ... (ípsilon mayúscula afectada 
de índices). Para indicar que una fórmula bien construida Y, contiene las variables Y, 


YN, 3, escribiremos: Y, (Y, Y, 3). 


Las reglas de construcción definen de manera inductiva* la noción de fórmula 
bien construida, al mismo tiempo que las nociones de variable libre y variable ligada. 


1. Toda fórmula integrada por una sola variable es una fórmula bien construida. 
Se dice que esta variable figura en esta fórmula como variable libre. 

2. Si las fórmulas Y, e Y, son bien construidas, la fórmula Y, Ya (obenida 
mediante aplicación de la fórmula Y, a la Ya) es bien construida, Se dice que una 
variable figura como variable libre o como variable ligada en Y, Y, según que figure 
como variable libre o como variable ligada en Y, o en Y. 


3. Si la fórmula Y, es bien construida, y si la variable E figura en ella como 
variable libre, la fórmula AX. Y, es bien construida. Se dice que la variable Y figura 
en la fórmula AY. Y, como variable ligada, y toda variable distinta de XL que figure 
en esta fórmula se dice que figura en ella como variable libre o variable ligada, según 
que figure como variable libre o como variable ligada en Y,. 


Veamos ahora algunos convenios de escritura. 

Cuando se practica sucesivamente varias abstracciones sobre la misma expresión, 
se puede simplificar la notación aplicando la regla de asociación a la derecha. 

Así, pues, una fórmula como la A E (AM (13. Y, (E, Y, H))) se convierte en 
ALAY A 3. Y, (E, Y, 3). 


Convendremos en escribir el conjunto de símbolos AAN A Y bajo la forma A 


19 3. 


Y nuestra fórmula se convierte entonces en: AXY8. Y, (E, Y, 3). 


3 Los paréntesis pueden ser suficientes, pero el uso del punto permite limitar las superposi- 
ciones de paréntesis. 

4 Este término no debe confundirse con el término recursivo. 

Una clase de objetos (o una propiedad) está definida de manera imductiva cuando su 
definición incluye las dos categorías de cláusulas siguientes: cláusulas de base y cláusulas in- 
ductivas. 

a) Las cláusulas de base indican que ciertos objetos pertenecen a esta clase (o que esta 
propiedad se cumple en ciertos objetos. 

b) Las cláusulas inductivas indican que si ciertos objetos pertenecen a esta clase (o cumplen 
esta propiedad), otros objetos, asociados a los precedentes por una correspondencia perfectamente 
determinada, pertenecen igualmente a esta clase (o verifican igualmente esta propiedad). 

Sobre la noción de clase recursiva (o de propiedad recursivamente representable), véanse 
8 61 y $ 65. 

Una clase definida de manera inductiva no es necesariamente recursiva. 

CHURCH demuestra que las fórmulas bien construidas de LF-A constituyen una clase 
recursivamente enumerable (pero no recursiva). (CHURCH 8, pág. 354. Teorema VID. 
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Denominaremos armadura de una fórmula al conjunto de símbolos constituido 
por el operador A seguido de la mención de las variables sobre las cuales se practica 
las abstracciones sucesivas. La armadura de una fórmula se separa mediante un punto 
de la expresión sobre la cual se aplica. | 

Para la parte de la fórmula que sigue el punto separativo se utiliza la regla de 
asociación a la izquierda. 

Toda parte de la fórmula situada entre paréntesis debe considerarse como un todo. 

Observemos que el conjunto de símbolos (Y, Y, 8) no es, hablando con propie- 
dad, una fórmula; contiene, en efecto, comas, que no son símbolos de LF-A; sólo 
interviene en la designación sintáctica de una determinada fórmula para indicar que 
esta fórmula contiene las variables Y, Y y 8. 

Las reglas de transformación son tres. 


1. Sustitución: consiste en reemplazar, en una fórmula bien construida Y;,, una 
variable ligada por otra (distinta de las variables de Y). 

2. Reducción: consiste en reemplazar una fórmula del tipo (A *. Y,) Y, por la 
fórmula [E/Y.1 Y. 

Esta regla no puede ser aplicada a no ser que las variables ligadas de Y, son 
distintas de * y de las variables libres de Y.. 

3. Expansión: consiste en reemplazar una fórmula del tipo [Y/Y¿] Y, por la 
fórmula (A E. Y,) Y. 

Esta regla sólo puede ser aplicada si las variables ligadas de Y, son distintas de 
X y de las variables de Y,. 

Se denomina conversión a una serie finita de aplicaciones de estas tres operacio- 
nes. Si una fórmula Y, puede obtenerse por conversión, a partir de otra fórmula Y, 
se dice que Y, es convertible en Y,. La convertibilidad es una relación simétrica, re- 
flexiva y transitiva. El cálculo LF-A estudia sus propiedades. 

Designemos la propiedad ser convertible mediante el símbolo Cnv. Si una fórmula 
Y, puede ser transformada por conversión en una fórmula Y,, escribiremos: Y, 
Cnv Yo. 

Se dice que una fórmula está expresada en forma normal si es bien construida y 
no contiene ninguna parte que sea de la forma (A Y. Y,) Y,, siendo las variables 
ligadas de Y, distintas de las variables libres de Y», es decir, si no es posible aplicar a 
ninguna de sus partes la operación de reducción. 


147. LAS FUNCIONES A-DEFINIBLES. 


Es posible representar en LF-A los números enteros mediante fórmulas que, por 
motivos de brevedad, se designa mediante los símbolos N,, Na, N; ... (que correspon- 
den, respectivamente, a los enteros 1, 2, 3, ...). 


N, =A X, Xo. X, Xa, 
N, =A X, Fa. X, (X, XL), 
N=112x3 (UG Xa), 


etcétera, 
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Esto establecido, se puede representar mediante el cálculo LF-A una cierta clase de 
funciones de enteros que se denominarán funciones A-defimibles. Una función de 
enteros F de una variable se dice que es A-defimible si se puede encontrar una fórmula 
Y, del cálculo FL-A tal que si Fa = b y si N, y N, son las fórmulas de LF-A que 
representan, respectivamente, los enteros a y b, Y y N, sea convertible en N,. 

El cálculo de la conversión corresponde al cálculo de los valores de la función, 
según el esquema: 


Fa — cálculo >b 
Y» N, — conversión > N, . 


La correspondencia así definida es isomórfica: si Y corresponde a F y N, a a, 
Y N, (o Ny) corresponde a F a (o 5). 

La noción de función A-definible puede extenderse a funciones pluriargumentales. 
Utilizando la asociación a la izquierda se puede, en efecto, considerar una función de 
rn argumentos como una función compuesta de (2r—1) funciones de 1 argumento *. 


148. LAS FUNCIONES M-DEFINIBLES, 


PosT* ha sugerido representar una función mediante una máquina apropiada que 
calcule sus valores '. Esta idea ha sido puesta en práctica de forma sistemática por 
TURING $. 

Una máquina de TURING consiste en un proceso que puede escribir una serie de 
cifras según un programa determinado. A tal proceso lo denominaremos máquina-T. 

Una máquina-T se compone esencialmente de: una cinta, un órgano de lectura, 
un órgano de mando, un órgano de ejecución y una memoria. 

La cinta se despliega ante un órgano de lectura, y determinados signos pueden 
quedar impresos en ella. Esta cinta o banda puede estar dividida en células; sólo 
puede recibir un signo por célula, se desplaza por espacios mínimos de una célula y 
sólo ofrece una célula a la mirada del órgano de lectura. 


El órgano de lectura descifra el signo situado frente a él sobre la cinta. 

El órgano de mando asegura la aplicación del programa de la máquina realizando 
las operaciones apropiadas, sobre la base de la situación, tal como es registrada por el 
órgano de lectura. X 

Prácticamente, posee un cierto número de esquemas que corresponden a ciertas 
situaciones características e indican las operaciones que hay que realizar en tales 
situaciones. Por supuesto, el órgano de mando sólo puede aplicarse a un esquema a 
la vez, pero, según las circunstancias, cambia él mismo el esquema que utiliza. 


- * Véase INDICE DE NOTACIONES, 2.21.6. 


* PosT 2. 
" Esta modalidad de representación puede ser aplicada solamente a las funciones cuyos 


valores pueden ser efectivamente calculados. 
* TURING 1. 
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El órgano de ejecución realiza las operaciones prescritas. Estas se reducen a algunos 
movimientos elementales: desplazar la banda de una célula hacia la derecha o hacia 
la +zquierda, borrar un signo, imprimir un signo. (Algunos signos sirven solamente 
de referencias y al final son eliminados. Otros constituyen los elementos de la serie 
escrita por la máquina. En general pueden reducirse a dos, por ejemplo O y 1, lo que 
basta para escribir cualquier número en el sistema binario de numeración.) 

El órgano de memoria contiene el programa de la máquina y puede conservar 
(eventualmente durante un tiempo limitado) ciertos datos registrados por el órgano 
de lectura. 

En cada etapa de su funcionamiento la máquina se caracteriza por una dle ad 
ción de conjunto, determinada por los elementos siguientes : 


Lectura efectuada por el órgano de lectura. 
Esquema utilizado por el órgano de mando. 
Serie de signos escritos sobre la cinta. 


Después de cada operación, el órgano de mando puede adoptar un esquema dife- 
rente; cuando se describe el funcionamiento de la máquina es preciso especificar 
cuál es el efecto de cada operación sobre el esquema utilizado. 

El programa de la máquina puede presentarse en la forma de un cuadro que 
indica cuáles son las operaciones que hay que efectuar en cada configuración de 
conjunto y cuáles son los efectos de estas operaciones sobre los esquemas adoptados 
por el órgano de mando. 


Cuando se trata de escribir secuencias muy sencillas, el programa consiste en un 
cuadro de varias líneas. 

Para obtener un enunciado práctico del programa, en el caso de series complica- 
das, se utilizan cuadros auxiliares que ya no hacen intervenir esquemas, sino funciones 
de esquemas. Estos cuadros juegan, en suma, el papel de operadores: basta con 
reemplazar los argumentos de las funciones que incluyen por la indicación de los 
elementos constitutivos de una configuración de conjunto determinada para obtener 
la descripción de un comportamiento efectivo de la máquina. Los cuadros auxiliares 
sirven como definiciones de estas funciones de esquemas. | 

Como tales funciones pueden superponerse unas a otras, se puede obtener, por 
aproximaciones sucesivas, la descripción de comportamientos bastante complicados. 
El mecanismo esencial, en tales definiciones, es evidentemente el de la sustitución. 

Adoptando ciertos convenios de notación es posible representar el programa de 
una máquina en forma de una secuencia de sigmos que puede ser escrita sobre la 
cinta. Entonces se puede construir una máquina universal Ma-U, capaz de hacer el 
trabajo de cualquier tipo de máquina descrito. Basta con escribir el programa de 
una máquina determinada al comienzo de la cinta para que la máquina universal 
escriba la secuencia correspondiente a esta máquina. 

Se dirá que una máquina-T es circular si, a partir de una etapa dada de su 
funcionamiento, recomienza indefinidamente la misma serie de operaciones, volviendo 
a dar así, perpetuamente, el mismo resultado. Una máquina-T se dice que es no- 
circular si no se encuentra nunca en tal situación. 
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Una serie de cifras se dice que es M-defímible si puede ser escrita por una 
máquina-T nmo-circular. Una función de enteros uniargumental se dice que es M- 
definible* si la serie de sus valores puede ser representada por una serie M-definmible. 
Por tanto, la serie en cuestión puede estar formada por series de 1 separadas por 0. 
Entonces se hará el siguiente convenio: el número de signos 1 comprendidos entre 
el m-ésimo y el (n + 1)-ésimo signo O da el valor de la función para el argumento z. 


Como en el caso de las funciones A-definibles, la noción de función M-definible 
puede extenderse a funciones pluriargumentales.. 


149. 'TEOREMAS DE EQUIVALENCIA. 


Se han estudiado las relaciones que existen entre estas nociones y la noción de 
recursividad, y se han establecido ciertas equivalencias que hacen aparecer la identidad 


de tres nociones: función recursiva general, función M-definible y función A-de- 
finible. A 


KLEENE ha llegado a los siguientes resultados : 


1. (XXXD Toda función recursiva primitiva es recursivamente general *. 
2. (XXXI) Toda función recursiva general es A-definible ”. 


3, (XXXI) Toda función A-definible definida para todos los sistemas de va- 
lores de sus argumentos es recursiva general *. 


Basándose sobre los dos últimos Teoremas y sobre la definición dada por KLEE- 
NE * de la recursividad parcial, CHURCH ha enunciado el siguiente “Teorema: 


4, (XXXIV) Toda función parcialmente recursiva es A-defimible y recíproca- 
mente * | 


Por otra parte, TURING ha establecido los dos Teoremas siguientes. 


-5, (XXXV) Toda función A-definible es M-definible *: 
6. (XXXVI Toda función M-definible es recursiva general *. 


* TURING utiliza la expresión computable. Hubiese sido más lógico el empleo de la palabra 
francesa (y española) calculable, pero este término se presta a ambigiúedad. En efecto, se debe 
distinguir “entre función defimsble mediante una máquina de Turing y función efectivamente 
calculable. i 

10 Esto se deriva directamente de la dsidón dada por KLEENBE para la recursividad 
general. Véase KLEENE 5, págs. 727-731. 

2 KLEENE 3, pág. 347, Teorema 22. Véase también CHURCH 8, pág. 355, Teorema XVI. 

12 KLEENE 3, pág. 348, Teorema 23. Véase también CHURCH 8, pág. 355, Teorema XVIL 

13 KLEENE 8, págs. 151-152. 

14 CHURCH 12, pág. 40, Teorema Il, y pág. 41, Teorema TI. 

15 TURING 3, págs. 160-161. 

1* TURING 3, págs. 161-163. 
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Por consiguiente, tenemos la equivalencia de las siguientes nociones : 


— Función recursiva general. 
— Función M-definible. 


— Función A-definible, definida para todos los sistemas de valores de sus ar- 
gumentos. 


Y por otra parte, se da también la equivalencia de las dos nociones : 


— Función parcialmente recursiva. 
— Función A-definible (sin restricción). 


150. LA NOCIÓN DE PROCEDIMIENTO EFECTIVO. 


Ciertos problemas metateóricos, tales como el problema de la decisión para un 
sistema formal, y con carácter general todos los problemas de decisión, hacen inter- 
venir la idea de un procedimiento efectivo de decisión. 

Consideremos un problema Pb, en el cual se persigue un procedimiento efectivo 
de decisión (referente a una cierta propiedad) para los objetos de un conjunto En. 

Si se consigue hacer corresponder números enteros a los objetos de En, se puede 
representar este procedimiento mediante una función de enteros. Este procedimiento 
será efectivo si permite obtener un resultado perfectamente determinado, cualquiera 
que sea el objeto de En al que se aplique (o los objetos de En a los que se aplique 
en el caso en que el problema se refiera a una cierta relación entre dos o más ele- 
mentos de En). En otros términos, será efectivo si la función que le representa es 
efectivamente calculable, es decir, si se puede calcular efectivamente el valor de esta 
función, cualesquiera que sean los argumentos a los que se aplique. 


Se trata, pues, de una noción intuitiva cuyo sentido es más o menos impreciso. 
Se puede ser más o menos exigente sobre los requisitos exigidos a un procedimiento 
de cálculo para considerarle como efectivo. CHURCH ha propuesto identificar la 
noción de función efectivamente calculable con la de función recursiva general. Esta 
identificación no puede ser objeto, evidentemente, de una demostración rigurosa, 
puesto que se trata precisamente de pasar de una noción imprecisa a Otra rigurosa- 
mente definida. No obstante, la sugerencia es meritoria, tanto desde el punto de vista 
intuitivo como del punto de vista técnico. 


Desde un punto de vista intuitivo, CHURCH justifica su proposición como sigue: 


Decir que una función F es efectivamente calculable, es decir que existe un 
algoritmo que permite calcular sus valores. 

Un algoritmo de este género es un método mediante el cual, dado un entero », 
es posible obtener una serie de expresiones Álm, Alma, Áluz, ..., Alar donde Alo; 
es efectivamente calculable si m está dado, y si las expresiones Ala, (¿ = 1, 2, ..., 1-1) 
están dadas, y tal que, cuando » y todos los Ala, (hasta Alar, inclusive) son dados, el 
valor de Fr se calcula efectivamente. 
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Podemos hacer corresponder a cada Aln, un múmero entero y a cada serie de 
«ÁAln; un número entero obtenido a partir de los números que corresponden a los 
miembros de esta serie. 

Ahora estamos en situación de poder definir dos funciones auxiliares G y H, de 
la manera siguiente. 


1. La función G es una función de dos enteros tal que, si 4 es el número aso- 
ciado a la serie Alm;, Alng, ...., Almz, G aX tiene por valor el número asociado al Aln; 
(donde ¿ = k + 1). 

G aX tiene por valor 1 si k = r, (por tanto, si el cálculo termina en Al) y 
G 4 X tiene por valor O en los demás casos. 


2. La función H es una función de dos enteros tal que 


HnX=GnX siGnX*Y1l, 
y HnX=Fn siGnX=]1. 


Las expresiones Alo; serán efectivamente calculables si las funciones G y H lo 
son. Y si nos proponemos traducir esta condición, en el caso particular de G y H, 
imponiéndolas ser recursivas generales, podemos establecer que la función F es tam- 
bién recursiva general, 

Por otra parte, desde un punto de vista técnico, los resultados mencionados en el 
parágrafo precedente parecen indicar que las tres nociones de función recursiva ge- 
neral, de función A-definible y de función M-definible, al ser equivalentes, nos dan 
representaciones formales de una misma noción intuitiva. Y la idea de un cálculo 
que se puede efectuar por medio de uma máquina (idea básica de la definición de 
funciones M-definibles) corresponde a la idea de un procedimiento efectivo de 
cálculo. 


SECCIÓN 2.—EL TEOREMA DE CHURCH. 


151. ENUNCIADO DEL TEOREMA. 


El problema de la decisión en un sistema formal consiste, como se ha visto * 
encontrar un procedimiento efectivo que permita decidir, para toda proposición “de 
sistema, si es derivable o no. 

Este problema ha sido resuelto por la Lógica BIOPocion y para ciertas clases 
de proposiciones de la Lógica de Predicados de primer orden * 

CHURCH ha demostrado que el problema es insoluble dede el momento que se 
considera un sistema equivalente a la Lógica de Predicados de primer orden (tomada 


1? $ 38. 
15 $ 48. Para más detalles, véase $ 169. 
14 
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en su totalidad). Este resultado se basa en un teorema sobre las propiedades del 
cálculo LF-A. 


El Teorema de CHURCH se vincula al problema de los invariantes de conversión. 


Dada una transformación cualquiera en un conjunto En (es decir, una operación 
que haga corresponder a todo elemento de En un elemento de En), podemos buscar 
cuáles son los elementos del conjunto En que son invariantes respecto a esta trans- 
formación. 


Se denominará sistema de invariantes de conversión de LF-A a una clase de 
fórmulas (bien construidas) de LF-A * que permanece invariante respecto a toda con- 
versión ”, es decir, cuyos elementos pueden ser transformados los unos en los Otros 
por conversión. Tal sistema es completo si incluye todas las fórmulas del cálculo 
LF-A que pueden ser transformadas unas en Otras por conversión. 


El problema de los invariantes de conversión es el siguiente: ¿Es posible dar 
un procedimiento efectivo que permita determinar un sistema completo de invariantes 
de conversión? O, dicho de otra forma: Dadas dos fórmulas cualesquiera Y, e Y, 
¿es posible determinar de manera efectiva si Y, Cnv Y¿ o no? 


El Teorema de CHURCH responde negativamente a esta pregunta, demostrando 
que no existe sistema completo de invariantes de conversión efectivamente calculables. 


Si identificamos procedimiento efectivo y función recursiva (general) ”, el proble- 
ma puede expresarse como sigue: dada una aritmetización de LF-A” y dos fórmulas 
cualesquiera Y, e Y, ¿es posible construir una función recursiva dependiente de los 
números-G de Y, e Y, y cuyo valor sea 2 Ó 1 según que Y, Cnrv Y, o no? 


El Teorema se enuncia, pues, como sigue. 


(XXXVID Dadas dos fórmulas Y, e Y, de LF-A, no existe función recursiva F 
biargumental tal que el valor de F Ngd(Y,) Ngd(Y¿) sea 2 ó 1, según que Y, Cnv 
Y, o no”. 


152. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. 


La demostración se realiza a través de tres etapas. 


- 1. Se lleva a cabo una aritmetización de LF-A siguiendo el método indicado 
por GÓDEL. Dos fórmulas bien construidas no pueden tener el mismo número-G. 


1% En lo que sigue, cuando hablemos de fórmulas, se tratará siempre de fórmulas bien 
construidas. A | | 
- 2% O también: respecto a toda serie finita de aplicaciones de las operaciones de sustitución, 
de reducción y de expansión definidas en el $ 146. 
22 En lo que sigue, la expresión función recursiva significará función recursiva general. 
22 Véase $ 68. 
23 CHURCH 8, $ 8, Teorema XIX. 
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2. Se establece con bastante facilidad el lema siguiente * 


(XXXVID El problema que consiste en hallar una función recursiva F (biar- 
gumental) tal que el valor de FE Ngd(Y,) Ngd(Y;) sea 2 Óó 1 según que Y, Cnv Y, 0 
no, es equivalente al problema de encontrar una función recursiva G (uniargumental) 
que dependa del número-G de una sola fórmula Yy, tal dias el. valor de G Ndg(Y5) 
sea 2 6 1 según que Yy tenga una fórmula normal o no* 


3. Se establece el Teorema * 


(XXXIX) Dada una ivi Y,, no existe función recursiva G (uniargumental) 
tal que el valor de G Ngd(Y,) sea 2 ó 1, según que Y, tenga una forma normal o no. 


La demostración de este teorema utiliza el procedimiento de la aa2onal”. dE 
Supongamos que la función G existe. 


S 


Entonces, si 4, es el número-G de la fórmula Y, y si Y, tiene forma normal, G 
1 = 2. Y si Y, no tiene forma normal, G 4, = 1. 

Bajo este supuesto es posible determinar para toda fórmula bien construida si 
ésta es o no convertible en una de las fórmulas N,, N,, .... (correspondientes a los 
enteros). 

Dada una fórmula bien Aca Y es suficiente la utilización de la función G 
para determinar si Y, tiene una fórmula normal o no. En el primer caso podemos 
obtener esta fórmula normal, en virtud de una propiedad general de las fórmulas de 
LF-A. (Es posible asociar a toda fórmula bien construida Y, una función recursiva que 
enumere las fórmulas que se puedan obtener a partir de Y, por conversión *.. Basta 
entonces con comprobar si esta forma normal a la forma 1 Y, Y, Y, (E, (... (E, X,) 

...)), es decir, es una de las fórmulas N,, N,, ... 

Por otra parte, se puede demostrar que el conjunto de las formas bien « construi- 

das que tienen forma normal es recursivamente enumerable 3 | 


Sea, pues, Yes, Yes, Yez, ... una enumeración efectiva de las fórmulas bien cons- 
truidas de LF-A que tienen forma normal. 


Definamos a continuación una función de enteros de un argumento H, de la 
forma siguiente : | 


Ñ Hn=1. si Yen N, no es convertible en una de las fórmulas 
N,, No, ....y : . Ñ : : 
y _Hn=m-+1l si Ye, N, Crv Na 


En virtud de lo que hemos visto, esta función H puede representarse por medio 
de una función recursiva y, puesto que toda función recursiva es A-definible, es 


24 CHURCH 8, $ 8, Lema. 

25 Véase $ 146. 

26 CHURCH 8, $ 8, Teorema XVIII 
27 Véase CAPITULO ll, nota 70. 

* CHURCH 8, $ 6, Teorema XII. 

2% CHURCH 8, $ 6, Teorema XV. 
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representable por una fórmula de LF-A, que designaremos Y, Esta fórmula Y, se 
puede construir y se puede demostrar muy simplemente, que posee una forma normal. 


Pero esta fórmula Y,, es diferente de las fórmulas Ye,, Yo, Yez, ...., pues Yy 
representa a H, en virtud de la definición de una función A-definible, cuando 
Hmn=1l, es decir, cuando Ye, N, no: es convertible en una fórmula N, Y, 
N, Cnv N,, y por tanto la fórmula Y,, es diferente de la fórmula Ye,, y cuando 
Hmn = m + 1, es decir, cuando Ye, N, Cry Ny, entonces Y Nn Cnv Nnp+1 y la 
fórmula Y, es, por tanto, diferente de la fórmula Yer. | 


Así, cualquiera que sea z, la fórmula Y, es diferente de la fórmula Yo, . 


Terminamos, por tanto, en una contradicción: la enumeración Ye, Yo, 
contiene todas las fórmulas de LF-A que poseen una forma normal. 


Rechazaremos, por tanto, muestra hipótesis de partida y el Teorema está esta- 
blecido. 


153. APLICACIÓN DEL T'EOREMA DE CHURCH AL PROBLEMA DE LA DECISIÓN. 


El Teorema de CHURCH permite establecer un corolario sobre el problema de la 
decisión. 


Este corolario utiliza una Hipica cdi de coherencia, la w-coherencia en 
sentido fuerte * 


Sea un sistema LF que incluye constantes individuales correspondientes a los 
enteros. Se dice que este sistema es w-coherente en sentido fuerte si, para todo predi- 
cado A? de EF, se da la condición siguiente: si las proposiciones (E 0) A? (0) es de- 
rivable en LF, una al menos de las proposiciones  Á*k no es derivable en LF. 


El Corolario puede enunciarse como sigue ” 


(XL) Si un sistema LF es w-coherente en sentido fuerte y lo suficientemente 
capaz para permitir ciertos procedimientos relativamente simples de definición y 
demostración (estas condiciones se reducen, poco más o menos, a las condiciones ge- 
nerales del Teorema de GÓDEL?*), tal sistema no es rasorae (en sentido sin- 
táctico) *, 


Sean Y, e Y, dos fórmulas de LF-A, y sean 2% y %z sus respectivos números-G. 
Consideremos el enunciado metateórico: La fórmula Y, es convertible en la Y... 


39 CHURCH denomina a esta hipótesis strong w-comsistency. Véase CHURCH 6. CHURCH 
utiliza esta hipótesis en lugar de la «coherencia para obtener una demostración constructiva. 

22 CHURCH 8, $ 8. También CHURCH 6. 

2 Véase $ 107. 

32 Véase $ 38. 
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Es posible demostrar el teorema siguiente: para toda fórmula de LF-A, el con- 
junto de las fórmulas en las cuales es convertible esta fórmula, es recursivamente 
enumerable. 

Más exactamente: existe una función recursiva biargumental, Enm-A, tal que si 
z4 es el número-G de una fórmula Y, (Enm-A n u,) es el número-G de la n-ésima 
fórmula en la cual Y, es convertible *. 

Decir que Y, es convertible en Y, equivale a afirmar: Y, forma parte de la 


serie de fórmulas que se pueden obtener a partir de Y, mediante reglas de transfor- 
mación de LF-A. O también: 


(EX) (Enm-A X 4 = 2). 


Denominemos Á a este enunciado. 

El sistema LF se supone lo suficientemente capaz para que este enunciado sea 
representable en LF; para ello basta con que este sistema responda a la condición 
3 del $ 107. 

Por tanto, podemos suponer que existe en LF una expresión funcional Énm-A y 
una constante predicativa = tales que el enunciado A esté representado en LF por 
la proposición Y: 

(EX) (Enm-A E Nu = Nuz), donde Nu, y Nuz son las pisas de LF que 
representan a los enteros 4, y tt. 

Si el enunciado Á es cierto, esta proposición es derivable en LF. Efectivamente, 
se podrá derivar una secuencia de proposiciones del tipo (EÉnm-A x, Nu = ko») y final- 
mente una proposición (Énm-A N, Nu = Nuz). De aquí se podrá derivar: (EX) 
(EÉnm-A E Nu, =S Nu) de 

Por otra parte, si Á no es cierta, esta proposición no podrá derivarse de LF. 

En efecto, supongamos que sea derivable. 

Como Y, no es convertible en Y, tendremos, cualquiera que sea 7: 


= (Enm-A n u, = ta). Y todas las proposiciones de la forma 
— (Enm-A k Nu = Nuz) serán derivables en LF. 


Pero esto contradice la hipótesis de la w-coherencia en sentido fuerte. 

Si el sistema LF fuese resoluble sería posible dar un procedimiento efectivo que 
permitiese decidir si la proposición (EX) (EÉnm-A € Nu, = Nuz) es derivable o no 
en LF. 

Pero, al mismo tiempo, se tendría un procedimiento efectivo que permitiese de- 
cidir si Y, es convertible en Y, o no, lo que, en virtud del teorema, es imposible. 

CHURCH ha demostrado en particular que la Lógica de Predicados de primer 
orden responde a las condiciones de este corolario y que, por consiguiente, no es 
resoluble *, Con mayor razón el sistema de los Principia Mathematica, que es mucho 
más capaz, es no-resoluble. 


24 CHURCH 8, $ 6, Teorema XII. | 

5 Esta derivación puede practicarse en todo sistema que contenga los axiomas y reglas de 
la Lógica de Predicados de primer orden. 

88 CHURCH 5 y 6. 
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Hasta aquí, el problema de la decisión ha sido considerado bajo forma sintáctica. 
También se le puede enfocar bajo su forma semántica. 

El resultado de GÓDEL sobre la saturación semántica de la Lógica de Predicados 
de primer orden permite extender el resultado de CHURCH al punto de vista se- 
mántico. GÓDEL ha demostrado que toda proposición válida de la Lógica de Predi- 
cados de primer orden es derivable y recíprocamente *. Si esta Lógica fuese resoluble 
en sentido semántico, también debiera serlo en sentido sintáctico. 

Pero al no ser resoluble en sentido sintáctico, tampoco lo es en sentido semántico. 

Pero la demostración dada por GÓDEL de la propiedad anteriormente expuesta, 
no es constructiva, por lo que sólo puede aceptarse con reservas. 


154. COROLARIOS DEL TEOREMA DE CHURCH. 


El Teorema de CHURCH incluye dos corolarios importantes que se incorporan 
resultados obtenidos por KLEENE. 

1. (XLD El conjunto de las fórmulas bien construidas de LF-A que no tienen 
forma normal no es recursivamente enumerable *. 


Como se puede establecer en general que el conjunto de las fórmulas bien construi- 
das es recursivamente emumerable *, este corolario da el ejemplo de un conjunto 
recursivamente enumerable que se compone de dos conjuntos separados, de los 
cuales uno es recursivamente enumerable y el otro no, y que no es, por tanto, re- 
cursivo *, | 


El segundo corolario da un ejemplo de función no-recursiva. 

2. (XLID Sea una función F de enteros, de un argumento, definida como 
sigue: Fn=26 1 según que n sea o no el náúmero-G de una fórmula de LF-A que 
tenga una forma normal, Esta función E no puede ser una función recursiva”. 


SECCIÓN 3.—LOS RESULTADOS DE KLEENE Y DE TURING. 


155. Los RESULTADOS DE KLEENE, 


Resultados análogos a los de CHURCH han sido obtenidos por KLEENE y por 
TURING. Donde CHURCH utiliza la noción de función A-defímible, KLEENE utiliza 


27 GÓóDEL 2. 

2% CHURCH 8, $ 8, Corolario 1. 
22 CHURCH 8, $ 6, Teorema VIL 
“0 Véase $ 62. 

* CHURCH 8, $ 8, Corol. 2. 
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la de función recursiva general y TURING la de función M-definible. Como estas tres 
nociones son equivalentes, es, pues, normal que puedan llevar a resultados del mis- 
mo tipo. | 

CHURCH demuestra que no es posible caracterizar recursivamente la noción de 
fórmula que posea una forma normal; igualmente, KLEENE demuestra que no es 
posible caracterizar recursivamente la noción de función recursiva general. 

El lema establecido por KLEENE * le permite, en efecto, demostrar : 


(XLIUD La clase de las ecuaciones que definen funciones recursivas generales no 
es recursivamente enumerable *, 


Dicho de otra forma, no hay función recursiva F que posea las dos propiedades 
siguientes : 
— Cualquiera que sea n, Fn tiene por valor el número-G de un sistema de ecua- 
ciones que permite definir una función recursiva general. 
— Para todo m que es el número-G de un sistema de ecuaciones como el citado, 
existe un rn tal que Fn = m, 


En efecto, sea una función F que posea estas propiedades. Haciendo uso del pre- 
dicado PX! “, cualquiera que sea », se puede escribir : | 


(X) (EY) Ph] (En) XY. 


(Cualquiera que sea 2 y cualquiera que sea X, existe un Y que es el número-G 
«de una ecuación de la forma GX = f, que se puede deducir del sistema de ecuaciones 
cuyo número-G es Fr.) 

En tal caso, con mayor razón, haciendo n = X: 


(X) (EY) Pkl (FX) XY. 
Y el lema permite entonces decir: 


Existe un número 4 tal que (X) (EX) Pkl h XY, 
y tal que, para ningún mm, se tiene F m = b, 

Habría, por tanto, un sistema de ecuaciones cuyo número-G no figuraría entre 
los valores de F, lo que contradiría la definición de F. 


Por consiguiente, la función F no puede existir. 

Como la clase de las ecuaciones que definen funciones recursivas generales no es 
recursivamente enumerable, no es recursiva “. No existe, pues, procedimiento efectivo 
que permita decidir si una ecuación dada define o no una función recursiva general. 

Este teorema permite obtener cofolarios análogos a los del Teorema de CHURCH. 


1. (XLIV) La clase de las X tales que — (EY) Pkl X X Y no es recursivamen- 
te enumerable %, 


12 Véase $ 113. : 
4% KLEENE 5, pág. 739, Teorema XI. 
- 4 Véase $ 112. 
* KLEENE 5, pág. 739. Teorema XII. 
** KLEENE 5, pág. 741. Teorema XVI. 


És 
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Este corolario se basa sobre la propiedad siguiente : 


La clase de las X tales que (EY) Pkl X X Y mo sea recursiva, es, sin embargo, 
recursivamente enumerable *. | 


2. (XLV) La función Min y [PRI X X Y] no es recursiva $, 


En efecto, se puede demostrar que esta función es diferente de cada función: 
recursiva, al menos para un valor de su argumento X. 


156. EL TEOREMA DE TURING. 


TURING ha obtenido resultados análogos en su teoría de las máquinas. 


La noción central sigue siendo la de procedimiento efectivo, pero TURING propone 
precisarla utilizando la idea de máquina: se dirá que existe un procedimiento efectivo 
que permite decidir si una cierta propiedad pertenece o no a un cierto objeto, si se 
puede describir una máquina que permita resolver automáticamente este problema. 
(Así, por ejemplo, se hará corresponder biunívocamente a los objetos del dominio 
estudiado números enteros, y se dirá que la propiedad en cuestión pertenece o no al 


número sz según que la m-ésima cifra de la serie numérica calculada por la máquina 
sea061)*. 


Una máquina-T puede caracterizarse por su programa. Este se presenta en forma 
de un cuadro. Si se escriben las líneas de este cuadro unas a continuación de otras, 
separándolas por medio de signos de conjunción, se puede, gracias a un sistema 
apropiado de notaciones, representar este programa por medio de una serie de 
símbolos. Haciendo corresponder biunívocamente múmeros enteros a los símbolos 
utilizados, se puede reemplazar esta serie de símbolos por un número al que se 
denomina rámero-D de la máquina y que sirve como definición de ésta. Así, pues, a 
cada máquina-T va asociado un námero-D, y sólo uno. 


KLEENE demuestra que no existe procedimiento efectivo que permita decidir sk 
un sistema dado de ecuaciones define o no una función recursiva general. También 
demuestra 'TURING que no existe procedimiento efectivo que permita decidir si un 
número dado es o no el número-D de una máquina-T no circular. Se denominará 
máquina de decisión (o máquina Ma-D) a una máquina * dotada de la propiedad 
siguiente: si 2 es un número entero cualquiera, cuando se provee a la máquina del 
dato m (máquina Ma-D) ésta escribe O ó 1, según que » sea o no el número-D de una 
máquina no-circular Ma, cualquiera que sea la máquina Ma. 


17 KLEENE 5, pág. 741. Teorema XV, y demostración del Teorema XVI. 

18 KLEENE 5, pág. 741. Teorema XIV. | 

1% También se podría decir: para TURING, un procedimiento de decisión es efectivo si se 
le puede representar por medio de una función M-definible. 

5% En todo lo que sigue, el término máquina significara máquina-T. 
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El Teorema de “TURING puede formularse como sigue: 


(XLVD) No es posible definir una máquina de decisión”. 


157. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE TURING. 


Supongamos que existe una máquina Ma-D como la descrita. Esta hipótesis 
conduce a una contradicción. 


La demostración se apoya en la utilización del procedimiento de la diagonal. 

Denominemos náúmero-D de una serie M-definsble al número-D que va asociado 
a la máquina que escribe esta serie. Imaginemos las series M-definibles clasificadas. 
según el orden (de magnitud creciente) de sus números-D y designemos por Sy, la 
n-Éésima de estas series, y por Seg-n m la m-ésima cifra de Sy, *. 

Definamos también una serie $y, como sigue: 

La m-ésima cifra de Sy, es Seg-m n, es decir, la m-ésima cifra de la serie Sy. 


Si la máquina Ma-D existe, se puede construir, combinando Ma-D con la má- 
quina universal Ma-U, una máquina Ma-G que calcule la serie Syp, 
El funcionamiento de esta máquina puede describirse de la manera siguiente: 


Se somete a la máquina Ma-D la serie de los números enteros sucesivos, y la má- 
quina Ma-D selecciona aquellos que son los números-D de una máquina no-circular ; 
la máquina Ma-U calcula entonces el número buscado de términos de la serie co- 
rrespondiente. 


Más exactamente, las Operaciones se realizan por etapas sucesivas. 


En la k-ésima etapa, la máquina Ma-G escribe el entero k, y la máquina Ma-D 
determina si £ es el número-D de una máquina no circular. 


Designemos por (Nmc j) el número de enteros comprendidos entre O y j, que 
son los números-D de una máquina no-circular. En el curso de las (4 — 1) primeras 
etapas, Ma-D ha aislado [Nwmc (k — 1)] enteros de este género. (Por supuesto, 
Nimc (£ — 1) puede ser nulo.) 

Si £ es el número-D de una máquina no-circular, Nic k = [Nmc (R— 1)] + 1. 

Entonces, la máquina Ma-U entra en acción y calcula los (Nic 2) primeras cifras 
de la serie definida por la máquina cuyo número-D es k, 


La última cifra de esta serie es la (Nmc k)-ésima cifra de la serie Syp, y será 
escrita por la máquina a continuación de las [Nmc (K-— 1)] cifras ya expresadas. 


Si k no es el número-D de una máquina no-circular, Nic k = Nonc (k— 1). 

A continuación, se pasa a la etapa siguiente: examen de (k + 1), y así sucesi- 
vamente. | 1 

La máquina Ma-G es no-circular. 


%2 TURING 1, $ 8, págs. 246-258. 
*2 La función $eg-n es una función de selección sobre la serie M-definible Syn. 


218 Limitaciones internas de los formalismos 


Cada etapa finaliza después de un número finito de operaciones, pues Ma-D 
emite su veredicto en un número finito de operaciones, y si Ma-U debe intervenir, 
como Ma-U es no-circular, el resultado buscado se obtiene en un número finito de 
Operaciones. 


Existe, pues, un número g que es el número-D de la máquina Ma-G. 
¿Qué sucederá en la g-ésima etapa? 

La máquina Ma-D no puede dar como resultado 1, pues Ma-G es no-circular. 
Pero tampoco puede dar como resultado 0. | . 


En efecto, si fuese así, la máquina Ma-U debería entrar en acción y calcular la 
(Nmc g)-ésima cifra de la serie definida por la máquina cuyo número-D es g, es 
decir, por la máquina Ma-G misma. Podría perfectamente dar las (Nmmc g — 1) prime- 
fas cifras de esta serie, puesto que ya han sido calculadas por Ma-G. Pero nunca po- 
drá dar la (Nmc g)-ésima cifra de la serie, por la razón de ser ésta, precisamente, la 
que se trata de calcular ahora. | 


Es en este punto donde se percibe el carácter circular de la hipótesis introducida. 
Efectivamente, la máquina Ma-G va a tener que enfrentarse con las instrucciones si- 
guientes: Calcular las (Nmc g) primeras cifras calculadas por Ma-G y escribir la 
(Nimc g)-ésima. 


No habrá ninguna dificultad para las (Nmc g — 1) primeras cifras, pero cuando 
se trate de calcular la (Nmc g)-ésima nos encontraremos exactamente ante las mis- 
mas instrucciones. 

La máquina Ma-G se pondrá indefinidamente a repetir las mismas Operaciones. 
En otros términos, esta máquina es circular, y la máquina Ma-D no podrá, por tanto, 
dar O como resultado cuando tenga que examinar el entero g. 

Los dos veredictos son, por consiguiente, igualmente imposibles. La máquina 
Ma-D es, pues, deficiente, al menos para un entero determinado, lo que equivale a 
decir que no existe máquina Ma-D. 


158. COROLARIO DEL TEOREMA DE TURING. 


TURING deduce de su teorema un importante corolario que proporciona un ejem- 
plo de una propiedad no-efectiva, 

(XLVID No es posible construir una máquina Ma-Em que permita determinar 
si una máquina dada Ma-m escribe o no un simbolo dado * 

Una máquina Ma-Em tendría la propiedad siguiente: ads se le da a título 
de dato el número-D de una máquina no-circular Ma-mm, escribe O ó 1 según que 
Ma-m escriba un cierto símbolo (por ejemplo 0) en su resultado o no. 


$2 TURING 1, $ 8. 
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La demostración se hace nuevamente por reducción al absurdo, ligando la exis- 
tencia hipotética de Ma-Em a la de Ma-D. 

Supongamos que la máquina Ma-Em existe. 

En tal caso, se podría construir una máquina Ma-Hm que determinaría si Ma-m 
escribe O un número infinito de veces o no. 2 

Sea Ma-m, una máquina que escribe la misma serie que Ma-m, con la única dife- 
rencia siguiente: cuando Ma-m escribe su primer 0, Ma-m, escribe w. Sea Ma-m, una 
máquina que reemplaza así a los dos primeros O de Ma-m por w. Y así sucesivamente. 

Se puede construir una máquina Ma-Fm que, cuando se le alimenta con el número- 
D de Ma-m, escribe sucesivamente los números-D de Ma-m,, de Ma-m,, de Ma-m,, etc. 

Es posible entonces combinar Ma-Em y Ma-Fm para obtener una máquina 
Ma-Gm que opere como sigue: o 


En la primera etapa de su cálculo, Ma-Gm utiliza Ma-Fm para escribir el núme- 
do-D de Ma-m, Ma-Em interviene entonces para determinar si Ma-m, escribe O o 
no en su resultado (al menos una vez). Si la respuesta es negativa, Ma-Gm escribe 0. 
Á continuación, interviene de nuevo Ma-Fm para dar el número-D de Ma-m, y 
Ma-Em examina este número-D. Si Ma-m, no escribe nunca 0, Ma-Gm escribe un 
segundo 0. Y así sucesivamente. 

- Combinando Ma-Gm con Ma-Em se obtiene la máquina Ma-Hm, Ma-Em per- 
mite conocer si Ma-Gm escribe O al menos una vez. Si Ma-Gm escribe O al menos 
una vez, es que Ma-m no escribe O un número infinito de veces. (Existe al menos 
una máquina Ma-m, que nunca escribe O, al ser reemplazados todos los O de Ma-m 
por u.) 

Si Ma-Gm no escribe nunca 0, quiere decir que todas las máquinas Ma-.m, escri- 
ben 0, cualquiera que sea j; por consiguiente, Ma-m escribe O un número infinito 
de veces. 

Por un procedimiento análogo, se puede construir uma máquina que permita 
decidir si Ma-mm escribe 1 un múmero infinito de veces o no. Y así sucesivamente. 

Combinando estos diversos procedimientos (para las diferentes cifras), se podrá 
obtener una máquina que haga posible determinar si Ma-m escribe una infinidad 
de cifras, es decir, si Ma-m es no-circular. (Si Ma-mm fuese circular, no se podría re- 
basar una cierta etapa del cálculo, y, por consiguiente, la serie efectivamente calcu- 
lada sería finita.) 

Es así que el teorema principal nos muestra que no existe una máquina que 
cumpla estos requisitos. | 

Por consiguiente, la máquina Ma-Em no existe. 


159. Los RESULTADOS DE TURING Y EL PROBLEMA DE LA DECISIÓN. 
Estos resultados permiten a TURING coincidir, mediante su teoría de máquinas, 


con los resultados de CHURCH sobre el problema de la decisión. TURING considera 
directamente la lógica de predicados de primer orden. El resultado obtenido es váli- 
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do para toda la extensión de este cálculo y, por tanto, para los cálculos de orden su- 
perior. Y, a fortiori, para el sistema de los Principia Mathematica, que incluye una 
teoría completa de los tipos. 

CHURCH reduce el problema de la decisión a un problema del cálculo de la con- 
versión-A ; 'TURING lo centra en un problema de la teoría de máquinas. 

Su demostración puede esquematizarse como sigue: 


Sea una cierta máquina Ma, y sea m, su número-D. 

Podemos introducir predicados que correspondan a ciertas propiedades y Opera- 
ciones de la máquina, y construir, sirviéndonos de estos predicados, un enunciado 
Unm mm. que signifique: La máquina Ma escribe el simbolo O en el curso de una de 
las etapas de su funcionamiento. 


Completando la lógica de predicados de primer orden con ciertas constantes pre- 
dicativas y los axiomas que les corresponden, se obtiene un sistema LFP-A (lógica 
de predicados aplicada), en el cual el enunciado Unm »m, sea representable por me- 
dio de una proposición Anm Nm, * 


TURING establece dos lemas. 


Primer lema. (XLVIMD). $: el símbolo O aparece en el curso de una de las eta- 
pas de funcionamiento de la cai Ma, la proposición UÚnm Nm, es derivable en 
LFP-A *, 

Segundo lema. (XLIX). Si la proposición Unm Nm, es derivable en LFP-A, 
la máquina Ma escribe el símbolo O en un momento dado *. 


Si el problema de la decisión puede ser resuelto por el sistema LFP-A, se dispone 
de un procedimiento efectivo que permitirá “decidir si la proposición Unm Nm, es 
derivable o no, y, por tanto, si la máquina Ma escribe o no el símbolo O en el curso 
de su funcionamiento. Si se descubre la existencia de un procedimiento efectivo en 
el de una máquina adecuada, se ve que esta conclusión contradice el corolario del 
parágrafo precedente (XLVII (158)). De aquí, se sigue que el problema de la decisión 
no puede ser resuelto para LFP-A., 

Se puede demostrar que, si el problema de la decisión pudiese resolverse para la 
lógica de predicados de primer orden, también podría resolverse para la LFP-A *. 


(L) La lógica de predicados de primer orden no es, pues, resoluble (en el sen- 
tido sintáctico). 


Para todo sistema coherente saturado sintácticamente en el sentido fuerte, es de- 
cir, con proposiciones derivables o refutables, el método de “TURING ofrece un pro- 
cedimiento efectivo de decisión. 


Efectivamente, se puede aritmetizar este sistema y construir una máquina que 
escriba sucesivamente los números-G de todas las proposiciones derivables del sis- 


La expresión Nma representa en LFP-A el entero a. 

$5 TURING 1, $ 11, pág. 261. Lema 1. 

** TURING 1, $ 11, pág. 262. Lema 2. 

Por una argumentación análoga a la utilizada por CHURCH $5, pág. 41. 
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tema. Dada una proposición A, la máquina escribe, en un momento dado, Ngd(A) o 
Ngd(— A). 

En el primer caso, se sabe que A es derivable. En el segundo, puesto que el sis- 
tema es coherente, se sabe que A no es derivable. 


Una función se dice que es M-definible si la serie de sus valores puede represen- 
tarse por una serie M-definible. Dada la equivalencia que existe entre las nociones 
de función M-definible y función recursiva general, la noción de serie M-definible 
es equivalente a la de conjunto recursivamente enumerable, Decir que los números 
asociados a las proposiciones derivables de un sistema pueden escribirse sucesiva- 
mente mediante una máquina-T, equivale, pues, a decir que estas proposiciones for- 
man un conjunto recursivamente enumerable. 


Pero la expresión procedimiento efectivo de decisión se puede entender en un 
sentido más exigente. Así, se dirá que existe un procedimiento efectivo que permite 
decidir si una proposición de un sistema LF es derivable o no, si se puede poner a 
punto una máquina Ma que tenga la propiedad siguiente: si el número asociado 
a una proposición A es n, la n-ésima cifra de la serie escrita por la máquina Ma es 0 
ó 1, según que A sea derivable o no en LF. Esto equivale a decir que existe una fun- 
ción recursiva general que toma el valor O ó 1, según que A sea derivable o no en 
LF. O también, que el conjunto de las proposiciones derivables de LF es recursivo 
(general). | | 

Como un conjunto recursivamente emumerable no es necesariamente recursivo, 
estos dos métodos de decisión no coinciden, y el primero puede aplicarse a siste- 
nas a los cuales no se aplicaría el segundo. 


SECCIÓN 4.—LOS METODOS DE POST. 


160. SISTEMAS CANÓNICOS Y SISTEMAS NORMALES. 


PostT ha desarrollado una teoría de conjuntos recursivos muy parecida a la teoría 
«de funciones recursivas y que le ha permitido abordar desde otro ángulo los proble- 
mas de decisión. La teoría de POST es tanto más interesante para el punto de vista 
«que mos ocupa, pues conduce a una forma simplificada del teorema de GÓDEL. De 
.esta forma manifiesta el vínculo que existe entre el problema de la decisión y la exis- 
tencia de proposiciones indecidibles. | 

El método de PosT descansa sobre la consideración de sistemas que obedecen a 
«ciertas condiciones de estructura, a los que llama sistemas canónicos, 


Un sistema canónico queda definido cuando responde a las condiciones si- 
guientes: | 
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1. El número de sus componentes primitivas es finito. 


2. El número de axiomas es finito, y cada axioma se compone de una serie 
finita de componentes primitivas. 


3. El número de reglas de derivación es finito, y cada regla adopta la forma de 
un esquema que permite plantear, a partir de un conjunto finito de premisas, una 
cierta conclusión. Estos esquemas presentan la forma general que se expone a con- 
tinuación : 


Sy, pm SY e A ale ai id Acida Sy, m 2 m' Sy (m' +1) 
S Y12 3 SY 2. A E S Y2 m” > m” $ Y2 (m”+1) 
SYx1 A SYxa pe A SYx Le dE) ik E) S)x ( +1 
Sy Zi, SY Zig A ade Sy m DA Sy (m+1) - 


En este esquema, los símbolos Sy, designan series finitas determinadas de com- 
ponentes primitivas; estas series se fijan en cada regla. Los símbolos 3; son variables 
sintácticas: pueden ser reemplazados por series finitas cualesquiera de componentes 
primitivas. Todas las premisas y la conclusión deben contener, al menos, un símbolo 


2;, y todo símbolo 3, que figure en la conclusión, debe figurar, al menos, en una de 
las premisas. 


El número de premisas (designado por el índice 2) es arbitrario, pero debe ser fini- 
to. En cada línea, el número de signos Sy, es igual al de 2, aumentado en una unidad. 
Este número (designado por el índice m(?) puede ser diferente en cada una de las 
filas. Determinados símbolos Sy, pueden designar una serie vacía, y cada uno de los 
símbolos 2; puede ser reemplazado por una serie vacía. 


Damos dos ejemplos de un esquema de este tipo. 

Consideremos un sistema canónico que incluye las siguientes componentes pri- 
mitivas: 

Oz, ...y ÚÓm, d,, ..., Da, C1, ...) Cp. 


Tal sistema podrá incluir el esquema: 
211 01 0s 


Si 2 Oz. 


Los símbolos Sy; y Sy1 del esquema general, corresponden aquí a series vacías. 
El símbolo >;, del esquema general es aquí 2. Los símbolos Sy y Sy del esque- 
ma general se reemplazan aquí por las series 01 03 y Mz M1. Este esquema significa : 
dada una serie determinada por los símbolos a, y az, inviértase el orden de estos. 
símbolos. 
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Nuestro sistema podrá también incluir el esquema: 


Or Oz 21 Qm-1 Úm 
b, ba Sa da-1 Bn 


C1 Ca 231 Cp Cp 


al b, 1 11 Qm  ÚD, Cp 
El símbolo Si, del esquema general es aquí S. 


Los símbolos Sy, SY, SYa, Sa, SY SY, SY, Sir del esquema general, se re- 
emplazan aquí, respectivamente, por las series Q1 Mz, Om-1 Om, D; Dz, Dni Dn, C1 Ca, 
Cp Cp, Or b, C1, Am ba Cp. 


Este esquema opera una transformación de la primera premisa utilizando el pri- 
mero y el último símbolo de cada uno de los dos siguientes. 


Los teoremas son los axiomas y todas las series finitas de componentes primitivas 
que es posible obtener de los axiomas mediante la aplicación de reglas (esquemas). 


Se dice que un sistema es mormal si es canónico y, además, obedece a las condi- 
ciones siguientes: 


1. Incluye solamente 1 un axioma (o una sola serie inicial de componentes pri- 
mitivas). i 


2. Cada regla es del tipo simple : 
Sy >, 


o 


2 Sy, 


161. EL PROBLEMA DE LA DECISIÓN PARA LOS SISTEMAS CANÓNICOS Y PARA 
LOS SISTEMAS NORMALES. 


El problema de la decisión para un sistema canónico o normal es el siguiente: 
encontrar un procedimiento efectivo que permita determinar si una serie finita de 
componentes primitivas del sistema constituye un teorema o no. 


PostT demuestra que todo sistema canónico LF, puede reducirse a un sistema 
normal LF... 


Más exactamente: dado un sistema canónico LF,, se puede formar un sistema 
normal LF, tal que las componentes primitivas de LF, forman parte del conjunto de 
las componentes primitivas de LF, y que los teoremas de LF, sean los teoremas de 
LF, que no llevan otras componentes positivas que las de LF, *. 


5 PosT 3. 
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De aquí se sigue que el problema de la decisión para los sistemas canmónicos se 
reduce al problema de la decisión para los sistemas normales. 

La mayor parte de los sistemas formales que se utilizan no son sistemas canóni- 
<Os, pero se puede demostrar, para una clase muy amplia de sistemas, que el proble- 
ma de la decisión para estos sistemas se reduce al problema de la decisión para los 
sistemas canónicos. | 

El problema general de la decisión para la clase de los sistemas canónicos (o para 
Jos sistemas normales) es el siguiente: encontrar un procedimiento efectivo que per- 
Mita resolver el problema de la decisión para cada uno de los sistemas de esta clase. 

PosrT sostiene que, en 1921, había esbozado la demostración de dos teoremas 
muy importantes sobre los problemas de decisión. | 


1. (LD El problema de la decisión para el sistema de los Principia Mathema- 
tica se reduce al problema de la decisión para un sistema canónico, y lo mismo su- 
cede para una amplia clase de sistemas emparentados con los de los Principia Ma- 
thematica. 


2. (LID El problema general de la decisión para la clase de sistemas normales 
£s insoluble. 


Igualmente sostiene que, a partir de éstos, había entrevisto la posibilidad de de- 
amostrar el siguiente teorema, prefiguración del de GÓDEL. 


(LID Todo sistema formal que comprende solamente un número finito de 
axiomas contiene proposiciones indecidibles * y puede extenderse de tal forma, que 
estas proposiciones se hagan decidibles, 

Pero POST nunca ha publicado demostración de estos resultados. 

Por el contrario, ha indicado * que es posible, apoyándose en los resultados con- 
seguidos por CHURCH, demostrar de manera rigurosa el teorema LII anteriormente 
expuesto ($ 161). 

Consideremos el problema siguiente: encontrar un procedimiento efectivo que 
permita determinar si una fórmula bien construida del sistema LF-A tiene o no una 
forma normal. Se puede demostrar que este problema puede reducirse a un proble- 
ma de decisión para un cierto sistema canónico, y, por e aa para un cierto 
sistema normal LF, 

CHURCH ha dado una demostración explícita de este lado E 

Si se identifican los conceptos de procedimiento efectivo y función recursiva, se 
deduce del corolario 2 del $ 154 (enunciado XLII (154)) que el problema de la de- 
cisión para un sistema LF, es insoluble. Y como el problema general de la decisión 
para la clase de sistemas mormales (y, por consiguiente, para la de los sistemas canó- 
micos) es insoluble. 


5 PosT 3, pág. 215, nota 18. V 

* Se trata de proposiciones correspondientes a enunciados del tipo: Tal serie de componen- 
tes primitivas es un teorema de tal sistema formal. 

e Post 3. 

% CHURCH 14, pág. 51. 
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PostT ha demostrado también este resultado por un procedimiento indirecto, sin 
utilizar los resultados de CHURCH, apoyándose únicamente sobre su teoría de los 
conjuntos recursivos. 


162. (CONJUNTOS RECURSIVOS Y CONJUNTOS RECURSIVAMENTE ENUMERABLES. 


La teoría de POST puede ser incorporada a la de las funciones recursivas. 


Consideremos un grupo de letras 01, M2, .... Mm, y el conjunto En de las series 
finitas que pueden formarse por medio de estas letras. 


Se dice que un subconjunto En, de En es un conjunto normal respecto al grupo 
de letras 0, 0%, ..., Am, Si existe un sistema normal que incluya estas letras entre sus 
componentes primitivas y tal que el conjunto de las series Em, constituya el conjunto 
de los teoremas de este sistema que no contiene otras componentes primitivas que 
las letras Q;, Q2, ..., Am. 


Se dice que un subconjunto En, de En es un conjunto binormal respecto al grupo 
de letras 01, M2, ..., Mm si es mormal (respecto a este grupo de letras) y si su com- 
plemento En, (respecto a En) es normal (respecto al grupo de letras 01, 0, ..., Qm). 


Un subconjunto En, de En es, pues, un conjunto binormal respecto al grupo de 
letras Q1, M2, ..., Am, Si existen dos sistemas mormales LF, y LF, que incluyan estas 
letras entre sus componentes primitivas, y tales que el conjunto de las series En, y 
su complemento En, (respecto a En) constituyan, respectivamente, el conjunto de los 
teoremas de LF, que mo contienen otras componentes primitivas que las letras a,, 
02, ..., Um. 


Se puede demostrar que la noción de normalidad corresponde con la de enume- 
rabilidad recursiva y que la noción de binormalidad corresponde con la de recursi- 
vidad general $, 


La noción de sistema normal proporciona, por tanto, una nueva representación 
formal de la noción de procedimiento efectivo y permite obtener resultados empa- 
rentados con los de CHURCH, KLEENE y TURING. 


En lugar de considerar conjuntos normales respecto a un cierto grupo de letras, 
puede ser suficiente —para obtener una correspondencia más explícita entre la no- 
ción de normalidad y la de enumerabilidad recursiva— considerar sistemas normales 
que poseen solamente dos componentes primitivas: 1 y O. 


Denominemos a tal sistema: sistema normal numeral. Un entero n podrá estar 
representado por una serie de 2 símbolos 1; O desempeña el papel de un símbolo 
auxiliar. 


es PosT 3. 
15 
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Las reglas serán del tipo: 
0103 
21001. 


(Esta regla se aplica a una serie que comienza por la serie parcial O 1 0: supri- 


me esta serie parcial y escribe, a continuación de lo que queda, la serie parcial 
1001.) 


Sea Sy, la serie de componentes primitivas que constituyen el axioma del sistema. 
Las series derivadas son todas las que se pueden derivar de Sy, por medio de reglas. 
Entre estas series derivadas se pueden encontrar series de 1 que representen enteros. 
Así, todo sistema mormal numeral determina unívocamente un cierto conjunto de 
enteros (eventualmente vacía): el conjunto de las series derivadas del tipo 1 ..... 1. 

Se puede demostrar que todo conjunto recursivamente enumerable de enteros es 
el conjunto de enteros definido por un cierto sistema normal numeral, e inversa- 
mente *. 

Se denomina base de un sistema normal la serie de símbolos : 


Ya; SY 0 24 Sy; SYa a Ds SYoz ; vado SYn1 2 SYn2. 


(Esta serie representa el axioma único y el conjunto de las reglas del sistema.) 

Gracias al procedimiento de aritmetización se puede hacer corresponder a esta 
serie de símbolos un número entero que determine unívocamente el sistema en 
cuestión. El conjunto de bases es numerable, lo que demuestra que la clase de los 
conjuntos recursivamente enumerables es numerable. 


Este conjunto puede ser ordenado (por ejemplo, según el orden de magnitud de 
los enteros correspondientes). 


Sobre la base de estos conceptos, POST redescubre ciertos teoremas establecidos 
por KLEENE mediante su teoría de las funciones recursivas. 


l. (LIV) La condición necesaria y suficiente para que un conjunto infinito de 
enteros positivos sea recursivo, es que éste sea recursivamente enumerable sin repe- 
tición siguiendo el orden de magnitud *. 


2. (LV) Exuste un conjumto recursivamente enumerable de enteros positivos 
que no es recursivo *, | 


Este conjunto es el En-D definido de la manera siguiente: el entero » está en 
En-D sí pertenece al m-ésimo conjunto de la serie ordenada de los conjuntos recursi- 
vamente enumerables. La demostración se basa en el procedimiento de la diagonal. 

Este último teorema no corresponde solamente a una propiedad establecida por 
KLEENE, sino también a una propiedad establecida por CHURCH para el siste- 
ma LF-A : | 


* PosT 4, Introducción. 

eS Post 4, $ 1. KLEENE 5. Teorema VII. 

“e PosT 4, $ 1. KLEBNE 5. Teorema XV y demostración del Teorema XVI. Véase $ 155 
Corolario 1 (Enunciado XLIV 155). 
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(LVD La clase de las fórmulas bien construidas que poseen una forma normal 
no es recursiva, pero es recursivamente enumerable | 

El problema de la decisión para un conjunto de enteros consiste en hallar un 
procedimiento efectivo que permita decidir, para cada entero, si pertenece O no a 
este conjunto. Diremos que un conjunto para el cual el problema de la decisión 
puede ser resuelto es resoluble. Si se identifican los conceptos de procedimiento 
efectivo y función recursiva se observa que un conjunto de enteros sólo es resoluble 
si es recursivo. 

Y el teorema LV(162) de este mismo parágrafo nos permite decir que existen 
conjuntos de enteros recursivamente enumerables que no son resolubles. 


163. EL TEOREMA DE PosT. 


Considerando un conjunto de esta especie, POsT ha podido establecer uno de los 
teoremas más importantes de su teoría, a propósito del problema de la decisión. 
Este teorema puede enunciarse como sigue: 


(LVID) El problema de la decisión para la clase de los sistemas normales nume- 
rales es insoluble * 

Dicho de otra forma: no es posible dar un procedimiento efectivo que permita 
determinar, para todo sistema normal numeral y para todo entero mn, si este entero 
pertenece o no al conjunto de los enteros engendrados (bajo la forma de series de 1) 
por este sistema. 


Dado que existe correspondencia entre sistema normal numeral y conjunto re- 
cursivamente enumerable, este teorema afirma que el problema de la decisión para 
la clase de los conjuntos recursivamente enumerables es insoluble. Por otra parte, se 
deduce inmediatamente de este teorema que el problema general de la decisión para 
la clase de los sistemas mormales (y, por consiguiente, para la de los sistemas canó- 
nicos) es insoluble. | 

Por tanto, este resultado queda establecido de manera directa. 

He aquí el bosquejo de la demostración. 

En lugar de considerar directamente un conjunto recursivamente emumerable o 
el 'sistema mormal numeral que permita engendrarle, se puede considerar la base de 
este sistema. 

El problema de la decisión al que se refiere el teorema puede entonces formularse 
así: para toda base Ba y para todo entero m, determinar de manera efectiva si n 
forma parte o no del conjunto de enteros engendrado a partir de la base Ba. 

Se puede dar una formulación más precisa a este problema identificando los 
conceptos de procedimiento efectivo y función recursiva. El problema depende de dos 


7 CHURCH 8, $ 6. Teorema XV y S 8, Corolario 2. Véase $ 154, Corolario 2 osea 
XLI 154). 
- * PosT 4, $ 2. 
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elementos: la base Ba y el entero 2, En lugar de utilizar funciones recursivas biargu- 
mentales, se pueden utilizar funciones de un argumento considerando simultáneamente 
la base Ba y el entero m bajo la forma de par (Ba, m). 


A cada par (Ba, m) se puede hacer corresponder un número entero. Las bases 
pueden, en efecto, ser ordenadas, por ejemplo, según el orden de magnitud de los 
enteros a los que van asociadas. Combinando la ordenación de las bases y la ordenación 
natural de los enteros, se puede obtener fácilmente una ordenación de los pares (Ba, 
1). A cada par se puede, por tanto, asociar su número de orden en esta ordenación, y 
el problema depende ya solamente de un solo elemento: el número entero asociado 
al par (Ba, n). i | 

A todo par así considerado se puede hacer corresponder un enunciado. Así, al 
par (Ba, k) se hará corresponder el enunciado: el emtero k pertenece al conjunto de 
enteros engendrado a partir de la base Bám. Un enunciado de este tipo puede ser 
verdadero o falso. 


Denominemos Er-C al conjunto ordenado de los pares (Bam, R). Denominemos 
En-Cv al subconjunto de En-C constituido por pares correspondientes a enunciados 
ciertos. El complemento En-Cf de En-Cv respecto a En-C estará constituido por el 
conjunto de los pares correspondientes a enunciados falsos. 


El problema se reduce a lo siguiente: ¿es posible encontrar una función recursiva 
de un argumento F tal que Fm adopte el valor 0 ó 1 según que el par (Ba, 2) 
asociado al entero m pertenezca a En-Cv o a En-Cf? Dicho de otra forma: ¿Es re- 
cursivo el conjunto En-Cv ? 


Se puede demostrar que este conjunto es recursivamente emumerable. En efecto, 
se dispone de un procedimiento efectivo que permite escribir sus diferentes elementos. 
Se considera sucesivamente cada base, siguiendo el orden de las bases. Para cada base 
Ba, se derivan las series que es posible obtener a partir de ella. Cada vez que se 
encuentra una serie correspondiente a un entero % se escribe el par (Bam, k). Se 
obtienen así los diferentes elementos del conjunto En-Cv en un orden que puede ser 
evidentemente del de En-C. A partir de este orden se puede establecer que Em-Cy es 
recursivamente enumerable. 


Si En-Cf fuese también recursivamente enumerable, En-Cv sería recursivo y el 
problema de la decisión sería resoluble. Pero vamos a ver que En-Cf no disfruta de 
esta propiedad. 


Sea, en efecto, En, un subconjunto recursivamente enumerable de En-Cf. Cons- 
truyamos un par (Ba,, d) que pertenezca a En-Cf, pero no a En,. Para ello comencemos 
por construir un conjunto de enteros. En, de la manera siguiente: 

Enumeremos los pares que pertenecen a En». 

Cada vez que obtengamos un cierto par (Bam, £), tememos la £-ésima base Baz en 
la serie ordenada de las bases. Si Bax, = Ban, R pertenece a En, Disponemos, por 
tanto, de un procedimiento efectivo para obtener sucesivamente los diversos elementos 
de Em; Se puede demostrar que En, es recursivamente enumerable, partiendo de los 
razonamientos expuestos. 
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Existe, pues, un cierto sistema normal numeral que le corresponde, y, por consi- 
guiente, una cierta base. Sea ¿ el número de orden de esta base en la serie ordenada de 
las bases. Designemos por Ba, esta base y formemos el par (Ba, ¿). 

El conjunto En, es el conjunto de los enteros 2 que corresponden a los pares de 
forma (Ba,, 1) que pertenecen a En. 

El par (Ba, ¿) no pertenece a En,. 

Supongamos, en efecto, que (Ba, ¿) perteneciese a En,. Entonces, con mayor 
motivo (Ba,, ¿) forma parte de En-Cf, lo que significa que ¿ no pertenece al conjunto 
de enteros engendrado por la base Ba, y, por tanto, en virtud de la definición de Ba, 
que ¿ no pertenece a Em,. Pero, por otra parte (Ba, 2) es un par de forma (Ba,, 1) 
perteneciente a En,, motivo por el cual, por definición de En;, ¿ pertenece a En). 

Terminamos, por tanto, en una contradicción y debemos afirmar que (Ba, ¿) no 
puede pertenecer a En,. 

- Sin embargo (Ba, ¿) pertenece a En-Cf. 

Este par (Ba, 2) no puede, en efecto, pertenecer a En-Cv a no ser que el entero ¿ 
pertenezca al conjunto engendrado por Ba, es decir (por definición de Ba;), al con- 
junto En;. Pero 2 sólo puede pertenecer a Em, si (Ba;, 2) pertenece a Em,, lo que no 
es posible. 

Así, cualquiera que sea el subconjunto recursivamente enumerable En, de Enm-Cf 
existe un par (Ba;,, 7) que pertenece a En-Cf pero no pertenece a En,. Si En-Cf fuese 
recursivamente enumerable, se podría en particular considerarlo como subconjunto 
recursivamente enumerable de sí mismo, y se llegaría a la conclusión absurda de que 
En-Cf es diferente de sí mismo. 


De aquí se sigue que Em-Cv no es recursivo, y que el problema de la decisión 
para la clase de conjuntos recursivamente enumerables es insoluble. 

Se ve que lo esencial de la demostración consiste em construir un conjunto 
recursivamente enumerable En, y demostrar que el número asociado a este conjunto 
no forma parte del conjunto. El tipo de paradoja utilizado es el de la paradoja del 
embustero, que se manifiesta en las propiedades del par (Ba, ¿). 


164. (CONSECUENCIAS DE LAS PROPOSICIONES INDECIDIBLES. 


A través de este teorema POsT redescubre la existencia de proposiciones indecidi- 
bles en ciertas lógicas. | 

El conjunto En-C de los pares (Bam, k) puede considerarse como un conjunto de 
enunciados, algunos de los cuales son ciertos (los que corresponden a los pares del 
subconjunto En-Cv) y otros falsos (los correspondientes a los pares del subconjunto 
En-Cf). Si En, es un subconjunto recursivamente enumerable cualquiera de Enm-Cf, 
existe un par (Ba, 2) que pertenece a En-Cf, pero no a En,. Así, la reunión de En-Cv 
y En, no puede agotarse en En-C. 

Consideremos el conjunto En, obtenido por la reunión de En-Cv (o de un sub- 
conjunto recursivamente emumerable En, de Em-Cv) y de Enm,. Como En-Cv y 
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En,, son ambos recursivamente enumerables, disponemos de un procedimiento efectivo 
para obtener sucesivamente los diversos elementos de este conjunto Enm,. Esto se 
puede expresar diciendo que este conjunto es recursivamente engendrado. A En, 
corresponde un conjunto de enunciados formados por enunciados asociados a los 
pares que componen En,. A tal conjunto de enunciados se le puede denominar lógica 
recursivamente engendrada (correspondiente al conjunto En-Cv). 

Si un par (Ba, k) está comprendido en En-Cy (o en Eny), el enunciado correspon- 
diente es cierto; si está comprendido en En,, el enunciado correspondiente es falso. 

No es posible determinar si el enunciado que corresponde al par (Ba, 2) es cierto 
-O falso en esta lógica, puesto que (Ba,, 7) no está incluido ni en En-Cv ni en En,,. 


Por consiguiente, este enunciado es indecidible en esta lógica. 


Por otra parte, es posible construir una extensión de esta lógica en la que este 
enunciado se haría decidible. Dado En, disponemos de un procedimiento efectivo 
para encontrar el entero ¿ tal que (Ba, 7) esté en En-Cf pero no en En,. El conjunto 
En, es recursivamente enumerable, y, por tanto, existe una base Ba, que permite en- 
gendrar los números correspondientes a los pares de Em,. Utilizando esta base se 
pueden hallar los pares de la forma (Ba,, 1) y de esta forma engendrar el conjunto 
En;,. La base Ba, juega, por tanto, el papel de Ba, Basta entonces con examinar la 
serie de bases para descubrir el menor índice j para el cual Ba, = Ba,. Este índice j 
es el entero ¿ buscado. 


Si añadimos este par (Ba, 2) al conjunto En,, se obtiene un conjunto En¿ que es 
también recursivamente emumerable y que constituye siempre un subconjunto de 
En-Cf. El conjunto reunión de En-Cv (o de un subconjunto En, recursivamente enu- 
merable de En-Cv) y de En, constituye, pues, una lógica recursivamente engendrada 
(respecto a En-Cv) y el enunciado correspondiente a (Ba, ¿) es decidible en ella. 
Así, pues: 


(LVIID Toda lógica recursivamente engendrada respecto a En-Cv contiene pro- 
posiciones indecidibles, pero puede ser extendida a una lógica recursivamente engen- 
drada donde estas proposiciones se hagan decidibles *. 


PosT estima que la generalidad de los conceptos utilizados justifica probablemente 
la generalización siguiente, que amplía mo sólo su propio resultado, sino también el 
Teorema de GÓDEL. 

(LIX) Toda lógica simbólica es incompleta y extensible respecto a la clase de 
los enunciados de este tipo: el entero m pertenece al conjunto recursivamente enu- 
merable En. 

(Se trata, pues, de enunciados donde interviene una propiedad recursiva. Las 
proposiciones indecidibles de las que se ocupa el Teorema de GÓDEL son igualmente 
proposiciones que contienen un predicado de tipo recursivo)”. 


e2 PosT 4, $ 2. | 
"" Más exactamente, una expresión predicativa que corresponda a una propiedad recursi- 
vamente representable. i | 
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SECCIÓN 5.—PROBLEMAS INSOLUBLES. 


165. PROBLEMAS DE DECISIÓN INSOLUBLES. 


El estudio de los problemas de decisión no queda agotado por estos resultados de 
alcance general. En la práctica existe la tendencia de plantearse el problema de la 
decisión por ramas particulares de las matemáticas o a considerar problemas particu- 
lares de decisión, y en ambas direcciones se ha centrado el esfuerzo de la investigación. 

Por una parte, en lugar de estudiar el problema de la decisión para formalismos 
muy generales, se puede estudiar para formalismos reducidos, correspondientes a un 
cierto problema matemático: teoría de enteros, teoría de cuerpos algebraicos, etc. 


Por otra parte, los teoremas de tipo general que se han ido obteniendo enseñan 
que deben existir problemas insolubles. Efectivamente, ciertos problemas matemáticos 
se presentan en forma de problemas de decisión, como los problemas del tipo si- 
guiente: encontrar una función efectivamente calculable F de m argumentos, 
Xy, X2, ..., Xy, tal que la igualdad (F X,, X», ...., X, = 0) sea condición necesaria y 
suficiente para que se cumpla una determinada propiedad de la teoría de números (o 
expresable en términos de esta teoría por medio de una correspondencia apropiada) 
compuesta de las variables X,, Xz, ..., Xp. El problema de FERMAT es de este tipo ”.. 

Ciertos problemas metateóricos (y en particular el problema de la decisión para 
un formalismo dado) se reducen a problemas de este tipo mediante la aritmetización 
del formalismo considerado. Se trata, por tanto, de problemas de la misma naturaleza 
y los mismos métodos expuestos anteriormente, que deben llevar a resultados negati- 
vos en lo que concierne a algunos de ellos. 

Los métodos de PosrT son a este respecto extraordinariamente interesantes; los 
problemas de decisión que tales métodos consideran son de forma muy sencilla y 
pueden utilizarse para obtener resultados análogos en dominios restringidos o en 
Casos particulares. 


166. TEORÍAS NO-RESOLUBLES Y TEORÍAS ESENCIALMENTE NO-RESOLUBLES. 


En la primera dirección de investigación se debe señalar particularmente los tra- 
bajos de TARSKI, MOSTOWSKI y JULIA ROBINSON. 


"1 El problema de FERMAT puede formularse así: 

Encontrar un procedimiento efectivo que permita determinar para qué enteros m existen 
números enteros a, b y c tales que: 
PO + bi = cr, 

O también: Encontrar una función efectivamente calculable F de un argumento tal que 
(En = 0) sea una condición necesaria y suficiente para que existan enteros a, b y c tales que: 
ge + b*= 0 
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TARSKI ha introducido una noción muy interesante: la de teoría esencialmente 
no-resoluble ”. 


Una teoría Th, constituye una extensión de la teoría Th, si toda proposición 
derivable en Th, es también derivable en Th). 


Una teoría Th se dice que es esencialmente no-resoluble si es coherente y ningu- 
na extensión coherente de Th es resoluble. 


Por otra parte, TARSKI ha introducido en el estudio del problema de la decisión 
el método de las interpretaciones. 


Interpretar una teoría Th, en otra teoría Th, consiste en establecer entre las pro- 
posiciones de Th, y Thz una correspondencia tal que a toda proposición derivable de 
Th, corresponda una proposición derivable de Th,”. En ciertas condiciones es 
posible interpretar una teoría Th, en otra teoría T'hz de tal manera que si Th, es 
esencialmente no-resoluble, T'hz también lo es. 


Con este método, MOSTOWSKI y TARSKI demuestran que toda teoría que conten- 
ga como únicas constantes funcionales las funciones de suma y multiplicación y como 
únicas constantes predicativas los predicados menor que y ser un número entero, y 
cuyos axiomas no-lógicos ** correspondan a enunciados ciertos de la aritmética de los 
enteros, es no-resoluble *. 


El resultado se extiende a la teoría de anillos” y a la de anillos conmutativos. 
Sin embargo, estas teorías no son esencialmente no-resolubles, pues la teoría del 
anillo de los números reales, por ejemplo, es resoluble ”. 

También ha demostrado TARSKI que la teoría de grupos es no-resoluble, pero no 


esencialmente no-resoluble (pues la teoría de grupos abelianos, por ejemplo, es re- 
soluble) ”. 


Igualmente ha demostrado que la teoría de mallas modulares, la de mallas arbi- 
trarias, la de mallas modulares de complemento y la de geometrías proyectivas 
abstractas son no-resolubles *?, Pero no son esencialmente no-resolubles, pues la 
teoría de las álgebras de BOOLE y la de la geometría proyectiva real son resolubles. 


J. ROBINSON demuestra que toda teoría que contiene como únicas constantes fun- 
cionales las funciones de suma y multiplicación y como única constante predicativa el 
predicado ser un número racional, y cuyos axiomas no-lógicos corresponden a enun- 
ciados ciertos de la aritmética de números racionales, es no-resoluble ”. 


'2 TARSKI 12. 

"3 En esta definición, Th, y Th. se supone que están formalizadas. También se las puede 
considerar no formalizadas, y nuestra noción, en tal caso, se convierte en la siguiente: in- 
terpretar una teoría Th, en otra Th,, es establecer entre los enunciados de Th, y de Th, una 
correspondencia tal que a todo enunciado cierto de Th, corresponda un enunciado cierto de Th. 

74 O sea, los axiomas que no pertenecen a un sistema lógico puro (Véase $ 47). 

"5 MOSTOWSKI y TARSKI 1. 

Considerado como sistema formal. 
"7 TARSKI 13. 

"* TARSKI 14. 

** ROBINSON (JULIA) 1. 
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En particular, la teoría de los cuerpos es no-resoluble, pero no es esencialmente 
no-resoluble, pues, como ha demostrado TTARSKI, la teoría de los cuerpos algebraicos 
cerrados y la de cuerpos reales cerrados son resolubles *? *s, 


167. EL PROBLEMA INSOLUBLE DE SKOLEM. 


En la segunda dirección de las investigaciones se han estudiado problemas par- 
tículares. Merecen especial mención los trabajos de SKOLEM y PosT. 


SKOLEM considera una determinada clase de enunciados aritméticos y propone, en 
relación a esta clase, un problema de decisión que es insoluble *. 


Denominemos, utilizando la terminología de SKOLEM, relación aritmética a un 
enunciado aritmético formado por constantes y variables individuales, funciones de 
suma y multiplicación, predicado de ¿gualdad y operadores lógicos *. 


Consideremos las relaciones aritméticas (en el sentido de SKOLEM) en las que 
solamente figura una variable libre. (También pueden Hevar un cierto número de 
variables ligadas. Así, un enunciado del tipo (X) (E Y) PXYZ pertenece a la clase de 
la que nos estamos ocupando). Podemos considerar estas relaciones aritméticas como 
enunciados que aplican un cierto predicado a una cierta variable. (Así, en nuestro 
ejemplo, se trata del predicado Z [(X) (E Y) PXYZ]: ser tal que, para toda X y al 
menos para una cierta Y, PXYZ se cumple). Los predicados de este tipo pueden clasi- 
ficarse en una serie ordenada Y. Designemos por P, el n-ésimo predicado de esta 
serie. 


El problema de decisión planteado por SKOLEM es el siguiente: determinar de 
manera efectiva para qué valores (enteros) de m y de X el enunciado P, X es cierto. 
Esto se reduce a preguntarse: encontrar una función recursiva F de dos argumentos 
tal que F, X adopte el valor O ó 1 según que P, X sea cierto o falso. 


Supongamos que tal función existe. Entonces tenemos: F, X =0 si la relación 
aritmética P, X es cierta, y sólo en tal caso. 


SKOLEM ha demostrado que toda ecuación en la que figuren funciones recursivas 
puede ponerse bajo la forma de una relación aritmética que dependa de las mismas 
variables libres. Si consideramos la ecuación FXX = 1, que depende de una sola 
variable libre, podremos afirmar que existe un entero k tal que la ecuación FXX = 1 


'* bis "TARSKI 17 contiene una exposición completa y sistemática de cuanto se refiere a la 
no-resolubilidad. 


8% SKOLEM 9. 


** Por tanto, una relación aritmética en el sentido de SKOLEM puede considerarse como un 
enunciado relativo a identidades entre polinomios. 


*2 Por ejemplo, sirviéndose del procedimiento de la aritmetización y clasificando las ex- 
presiones consideradas en el orden creciente de sus números-G. 
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puede ponerse en la forma de la relación aritmética Px X. Las expresiones FXX = 1 
y Pz X son ciertas O falsas al mismo tiempo. 


Hagamos X = K. 
Entonces tenemos: las expresiones Fkk = 1 y Px k son ciertas o falsas al mismo 
tiempo. 


Así, si la ecuación Fkk = 1 es cierta, la relación aritmética P, k es igualmente 
cierta. Pero, por otra parte, en virtud de la definición de F, si la ecuación Fkk = 1 
es cierta, la relación aritmética P, k es falsa. 

Terminamos, por tanto, en una contradicción. La función F no existe, pues, y 
nuestro problema es insoluble. 


168. EL PROBLEMA DE THUE Y EL PROBLEMA DE 
LAS PALABRAS PARA LOS SEMIGRUPOS. 


PosrT ha estudiado un problema de decisión de naturaleza combinatoria referente 
a series finitas de símbolos. 

Designemos por Sy; una serie finita (no vacía) constituida por símbolos a y b. 

Consideremos dos conjuntos finitos de n series de este género: 


SY SY, ».., SYin Y SY $Ym, --., SYon. 

Representemos por la yuxtaposición de dos símbolos Sy; la concatenación de las 
series que designan. 

Se trata ahora de hallar un método efectivo que permita determinar si se da o no 
se da la identidad: 

SYri1 SYriz, ..., $SYiuin = SY2iz, SYzja, ..., SYzin 
para cualquier serie de índices j,, ja, ..., jn (y por tanto para toda combinación de una 
permutación cualquiera de los Sy, con una permutación cualquiera de los Sy) *. 

Posr ha demostrado con su teoría de los sistemas normales que este problema es 
insoluble **. 

Valiéndose de este resultado, POST establece igualmente el carácter insoluble de 
otro problema de decisión *. Se trata del problema de THUE, o problema de las pa- 
labras para los semigrupos. 

Se considera un conjunto En de símbolos: 0;, Ox, ...., An. 

Una sucesión de símbolos tomados en este conjunto forma una serie (o palabra). 

Un sistema de THUE es un conjunto de series de este género. 

Es posible definir operaciones que permitan transformar las series de un siste- 


ma dado. 
Se define un cierto número (finito) de pares de series (Sy, Sya) (+ = 1, 2, ... m). 


83 La serie j,, fa, -., jn, designa una permutación cualquiera de la serie 1, 2, ..., 2. 
e£ PosT 6. 
* PosT 5. 
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Las operaciones de transformación son las siguientes : 


2. SY So se transforma en S; Sy Sa (para ¿= 1, 2, ..., m), 
y 21 55 S2 se transforma en Sy, 2 (para ¿= 1, 2, ..., m). 

>, y 22 designan series cualesquiera del sistema, y la yuxtaposición de dos series 
designa la concatenación de los signos que las expresan. 

Dos series Sy, y S$y2 se dice que son equivalentes si se puede transformar Sy, en 
Sy¿ por medio de operaciones de transformación. 

El problema de THUE es el siguiente: 

Hallar un método general que permita determinar, para un sistema cualquiera de 
THUE, si dos series dadas Sy, y Sya son equivalentes o no. 

Este problema es el mismo que el de las palabras para los semigrupos, 

Un semigrupo es un conjunto En de elementos a, b, e, ..., provisto de una 
operación de composición denominada producto * que satisfaga los dos axiomas si- 
guientes : 

a) Si a y b son elementos de En, el producto a b es un elemento e de En y 
sólo uno. 

b) (abje=a0 (bey? 

Un semigrupo puede quedar definido por medio de un conjunto finito ;, 9, ...., 
Gn de sus elementos (denominados generadores) y de un conjunto de relaciones Syy,, 
SYa (2 = 1, 2, ...., m)*, de tal manera que todo elemento de En pueda ser considera- 
do como un producto de generadores. 

El problema de las palabras para los semigrupos es el siguiente: dos productos 
arbitrarios Sy, y $yz de generadores, ¿dan el mismo producto de En o no? 

Este problema corresponde exactamente al de THUE. 

PosT ha demostrado que el problema de 'THUE para un sistema de THUE cualquie- 
ra, puede reducirse al mismo problema para un sistema de THUE basado en símbolos 
solamente. Este último problema es exactamente el mismo que el de las plazas para 
semigrupos con dos generadores. 

Este problema es insoluble, como ha demostrado PosT *. 

De ello se sigue que el problema de las palabras para los semigrupos con un nú- 
mero cualquiera de generadores —y, por consiguiente, el problema de THUE en su 
forma general— son insolubles *. 


$8 Se representa el producto de dos elementos mediante la yuxtaposición de éstos. 

87 Es decir: si se efectúa primero el producto ab y a continuación el producto del resul- 
tado y de e, se obtiene el mismo elemento que si se efectúa el producto de a y del produc- 
to be. 

** Los símbolos Syi¡ designan aquí productos determinados de elementos de Em. (Estos pro- 
ductos pueden eventualmente reducirse a un solo elemento). 

Así, se podrá dar la relación g, 92 = a. 

*e PosT 8. ] 

** NOVIKOV ha extendido este resultado demostrando que el problema de las palabras para 
los grupos es igualmente insoluble (Véase NovIKoy 1). 

El problema de las palabras para los grupos se formula de la misma manera que el 
problema de las palabras para los semigrupos, pero el conjunto Er considerado debe satisfacer 
los axiomas de los grupos (véase $ 6, esquemas de axiomas 1 a 4). 
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SECCIÓN 6:—RESULTADOS POSITIVOS - GRADOS DE INSOLUBILIDAD. 


169. RESULTADOS POSITIVOS A PROPÓSITO DEL PROBLEMA DE LA DECISIÓN PARA 
LOS SISTEMAS FORMALES ?', 


Todos los resultados precedentes son resultados negativos, únicos que nos interesan 
desde el punto de vista de las limitaciones. Pero conviene indicar que también podía 
haberse llegado a resultados positivos en lo que concierne a problemas de decisión. 
En efecto, es posible demostrar que, para ciertos formalismos, el problema de la 
decisión es efectivamente resoluble, e incluso, para determinadas categorías de pro- 
blemas o de expresiones, es posible dar un procedimiento efectivo de decisión. 


Ante todo debemos preguntarnos cuáles son las condiciones que deben quedar 
satisfechas para que un formalismo sea resoluble. Se trata, en suma, de determinar el 
umbral a partir del cual un formalismo deja de ser resoluble. 


Para responder a esta pregunta, JANICZAK ha demostrado la teoría siguiente 
(apoyándose en la teoría de conjuntos recursivos y recursivamente enumerables) *. 


Sea un formalismo LF que cumple las siguientes condiciones. 


1. LF es coherente. 
2. LF es saturado sintácticamente en sentido fuerte. 


3. LF puede ser aritmetizado por medio de una correspondencia de GÓDEL y, so- 
bre la base de tal correspondencia, tenemos: 


a) La clase de las proposiciones de LF es recursiva (general). 

b) La clase de los axiomas de LF es recursivamente enumerable. 

c) Las reglas de derivación de LF pueden ordenarse según una serie Re,, Rez, ..., 
tal que existe una función recursiva general triargumental Sim dotada de la propiedad 
siguiente : 


Si a, b y c son los números asociados respectivamente a las proposiciones A, B y 1”, 
la condición necesaria y suficiente para que se cumpla (Sim n a b = c) es que I' 
sea la proposición que se obtiene a partir de las proposiciones A y B haciendo uso 
de la regla Re, (dicho de otra forma, la propiedad, para una proposición, de ser 
consecuencia inmediata de las otras dos es representable recursivamente). 


d) Existe una función recursiva general de un argumento, Neg, tal que, si a es 
el número asociado a una proposición A, Neg a es el número asociado a la negación 


1 Esta Sección no tiene relación directa con los hechos de limitación, y debe ser conside- 
rada como simple nota complementaria de los problemas de decisión. 
*2 JANICZAK 1. 
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de esta proposición (dicho de otra forma, la negación es una Operación recursivamente 
representable). | 

(LX) Por consiguiente, la clase de las proposiciones derivables de LF es recursiva 
(general) y el formalismo LF es, por tanto, resoluble. 

Por otra parte, el problema de la decisión ha podido ser resuelto para algunas 
categorías de proposiciones de la Lógica de Predicados de primer orden. 

En relación con este punto hay que señalar los trabajos de ACKERMANN *, BEH- 
MANN *, BERNAYS % y SCHÓNFINKEL, CHURCH %, GÉGALKINE”, GÓDEL*Y, HER- 
BRAND %, KALMÁR *%, KALMÁR y SURÁNY1*%, LÓWENHEIM *?, QUINE *%, SCHUTTE ** 
y SKOLEM Ese 

Toda proposición de la Lógica de Predicados de primer orden puede transformarse 
en una proposición equivalente dentro de la cual todos los cuantificadores figuran a la 
cabeza de la serie de símbolos que constituyen esta proposición. Á esta serie de 
cuantificadores se les denomina prefijo. 


Los resultados positivos conseguidos sobre las clases de proposiciones que llevan 
prefijos de una forma particular (por ejemplo, un prefijo constituido por dos series de 
cuantificadores de universalización separados por una serie de cuantificadores de 
particularización). Algunos de estos resultados suponen, por otra parte, restricciones en 
lo que concierne a la parte de la proposición que sigue al prefijo. 

Por otra parte, TARSKI ha facilitado métodos de decisión para la Geometría y el 
Algebra elemental **, 


170. (GRADO DE INSOLUBILIDAD DE UN PROBLEMA INSOLUBLE.. 
“TTEOREMAS DE TURING Y TARSKI. 


PosT se ha basado en su teoría de los conjuntos recursivamente enumerables para 
abordar el problema de la decisión desde otro punto de vista: en lugar de considerarle 
en su forma absoluta, ha introducido la idea de grado de insolubilidad. 

Un problema Pb, se dice que es reducible a un problema Pb, si toda solución de 
Pb, es una solución de P6b,, y si, cuando Pb, es insoluble, Pb, es igualmente insoluble. 


% ACKERMANN 3, 4 y 11. 

* BEHMANN 1. 

* BERNAYS y SCHONFINKEL 1. 
* CHURCH 16 y 17. 

%7 GÉGALKINE 1. 

** GóDEL 6 y 13. 

% HERBRAND 3. 

10% KALMÁR 1, 2, 3, 4, 9, 12 y 13. 
102% KALMÁR y SURÁNYI 1 y 2. 
102 TS WENHEIM 1. 

92 QUINE <. 

!*%% SCHÚTTE 1 y 2. 

108 SKOLEM 1 y 4. 

*** TARSKI 10 y 16. 
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Dos problemas insolubles son del mismo grado de imsolubilidad si son reducibles 
el uno al otro. Un problema insoluble Pb, es de un grado de insolubilidad ¿mferior al 
de un problema insoluble Pb, si Pb, es reducible a Pb,, sin que Pb, sea reducible a 
Pb,. Uno de los problemas fundamentales que se presentan en el estudio de los 
problemas insolubles es determinar el grado de insolubilidad de un problema insolu- 
ble. En particular, es lícito preguntarse si existe un grado máximo y otro mínimo de 
insolubilidad. 

TURING ha construido lógicas no-constructivas utilizando la representación de los 
ordinales transfinitos que pueden obtenerse a través del cálculo de la conversión-A de 
CHURCH. Á estas lógicas se las denomina lógicas ordinales. | 

En su teoría de lógicas ordinales *", TURING ha obtenido a propósito del problema 
de los grados de insolubilidad, un resultado que PostT ha generalizado en la forma 
siguiente : 


(LXD Para todo problema insoluble de tipo recursivo **, existe otro problema 
de un grado más elevado de insolubilidad *”. 

Existe, por otra parte, un teorema debido a TARSKI que establece una propiedad 
análoga a ésta; según PosT *", es posible que este teorema pueda transformarse en un 
teorema absoluto del mismo género que el de TURING. Este teorema de TARSKI per- 
tenece a la teoría de tipos. 


A cada símbolo de esta teoría se puede atribuir un nivel: el entero que ca- 
racteriza el tipo al que pertenece est símbolo. Se denomina nivel de una proposición 
al nivel del signo de nivel más elevado que figure en esta proposición. 


El Teorema de TARSKI afirma: 


(LXID Si la clase de las proposiciones de nivel n no es vacia, existe una propo- 
sición de nivel n que no es equivalente a ninguna proposición de mivel inferior ””. 

Este teorema puede ser extendido a sistemas en los que intervienen tipos transfini- 
tos (entonces se asocia a cada nivel un ordinal finito o transfinito) y a sistemas que 
no están basados en la teoría de tipos. (La demostración se funda en la existencia de 
proposiciones indecidibles en ciertas clases de proposiciones). 


171. GRADOS DE. INSOLUBILIDAD DE LOS PROBLEMAS DE DECISIÓN INSOLUBLES 
RELATIVOS A CONJUNTOS RECURSIVAMENTE ENUMERABLES. 


Post ha demostrado que hay un grado máximo de insolubilidad para los proble- 
mas de decisión insolubles relativos a conjuntos recursivamente enumerables de 
enteros *”. 


107 "TURING 4. Para la noción de lógica ordinal, véase $ 123 y $ 182. 

Es decir: que puede ser formulada por medio de funciones y predicados recursivos. 
10% PosT 4. Introducción. i dd 
119 PosT 4. Introducción. 

112% TARSKI 6. Teorema 9.1. 

22 Véase $ 162. 
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Para ello considera el conjunto Enm-K de los enteros que van asociados a los pares 
(Bar, R) del conjunto En-Cv anteriormente considerado ** y denomina a este conjunto 
En-K conjunto completo. Como el conjunto En-Cv no es recursivo ** el conjunto 
En-K tampoco lo es y el problema de la decisión para En-K es, pues, insoluble. 

Por otra parte, define lo que llama conjunto hiper-simple: conjunto recursivamen- 
te enumerable de enteros En-H cuyo complemento es infinito y tal que no existe 
conjunto infinito recursivamente enumerable de series finitas separadas por enteros 
de tal manera que cada serie posea al menos un elemento que pertenezca a este 
complemento de En-H. 


Para comparar los grados de insolubilidad de los problemas de decisión de con- 
juntos de enteros hay que dar un sentido preciso a la noción de reductibilidad para 
problemas de este género. 

Sean En, y Enz dos conjuntos de enteros. 

El problema de decisión de Em, se dice que es reducible al de En, en sentido 
elemental si existe un método efectivo que permita hacer corresponder a todo entero 
nm otro entero m tal que 2 pertenece o no al Em, según que mm pertenezca o no a En,. 
O también, más exactamente: si existe una función recursiva F tal que si F mn = m, 
m pertenece o no a En, según que »m pertenezca o no a En,. 

Es posible aplicar a esta idea dos generalizaciones sucesivas. Se puede hacer de- 
pender la presencia o la ausencia de m en En, de la presencia o la ausencia en En, 
no sólo del entero 7, sino de % enteros diferentes M;,, Ma, ..., Mx. La sucesión Mi, 
Ma, ..., Mz puede ser infinita. Cada m, puede pertenecer bien a En, bien al comple- 
mento de En, (en relación al conjunto de enteros). 

Denominemos distribución de los m;, a una regla de reparto que fije cuáles son 
los 7, que pertenecen a Enz y cuáles pertenecen al complemento de En, Hay 2* 
distribuciones posibles de »m,. | 

Para cada una de estas distribuciones de los m;,, m puede pertenecer a En, o al 
complemento de En,. 


Esta correspondencia puede ser fijada por medio de un cuadro de 2* líneas, cada 
una de las cuales es del tipo: 


Denominemos a este cuadro: tabla de distribuciones. 


El problema de decisión de Em, se dice que es reducible al de En, por tablas de 
distribuciones si existe un método efectivo que permita hacer corresponder a todo 
entero mn una serie 1, Ma, ....., Mx de enteros, y asociar a esta serie una tabla de dis- 
tribuciones que indique, Dat cada distribución de los »m;, si m se encuentra O no 
en el En,. a 


23 Véase $ 163. 

1 Véase $ 163. 

115 El signo + corresponde a la presencia; el signo — a la ausencia. Esta línea debe 
leerse: si m, pertenece a En,, m, al complemento de En,, etc., y mx al complemento de 
En,, entonces n pertenece a En,. (El signo / significa entonces). 
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o 


Finalmente, se puede dar de la reductibilidad una definición completamente 
general en términos de máquinas de TURING. 


El problema de decisión de En, se dice reducible al de En, en sentido general si 
existe una máquina de 'TURING dotada de la propiedad siguiente: para todo entero », 
la máquina determina un entero 72, examina si este entero peftenece o no a Ena y si 
puede darse una respuesta correcta a este problema, determina si nm pertenece O 
no a En.. | 


Post ha demostrado que el problema de la decisión para todo conjunto recursi- 
vamente enumerable de enteros es reducible en sentido elemental al de En-K **, De 
aquí se sigue que el grado de insolubilidad del problema de la decisión para En-K es 
el grado máximo de insolubilidad —en el sentido de la reductibilidad elemental — 
para los problemas de decisión referentes a conjuntos recursivamente enumerables de 
enteros. Este resultado se extiende al caso de la reductibilidad general. Como la 
definición de la reductibilidad en sentido general constituye la definición más general 
que conserva en la noción de reductibilidad un sentido efectivo, se puede decir que el 
problema de la decisión para En-K posee el grado máximo de insolubilidad en sentido 
absoluto para los problemas de decisión relativos a conjuntos recursivamente enume- 
rables de enteros. 


La cuestión se plantea entonces de la siguiente forma: todos los problemas de 
decisión insolubles relativos a tales conjuntos, ¿son del mismo grado de insolubilidad 
que el de En-K o existe (al menos) un conjunto para el cual el problema de decisión 
es de un grado de insolubilidad menor que éste ? 


PosT demuestra que el problema de la decisión para En-H es insoluble *” y de un 
grado de insolubilidad menor —en el sentido de la reductibilidad por tablas de 
distribuciones— que el de En-K **. Pero no es cierto que este resultado subsista si se 
entiende la noción de reductibilidad en el sentido general. Por tanto no es posible 
decir que el problema de la decisión para En-H sea de un grado de insolubilidad 
menor que el de En-K en sentido absoluto. | 


No se puede dar al problema planteado una respuesta absoluta. Sin embargo, no 
se excluye que se pueda llegar a conseguirlo reforzando las condiciones impuestas 
a En-H. 


Todos estos resultados se extienden inmediatamente a los problemas de decisión 
relativos a conjuntos recursivamente enumerables cualesquiera. 


116 PosT 4, $ 4. 
117 PosTá4,89y$5. 
1% PosT 4, $ 10. 


CaríTULO VII 


La teoría de los predicados de Kleene 


SECCIÓN 1.—EL TEOREMA DE ESTRATIFICACION. 


172. INTRODUCCIÓN. 


KLEENE ha llevado a cabo una generalización del Teorema de GÓDEL partiendo 
de un teorema general relativo a las formas en que pueden representarse ciertos 
predicados. 


El interés de esta generalización está en el vínculo que establece entre el Teorema 
de GÓDEL y el de CHURCH, entre la existencia de proposiciones indecidibles (dentro 
de ciertos formalismos de naturaleza muy general) y el carácter insoluble del problema 
de decisión (para formalismos de la misma especie). La teoría de KLEENE destaca la 
raíz común de ambos tipos de limitaciones, unificándolos en ciertas propiedades 
generales de los formalismos en cuestión. 


- KLEENE procede sintéticamente, estudiando directamente las propiedades meta- 
teóricas que suscitan los fenómenos de limitación, dando de estas propiedades una for- 
mulación general. En el caso de la limitación del tipo de la de GÓDEL, la propiedad 
en cuestión es la saturación *; en el caso de CHURCH, tal limitación es la resolubilidad. 
KLEENE construye predicados que expresan estas propiedades y, aplicándolos a su 
teoría de predicados, obtiene inmediatamente los teoremas de limitación. La forma 
de obtención es muy general: las demostraciones no se refieren, en efecto, a un 
sistema particular, sino que establecen directamente la existencia de un predicado que 
da lugar al tipo de limitación estudiado en cualquier sistema formal que responda a 
una condición muy general de estructura. 


Como los demás problemas de limitación, los resultados de KLEENE se basan en 
la utilización de una determinada paradoja. La paradoja utilizada por KLEENE es la de 
EPIMÉNIDES. 


1 Más exactamente: saturación sintáctica en sentido fuerte. (Véase $ 37). 


16 


242 Limitaciones internas de los formalismos 


La Teoría de predicados de KLEENE se articula en torno a un teorema central, que 
establece una especie de jerarquía entre los predicados expresables mediante un 
predicado recursivo; esta jerarquía se basa en la naturaleza de los prefijos* de las 
expresiones que representan estos predicados. Designaremos a este teorema teorema 
de estratificación *. Su argumentación descansa sobre un lema que hace intervenir el 
predicado de KLEENE PRI *, cuya demostración utiliza el operador Min *. 


173. LEMA FUNDAMENTAL DE LA TEORÍA DE PREDICADOS DE KLEENE. 


El enunciado del lema es el siguiente *: 


(LXID Dado un predicado recursivo general P de (n + 1) argumentos, existen 
dos enteros a y b tales, que se dan las siguientes equivalencias : 


(1) EY)PX,X,...X,Y <> (EY) PRO aX,X;... X, Y 
y (2) MPX, Xz... X.Y <> (Y) — PRI) bX, o E 2 


La demostración de este lema hace uso de la noción de recursividad parcial, tal 
como ha sido definido por KLEENE *. 


Como P es un a recursivo general, existe una función representativa F tal 
que F Xi X3 Le Xi E = 


para todo sistema de valores de las variables que verifique 
PX, X;... XpY. 


Entonces, y utilizando el operador Min, se puede definir una nueva función G de 
m variables para la ecuación siguiente : 


G Xi X>» aj Xp = Mim Y [F X; X> e X,Y = 01. 


Utilizando la función auxiliar H, podremos definir también esta misma función 
G, sin recurrir al operador Mín, por medio de un sistema de ecuaciones : 


(3) HoX,X;...X,B = B 


(4) H (Scca)X,X2... Xp 8 = HIFX,X:... X, (Scc B)] 
XX... X, (Scc 6) 


(5) GX, X... Xp =H[FX,X;... X, 01 
| X, X3... Xp 0. 


2 El prefijo de una expresión es la serie (eventualmente vacía) de los cuantificadores colo- 
cados al comienzo de esta expresión. (Véase $ 169). 
3 El término estratificación, tal como se utiliza aquí, no tiene nada que ver con el término 
estratificación utilizado por QUINE, en QUINE 7. 

“ Véase $ 112. 

* Véase $ 63. 

* KLEENE 10, pág. 47. Teorema l. 

" Véase $ 64. 
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Si para un cierto sistema de valores de las variables X, X> ..., Xp (EY) P X, X ... 
X,Y, y, por tanto, (EY) [F X, Xz ... X,Y = O], el cálculo de G se puede realizar 
como sigue: 


Se calcula, en primer lugar, F X, Xz ... Xy 0. 

Si se encuentra O, se utiliza la ecuación 3(173), haciendo en ella f£ = 0, y se ob- 
tiene: HoX,X3...X.0=0. 

La ecuación 5(173) da entonces: G X,X¿... X, = 0. 

Si el valor hallado para F X, Xz ... Xa O no es cero, sea m este valor. 

La ecuación 4(173) permite calcular H m X,Xz... X, 0. 

Pero es preciso calcular previamente F X, Xz ... X, 1. 

SiF X,X3... X, 1 = 0, se puede utilizar la ecuación 3(173) para obtener el valor 
deHoX,X;3... X, 1. 

Se ve que: HoX,Xa.. Mis 1 A 

De donde, por 4(173): H mX,X¿...X.0= l. 

Finalmente, en virtud de la 5(173): G XX... X= 1. 

Si el valor de FX, Xz... X, 1 no es cero, será preciso calcular F X, X, ... X, 2 y 
utilizar nuevamente la ecuación 4(173). Y así sucesivamente. 

Sea p el primer entero tal que F X,X¿...X, p =0. 

La ecuación 3(173) da: HoX,X3...X.P= Y). 

Mediante p aplicaciones sucesivas de la ecuación 4(173) se obtiene: 


H m Xi, Xa E, E 0O=Ho X, Xo A O = Pp. 
Finalmente, por la ecuación 5(173): 
GXX:...X =HmX,Xo...X.0= p. 


El cálculo termina, pues, y da para GX; X, ... X,, el menor valor de Y para el 
cual FX,X,... X, Y =0. 

Y el cálculo sólo puede terminar cuando se encuentra en un momento dado un va- 
lor de Y para el cual F X,Xa... X, Y = 0, es decir, si existe un Y tal que P X; 
X3 ... Xp Y. 

El sistema de ecuaciones que define la función G responde a las condiciones de 
la definición dada por KLEENE de las funciones recursivas generales. Y el cálculo de 
los valores sucesivos de G puede realizarse, a partir de estas ecuaciones, por medio de 
las operaciones Or, y Onz?. ? V ? 


Por otra parte, la función G está definida para todos los sistemas de valores de 
las variables X,, X>, ..., Xp, para los cuales (EY) P X, X; ... Xy Y. 

Esta función G responde, por tanto, a la definición de las funciones parcialmente 
recursivas. Así, cada vez que se cumple la condición prevista para P, se puede definir 
a través de P una función parcialmente recursiva G. 

Aplicando a las ecuaciones que definen G el Po de aritmetización *, 
obtiene el resultado siguiente : : 


5 Véase $ 59. 
* Véase $ 112. 
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Si hay un Y tal que PX, X;... X, Y, existe un sistema de ecuaciones cuyo nú- 
mero-G es a y del que se puede derivar —por medio de las operaciones On, y Onm— 
una ecuación de la forma GX, X3... X, = y cuyo número-G es e, y recíprocamente 
esto sólo es posible si existe un Y tal como el expresado. 


Por otra. parte, si no hay ningún Y tal que PX, X,... X, Y, tampoco existe nin- 
gún Y para el cual F X, Xy... X, Y = 0, y el cálculo de G no puede realizarse. En 
otros términos: en este caso, no hay sistema de ecuaciones del que se pue derivar 
una ecuación de la forma GX, Xz ... X. = y. 

Estos resultados pueden expresarse como sigue : 


Si (EY) PX, X;... X, Y, existe un Y que es el número-G de una ecuación que se 
puede derivar mediante las operaciones On, y On, del sistema de ecuaciones cuyo nú- 
mero-G es a, y Si, cualquiera que sea Y, no se verifica P X, Xy... X, Y, entonces 
cualquiera que sea la ecuación considerada (del EipS GX, X3... X, = y), no es posi- 
ble derivarla de un sistema de este tipo. 

Utilizando el predicado de KLEENE PELO, a escribir : 


(1) (EY) PX,X,...X,Y «> (EY) PRI ¿X, Xo ... XoY 
y VM) PX; Xa ... X, Y ++ (Y) - PRUO a XX... XaY. 


Reemplazando el predicado  P por otro predicado recursivo general, al que po- 
demos designar igualmente con el símbolo P (puesto que se trata de un símbolo sin- 
táctico, y sólo nos interesa la forma general de la equivalencia), y utilizando entonces 
otro sistema de ecuaciones apropiado (puesto que la función G no será ya la misma 
que anteriormente) cuyo número-G es b, podremos escribir la segunda equivalencia : 

(2) MD)PX,X:...Xp <> (Y) PRD X Xo... Xp Y, 
y el lema queda completamente establecido. 


174. ENUNCIADO DEL TEOREMA DE ESTRATIFICACIÓN. 


El lema que acabamos de demostrar proporciona la base de enumeración de los 
predicados expresables a través de un predicado recursivo. Esta enumeración va a 
permitir una utilización del procedimiento de la diagonal. 

PkI“> es un predicado recursivo primitivo y, por tanto, recursivo general. Así, 
ZX,. XX... XL [ED)PRIMZX, Xo... Xp Y] es un predicado particular de la forma 
ZX,X2... Xn[(EY)0ZX,X;... X, Y], donde Q es recursivo general. Si se hace 
sucesivamente Z = 0, 1, 2, ..., se obtiene una enumeración (con posibilidad de repe- 
ticiones) de todos los predicados da la forma X,X... X, [(EY)PX,X,... X, Y], 
donde P es recursivo general. 

Igualmente ZX,X3...X, [(Y) “PRIM OZX, X,...X, Y] es un predicado 
particular de la forma 2X,X,...X,[(1)0ZX,X;...X, Y], donde OQ es recursivo 
general. Y si hacemos sucesivamente Z = O, 1, 2, ..., se obtiene una enumeración (con 
posibilidad de repeticiones) de todos los predicados de la forma X,, X>, ..., X. [(Y) 
PX, X:... X, Y 1, donde P es recursivo general. 
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Esta particularidad es básica para el teorema de estratificación, cuyo enunciado 
exponemos ””: 


(LXIV) Para cada forma predicativa* de la lista siguiente : 


X [PX]2 

X [(EY)P X Y] | X [(1W)PXY] 

X [(Y,) (Y,) P X Y, Y,] X [(EY y) (Y) P X Y, Y] 

X [(EY,) (Y,) (EY) P X Y, Y, Ys] X [(Y,) (EY 3) (Ys) P X Y, Y, Y] 


etcétera..., 


donde P es un predicado recursivo general, existe un predicado que es expresable 
en esta forma, pero no lo es bajo cualquier otra de la misma fila (con el mismo núme- 
ro de cuantificadores) ni bajo ninguna de las formas de las filas precedentes (con un 
número menos de cuantificadores). | 

Esta primera parte del teorema es válida bajo el punto de vista de la lógica clásica. 
Desde el punto de vista intuicionista, sólo es válida para las formas con un solo cuan- 
tificador. | 

Y, por otra parte, para cada forma existe un predicado expresable en la forma ne- 
gativa correspondiente (obtenida colocando un operador de negación ante la expre- 
sión entre paréntesis), pero que no es expresable en esta misma forma ni en Otras de 
das filas precedentes. 

Esta segunda parte del teorema es válida, tanto desde el punto de vista imtuicio- 
nista como desde el punto de vista clásico. 

(Nada impide considerar, en el enunciado del teorema, n variables no cuantifica- 
«das en lugar de una sola: sólo por razones de simplificación mos hemos limitado al 
caso de una sola variable libre.) 


175. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE ESTRATIFICACIÓN. 


Ocupémonos en primer término de la expresión X [(Y) P X Y]. 

Se trata de un predicado uniargumental. 

El predicado X [(Y) — Pkl X X Y] es de esta forma, pero este predicado no es 
expresable en la forma X [(EY) P X Y] ni en la forma X [P X] (y no es, por consi- 
guiente, recursivo general). 

En efecto, supongamos que se haya elegido un cierto predicado recursivo general 
P, y que a sea el número-G del sistema de ecuaciones que define la función G aso- 
ciada a P (según el procedimiento indicado en el $ 173). 


1% KLEENE 10, pág. 49. Teorema Il. 

** Formas en las cuales pueden expresarse los predicados. Se trata de formas predicativas y 
no de predicados; el símbolo P es una variable sintáctica. 

:2 O más simplemente, P. Se ha utilizado la forma X [PX] para tener una notación 
homogénea en el enunciado del teorema. 
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Entonces se tiene, en virtud de la equivalencia 1(173) del lema: 
(EY) PX Y <> (EY) Pl a X Y. 

Y, reemplazando X por a: 

(1) (EY) P aY <> (EY) PRI a a Y *. 


En lógica clásica como en lógica intuicionista, la negación de la expresión (EY) 
R Y, donde R es un predicado cualquiera, es equivalente a la expresión (Y) — R Y. 
Ambas expresiones no son, por tanto, equivalentes entre sí. 


— (EP) R Y > (M) — R Y]. 
Por consiguiente, tenemos: | 
(2) — (EY)Pkl aaY <> (Y) —PllaaY]. 
En virtud de 1(175) y 2(175): 
(3) —[(EY)P aY <> (Y) —PllaaY]. 


Así, cuando se aplica el predicado X [(Y) — Pkl X X Y] al entero a, se obricné 
un enunciado que no es equivalente al enunciado obtenido aplicando al mismo ente- 
ro a el predicado X [(EY) P X Y]. | 


Diremos que dos predicados de enteros P y O de » argumentos son equivalentes 
cuando, cualquiera que sea el sistema a, 4, ..., 4 de los valores que adoptan como ar- 
gumentos, O bien se verifican ambos valores para este sistema de valores, o bien no se 
verifica ninguno de ellos. En otros términos: dos predicados P y O son equivalentes 
cuando dan lugar a enunciados que son ciertos o falsos al mismo tiempo, cualesquiera 
que sean los enteros a los que se apliquen. 


Esta condición puede escribirse : 
(X1) (X2) ... (XJ)IPX,X3... XX, > OX,X2... Xp]. 
La condición para que los predicados X [(Y) “PRIX X Y] y X [(EY)P X Y] 
sean equivalentes, es decir, para que se dé: 
CO LEY) PX Y > (Y) — PL X X Y]. 
Pero la expresión 3(175) nos da un contra-ejemplo que demuestra que esta expre- 
sión no tiene lugar. Por consiguiente, estos dos predicados no son equivalentes. 


Este razonamiento puede repetirse para todos los predicados de la forma X [(EY) 
P X Y], donde P es recursivo general, enumerados, tomo se ha visto más arriba *. 
Para cualquiera de estos predicados existe un entero a para el cual el enunciado (Y) — 
Pkl a a Y no le es equivalente (procedimiento de la diagonal). El predicado X [(Y) — 
Pkl X X Y] no puede, por tanto, representarse bajo la forma X [(EY') P X Y], donde 
P es recursivo general. 


12 Aquí interviene el procedimiento que constituye el núcleo de la paradoja de EPIMÉNIDES. 


“$ 174. | 
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Con mayor razón, tampoco puede ser representado en la forma X [P XT], pues, si 
así fuese, podría ser presentado bajo la forma X [(EY) (P X 8 (Y = Y ))], donde la 
expresión entre paréntesis es de la forma (EX) Q X Y. 


Pero esto es imposible, en virtud del razonamiento anterior. 
Consideremos ahora la expresión X [(EY') P X Y]. 


El predicado X [(EY') Pkl X X Y] es de esta forma, y se puede demostrar igual- 
mente que no es expresable ni en la forma X [(Y) PX Y] ni en la forma X [P X]. 


Para las formas que llevan más de un cuantificador, se puede razonar de la siguien- 
te manera: 
Tomemos la forma X [(Y,) (EY¿) (Ya) P X Y, Y, Ya]. 


El predicado X [(Y,) (EY 2) (Y3) — PRI X X Y, Y, Y3] es de esta forma. 


Pero no es expresable, ni bajo la otra forma de la misma fila, ni bajo ninguna de 
las formas precedentes. 


En virtud de la equivalencia 1(173) del lema, tenemos, en efecto, para un a con- 
veniente: 
(EY ¿) PX Y, Ya Y, > (EY 3) PRICO a X Y, Y, Yo. 
Esta equivalencia se conserva en la cuantificación. Por tanto, se puede escribir : 
(EY,) (Y'2) (EY 3) P X Y, Yo Y <> (EY) Vo) (EX) PLIO a X Y, Yo Yo. 
Y, reemplazando X por a: 
(EY ¡) (Y) (EY JP a Y, Yo Y <> (EY) Va) EY) PRO a a Y, Y. Ys. 
Desde el punto de vista de la lógica clásica, toda expresión 
(EY) (2) (EY 3) R Y, Y¿ Y, y (Y1) (EY 9) (Ys) —R Y, Yo Ys, 
donde R es un predicado cualquiera, es equivalente a la negación de la otra *. 
Por consiguiente, no son equivalentes entre sí. 
Entonces, los enunciados 


(EY) XI(EYS) PRO ¿aY, Y, Y, 
y Y) (EY) (3) PRO aa Y, Yo Y, 
no son equivalentes entre sí. 
No obstante, este razonamiento no es válido desde el punto de vista de la lógica 
intuicionista (como lo era en el caso de un solo cuantificador). 


A partir de aquélla, la demostración (que no es, pues, válida sino desde el punto 
de vista clásico) se realiza exactamente como en el primer caso. 


'* Lo que puede escribirse: 

— (EY,) (Y.) (EY,) R Y, Y, Y, <> (Y,)) (EY) (Ya) —R Y, Y, Y,. 

y (Y) (EY) (Y,) —R Y, Y, Y, <p» (EY,) (Y,) (EY4) R Y, Y, Y,. 

La aplicación del operador de negación a una expresión con cuantificadores tiene por efecto 


cambiar todos los cuantificadores que figuran en el prefijo de esta expresión y afectar de 
negación a la parte de la expresión que sigue al prefijo. 
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Para demostrar la segunda parte del teorema, consideremos de nuevo la expresión 
XI[W)PXY] | | 

La forma negativa correspondiente es X [— (Y) P X Y]. 

El predicado X [— (Y) — Pkl X X Y] es de esta forma. 

Sea P un cierto predicado recursivo general. 

La equivalencia 2(173) del lema nos da, para un bh conveniente: 

(Y) PX Y +> (Y) Pel bXY. 
Y, reemplazando X por b: 


()P Y <> (Y) PRI bbY. 
Es evidente que: 
Y [(Y) “PklbbY <> — (Y) “PRI bbY1, 


y, por consiguiente, 
=1[(Y) PbY <>- (Y) PL bbY]. 

Así, cuando aplicamos el predicado X [— (Y) — Pkl X X Y] al entero b, se ob- 
tiene un enunciado que no es equivalente al enunciado obtenido aplicando al mismo 
entero 5 el predicado X [(Y) P X Y]. 

Los predicados X [— (Y) “PRIX X Y] y X[(Y)P X Y] no son, pues, equiva- 
lentes. 

De ello se sigue, en virtud del razonamiento de la diagonal, que el predicado 
X [7 (Y) — Pkl X X Y] no puede ser representado en la forma X [(Y) P X Y], don- 
de P es recursivo general. Con mayor motivo, tampoco puede ser representado en la 
forma X [P X]. 

El mismo razonamiento puede aplicarse a las demás formas, y como no se debe 
utilizar en adelante el cambio de cuantificadores (bajo el símbolo de negación) *, este 
resultado es válido, tanto desde el punto de vista intuicionista como clásico. 


SECCIÓN 2.—TEORIA DE PREDICADOS DE KLEENE Y LOS 
TEOREMAS DE LIMITACION. 
176. TEORÍA DE UN PREDICADO. 


Utilizando su teorema de estratificación, KLEENE redescubre los teoremas de GÓ- 
DEL y de CHURCH. Su razonamiento descansa en la idea general de una teoría relativa 
a un predicado determinado. 


1% Véase nota 15 de este capítulo. 
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Cuando se estudia una teoría matemática hay que abordar dos categorías de ele- 
mentos: los objetos de que se ocupa tal teoría y las propiedades que pueden poseer 
dichos objetos. 


En el caso de la Aritmética de los números enteros, los objetos son dichos números 
enteros, y las propiedades son, o bien propiedades individuales de los enteros, o bien 
relaciones entre enteros. Estas propiedades pueden estar representadas por predicados 
de una o varias variables que adoptan, a su vez, los valores de los enteros. Los enun- 
ciados de la Aritmética se construyen por medio de predicados de esta especie. For- 
malizar la Aritmética es construir una teoría formalizada de los predicados de la Arit- 
mética. Por supuesto, se pueden tomar en consideración algunos predicados solamente. 
Pero la teoría formalizada deberá enumerar explícitamente los predicados de que se 
ocupa O dar unos procedimientos generales (por ejemplo, esquemas de recursión) que 
permitan construir nuevos predicados partiendo de los predicados básicos dados ex- 
plícitamente. 


El punto de vista que ahora vamos a considerar es el siguiente: ¿Cómo se puede 
representar en una teoría formalizada el dominio de validez de los predicados que in- 
cluye ? 

Para simplificar el razonamiento, podemos limitarnos al caso de un solo predi- 
cado P de un solo argumento. | 


El estudio de este predicado debe permitirnos determinar a qué números se aplica 
este predicado y a cuáles no se aplica. En otros términos: debe permitirnos determi- 
nar, para todo entero a, si Pa es cierto o falso. Denominaremos teoría de un predicado 
P a todo mecanismo formal que permita efectuar esta determinación. Esto puede ha- 
cerse de dos maneras: construyendo una teoría algorítmica o construyendo una teoría 
deductiva. 


Se denomina teoría algorítmica de un predicado P a la que da un procedimiento 
de cálculo que permite asociar a toda expresión del tipo Pa (en la que a« puede re- 
emplazarse por un entero cualquiera) un símbolo correspondiente al valor cierto o un 
símbolo correspondiente al valor falso *. Esta teoría puede construirse formando una 
función F tal que F a tenga el valor O ó 1, según que Pa sea verdadero o falso. (Esta 
función F es la función representativa del predicado P.) 


Esta teoría se dice que es completa si permite realizar esta determinación, cual- 
quiera que sea el entero a (en otros términos: si el cálculo característico queda com- 
pletado en cada caso). | 

Se denomina teoría de un predicado P a un sistema formal que permite derivar de 
ciertos axiomas, por medio de reglas explícitamente formuladas, proposiciones que 
corresponden a expresiones del tipo Pa obtenidas aplicando el predicado P a un en- 
tero cualquiera. | 

Esta teoría se dice que es completa si permite derivar todas las proposiciones que 
corresponden a las expresiones Pa ciertas, y solamente a éstas. (Dicho de otra forma: 


7 Por ejemplo uno de los símbolos Vri o Fal utilizados en $ 26. 
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un formalismo en el cual el conjunto de proposiciones derivables corresponde al con- 
junto de los enunciados ciertos de la forma Pa.) 


177. LA FORMA DE KLEENE DEL TEOREMA DE CHURCH. 


KLEENE ha redescubierto el teorema de CHURCH en la siguiente forma * : 


(LXV) No existe teoría algorítmica completa de los predicados X [(EY') PRI 
XXY1 y X [Q4) —Pkl XXY]. 

La existencia de una teoría algorítmica completa de un predicado P cualquiera 
puede expresarse mediante otro predicado P* tal que el enunciado P* « tenga por sig- 
nificación el proceso que permite asociar el anunciado P a el valor cierto o falso se 
remata efectivamente y da el valor cierto. El predicado P* podrá indicar lo siguiente : 
ser un entero para el cual la función representativa del predicado P adopte efectiva- 
mente el valor 0 *. 


El predicado P* depende de la misma variable que P y puede considerarse como 
equivalente a P (pues Pa y P*a son ciertos o falsos conjuntamente). En virtud de su 
significación intuitiva, este predicado P*a es un predicado metateórico; puede ex- 
presarse bajo la forma de un predicado aritmético por medio de la teoría algorítmica 
que estamos considerando. Decir que esta teoría es completa equivale a afirmar que 
podemos efectivamente decidir, para cualquier valor a de la variable, si P*a es cierto 
o es falso. 


Si identificamos la noción de procedimiento efectivo con la de operación recurst- 
vamente representable, se puede expresar esto de manera más precisa diciendo: la 
teoría del predicado P es completa si (y solamente si) el predicado P* es recursivo 
general. 


Así, pues, dar una teoría algorítmica completa para un predicado P equivale a en- 
contrar un predicado recursivo equivalente a P*, o también a expresar X [P X] en 
la forma X [P* X] donde P* es recursivo general. 


El teorema de estratificación nos indica que se encuentran predicados que no son 
expresables en esta forma, y para los cuales, por consiguiente, no existe teoría 
algorítmica completa. 

Esto ya hemos visto que es cierto de los predicados con un cuantificador. 

X [(EY) Pl XX Y] y X [((Y) — Pkl XX Y]. 

De ahí el Teorema. 


Este teorema corresponde al Teorema de CHURCH (y demás teoremas emparenta- 
dos), pues se limita a afirmar la existencia de problemas insolubles: no es posible 
determinar, en cada caso, si los predicados en cuestión son ciertos o falsos, 


15 KLEENE 10, pág. 61. Teorema VII. 
1% El enunciado P*a significa entonces: para el argumento «a, la función representativa del 
predicado P adopta el valor 0. 
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178. LA FORMA DE KLEENE DEL TEOREMA DE GÓDEL. 


KLEENE redescubre el Teorema de GÓDEL, generalizándole, en la siguiente 
forma? : 


(LXVI) No existe teoría deductiva completa del predicado X 09 = Pel 
XXYl | 


Consideremos un predicado cualquiera P. 


Si una teoría deductiva LF de estos predicados existe, debe llevar, para cada enun- 
ciado Pa, una proposición que le corresponda Y(x) * y debe poderse determinar efec- 
tivamente si existe una serie de proposiciones de LF que constituya una derivación de 
esta proposición o no. | 


Para expresar este hecho podemos construir el predicado: ser una serie Sp de 
proposiciones de LF que constituya una derivación de una proposición Ys(x) corres- 
pondiente a un enunciado Pa. Si se aritmetiza la teoría LF, este predicado podrá 
expresarse bajo la forma de un predicado aritmético R de dos argumentos y que 
responda a la siguiente propiedad : 


Si s es el número-G de una serie de proposiciones Sp de LF y a un cierto número 
entero, R a s es cierto o falso según que Sp sea o no sea una derivación de la propo- 
sición J(N,). Es preciso que se pueda determinar efectivamente si R a s es cierto o 
es falso, cualquiera que sea a y cualquiera que sea s. Si identificamos la noción de 
procedimiento efectivo con la de operación recursivamente representable, esto equi- 
vale a postular que el predicado R sea recursivo general. | 


Podemos expresar mediante el enunciado (E Y) R a Y el hecho de que existe en 
LF una derivación de la proposición que corresponde a P a; y se puede formular 
como sigue la condición para que el sistema LF constituya una teoría deductiva 
completa de P: siempre que el enunciado Pa es cierto, el enunciado (EY) Ra Y y 
debe ser igualmente cierto, y falso en los demás casos. 


Recíprocamente, si en todos los casos en que Pa es cierto se tiene (EY) Ra Y, 
donde R es un predicado recursivo, y sólo en tal caso se puede construir un sistema. 
LF dotado de las dos siguientes propiedades : 


a) Se puede determinar efectivamente para toda serie de proposiciones de LF st 
constituye o no una derivación de una proposición determinada. 

b) Las proposiciones derivables del sistema LF son las que corresponden a los. 
casos en que el predicado P se cumple, y solamente éstas. En otros términos, se: 
puede construir una teoría deductiva completa del predicado P. 

Así, pues, si existe una teoría deductiva completa de un predicado P, los enuncia- 
dos de la forma Pa y los de la forma (EY) R a Y deben ser ciertos o falsos al mismo 


2% KLEENE 10, pág. 63. Teorema VIII 
“2 Donde xk es el símbolo de LF correspondiente al entero «. 
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tiempo, y los predicados X [P X] y X [(EY) R X Y] deben, por tanto, ser equi- 
valentes. 

En consecuencia, podemos afirmar : 

Dar una teoría deductiva completa de un predicado P se reduce a encontrar un 
predicado equivalente de la forma X [(EY) R X Y], donde R es recursivo general, o 
también a expresar P en esta forma. 

De acuerdo con el teorema de estratificación, existen predicados que llevan un 
cuantificador de universalización o un número mayor de cuantificadores que no son 
expresables en esta forma. 

Así, pues, en tanto que es posible dar una teoría deductiva completa para todos 
los predicados de la forma X [P X] o de la forma X [(EY) PX Y], para cada una 
de estas dos formas hay al menos un predicado para el cual esto no es posible. 

En particular, limitándonos a la forma que lleva un solo cuantificador, no es 
posible dar una teoría deductiva completa del predicado X [(Y) — Pkl X X Y]. 


179. (CONSTRUCCIÓN DE PROPOSICIONES INDECIDIBLES POR 
EL MÉTODO DE KLEENE. 


El teorema que acabamos de establecer es una generalización del Teorema de 
GOÓDEL. Sin embargo, esto no es directamente evidente, puesto que no se trata direc- 
tamente, en las demostraciones precedentes, de la existencia de proposiciones inde- 
cidibles. 

Para demostrar que el teorema obtenido por KLEENE generaliza efectivamente el 
de GÓDEL, vamos a establecer de manera directa, basándonos —como se ha hecho en 
la demostración del parágrafo precedente— en el teorema de estratificación, la 
existencia de proposiciones indecidibles en ciertos sistemas. 

De manera más precisa, vamos a demostrar el teorema siguiente: 


(LXVID Cualquiera que sea el sistema LF propuesto como teoría deductiva del 
predicado X [(Y) — Pkl X X Y], existe en este sistema al menos una proposición 
¿ndecidible. 

Este teorema puede considerarse como una forma particular del establecido en el 
parágrafo anterior. 


Al demostrarle, vamos a dar un sentido preciso a la expresión: mo existe teoría. 
deductiva completa del predicado X [(Y) — Pkl X X Y]. 

En efecto, vamos a indicar un entero para el cual este predicado es válido y para 
el cual la proposición correspondiente —cualquiera que sea el sistema que se utilice 
como teoría deductiva de este predicado— no es derivable. 

Consideremos el sistema LF y supongamos que constituye una teoría dia del 
predicado X [(Y) — Pkl X X Y]. 

Como hemos indicado en el parágrafo anterior, la propiedad de ser derivable una 
proposición de tal sistema debe poder expresarse por medio de un predicado re- 
cursivo R. 
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Según la demostración del teorema de estratificación, existe un entero a para el 
que el enunciado (Y) — Pkl aa Y no es equivalente al enunciado (EY) R «Y (que 
es de la forma (EY) P a Y, donde P es recursivo) ”, 


Por definición, el sistema LF debe llevar una proposición 3% que corresponda 
al enunciado (Y) — Pkl a a Y. El enunciado (EY) R a Y fal la proposición 
3É es derivable en LF. Y el enunciado (Y) — Pkl a a Y significa: la proposición 
3% no es derivable en LF. 

Sea, en efecto, G la función definida a partir de R a la manera del lema del 
$ 173. El valor G a es el menor entero s para el cual se tiene R a s, es decir, el 
menor entero s que sea el número-G de una derivación de 3%. El enunciado (Y) 
— Pkl a a Y significa que no es posible encontrar un sistema de ecuaciones me- 
diante el cual se pueda calcular el valor de G 4; en otros términos, que no se 
encuentra nunca ningún s tal que R a s, o también que no existe derivación de 3É 

Esta proposición 3£ tendrá una estructura análoga a la del enunciado que re- 
presenta. Por tanto, se presentará en la forma siguiente: (()) — PFI Na Na Y, don- 
de tl designa una expresión predicativa de LF que corresponde al predicado PX. 


Supongamos que el sistema LF esté construido de tal manera que la proposi- 
ción 3% sólo sea derivable en él si el enunciado (Y) — Pkl a a Y es cierto. 


Basta, para que esta condición se satisfaga, que el sistema LF sea coherente, que 
incluya ciertas posibilidades de derivación del cuantificador ae universalización Y y 
que el predicado recursivo Pkl sea representable en el sistema ” 


Supongamos, en efecto, que la proposición 3 sea derivable « en LF y que, al mis- 
mo tiempo, el enunciado (Y) — Pkl a a Y sea fo: Existe entonces una derivación 
de la proposición a la que representa (Y) — Pkl a a Y en LF. Dicho de otro modo, 
existe un entero s (que es el número-G de esta derivación) tal que R as. Por consi- 
guiente, tenemos: Pklaas. 


Como Pkl es representable en LF (en virtud de nuestras condiciones), la propo- 
sición PEI N, N,N, es derivable en LF. 


Por otra parte, si UE es derivable en LF, en virtud de nuestras ela tam- 
bién podemos derivar en LE la proposición — PEI N, N, N,? 


22 Véase la expresión 3 (175). 

23 De manera precisa, basta con que se pueda derivar de la proposición yA o (Y) — MET 
Na Na Y), una proposición de la forma — PI Na Na Ns, para un cierto entero s. Esta deri- 
vación es ciertamente posible en un sistema que incluya el primer esquema de axiomas para el 
cuantificador de universalización (esquema 3.1 del $ 79) y la regla de la consecuencia (regla 1 
del $ 80). 

24 Esta condición se cumple ciertamente para todo sistema que responda a la condición 
4 del $ 108, pero es naturalmente mucho menos restrictiva. 

25 Por el primer esquema para el cuantificador de universalización : 


(Y) — AFI Na Na Y => Se METNANAN.,. 
y por la regla de la consecuencia: EI Na Na Ns. 
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Pero esto es imposible si LF es coherente. Por consiguiente, nuestra hipótesis 
mo puede ser mantenida. 


En tales condiciones, se ve inmediatamente que 08 no es derivable en LF. 


Supongamos, en efecto, que YX fuese derivable en LF. Entonces el enunciado 
(Y) == Pkla a Y es falso, por lo que 3% no puede ser derivable más que si este 
enunciado es cierto. | 

Es posible, por otra parte, formar en LF la proposición — 3%, que corresponde 
a la negación del enunciado (Y) — Pkl aa Y *, 


Supongamos que el sistema LF esté construido de tal manera que esta propo- 
sición Y 8% sólo sea derivable en él si el enunciado — (Y) — Pkl a a Y es cierto. 

Para que esta condición se cumpla, basta con que el sistema LF sea w-coherente 
y que el predicado Pk! sea representable en él. 

Supongamos, en efecto, que la proposición — 8% sea derivable en EF y que, al 
mismo tiempo, el enunciado — (Y) — Pkl a a Y sea falso. Entonces el enunciado 
(Y) “PklaaY es cierto; dicho de otra forma, la proposición 0% no es derivable 
en LF, 

Así, cualquiera que sea el entero s, $ no puede ser el número-G de una deriva- 
ción de E . 

Por consiguiente, cualquiera que sea s, tenemos: “Ras. 

E igualmente, como consecuencia de la propiedad anterior, cualquiera que sea 5, 
tendremos: “Pklaas. 

En otros términos, todos los enunciados de la forma — Pkl 444 son ciertos. Y 
como Pkl es representable en LF en virtud de nuestras condiciones, todas las propo- 
siciones de la forma — PI Na N, k* son derivables en LF. 

Por otra parte, hemos supuesto que — 3%, es decir — (Y) — PEI N, N, Y, es 
derivable en LF, pero esto es imposible si LF es w-coherente. 

Por consiguiente, nuestra hipótesis no puede ser mantenida. 

En tales condiciones, se ve inmediatamente que — 3% no es derivable en EF. 

Entonces, como LF se supone que es coherente, 3% no es ciertamente derivable 
en LF, y el enunciado — (Y) — Pkl a a Y es entonces falso. Pero — 3% no puede ser 
derivable a no ser que este enunciado sea cierto. 

Así, pues, bajo las hipótesis que hemos precisado, y que son de naturaleza extre- 
madamente general, la proposición 3; es indecidible en el sistema LF. 


Por tanto, tenemos al menos un caso en el cual el predicado X [(Y) — Ph] X X Y] 
es válido, y en el cual, no obstante, la proposición correspondiente no es ni deriva- 


** El sistema LF debe llevar un operador de negación. Si no sería imposible representar en 


EF el enunciado (Y) — Pkl a a Y. Esta condición es la 1 del $ 108. 
“% k designa una constante individual cualquiera de LF, correspondiente a un entero. 
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ble ni refutable. El sistema LF no constituye, pues, una teoría deductiva completa de 
este predicado. 


Obsérvese que la proposición utilizada por KLEENE es de la misma forma que la 
considerada en el teorema de GÓDEL. 


180. ELIMINACIÓN DE LA HIPÓTESIS DE w-COHERENCIA, 


Es posible, como en el segundo teorema de RossÉR*, eliminar la condición de 
«w-coherencia (utilizada en la segunda parte de la demostración), conservando sola- 
mente la hipótesis de coherencia. Basta para ello con introducir un nuevo predicado 
S de dos argumentos que responda a la propiedad siguiente: 


Si s es el número-G de una serie de proposiciones Sp de LF, y c un cierto nú- 
mero entero, $ cs es verdadero o falso según que Sp sea o no una derivación de la 
proposición — (Y) — BEI N.N,Y?. 

Utilizando este predicado $, podemos reemplazar el predicado X [(EY) R X Y] 
por el predicado X [(EY) (R X Y 8 (Z) (Z < Y > “S X Z)]. 


Los enunciados del tipo (EY) (R a Y (Z) (Z < Y > “SaZ)) que podemos for- 
mar mediante este nuevo predicado, significan: la proposición que corresponde al 
enunciado (Y) — Pkl a a Y es derivable en LF a través de una serie de proposicio- 
nes Ngd” (Y), y no hay ninguna serie de proposiciones cuyo número-G sea inferior 
a Y y constituya una refutación de esta proposición. 

Si rehacemos el mismo razonamiento anterior utilizando este muevo predicado, 
podremos decir: existe un entero d para el cual el enunciado (Y) — Pkl d d Y no es 
equivalente al enunciado (EY) (R d Y £ (Z) (Z < Y > —S d Z)). (Como el predi- 
cado utilizado es diferente, tenemos que enfrentarnos con un entero d diferente a a.) 
A partir de aquél, la demostración puede desarrollarse de la misma manera que la 
anterior, demostrándose que la proposición correspondiente al enunciado (Y) — 
Pkl d d Y es indecidible. Pero ya no será necesario, para establecer que esta propo- 
sición es irrefutable, postular la w-coherencia de LF. 


181. (CASO EN QUE LA FORMA DE KLEENE DEL TEOREMA DE CHURCH 
SE REDUCE A LA FORMA DE KLEENE DEL TEOREMA DE GÓDEL. 


Supongamos que el sistema formal LF utilizado como teoría deductiva de un pre- 
dicado P no sólo hace posible derivar todas las proposiciones correspondientes a los 
enunciados Pa ciertos, y solamente a éstos, sino que permite igualmente refutar todas 


2% Véase $ 117. 

** Este predicado 5 queda, pues, definido de manera simétrica al predicado R, pero con- 
cierne a las proposiciones que corresponden al predicado X [— (Y) — Pkl X X Y], y no a 
las que correspondan al predicado X [(Y) — Pkl X X Y]. 
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las proposiciones correspondientes a los enunciados Pa falsos, y sólo éstas. En otros 
términos, supongamos que este sistema constituye una teoría deductiva completa a la 
vez para X [PX] y para X [7 P X]. 

Se puede demostrar (aplicando el principio de exclusión de tercero a los enun- 
ciados Pa) que este sistema es entonces, y simultáneamente, una teoría algorítmica 
completa de P. 


En efecto, sea R el predicado que expresa la derivabilidad de las proposiciones 
correspondientes a los enunciados Pa, y $ el predicado que expresa la derivabilidad 
de las proposiciones correspondientes a los enunciados — Pa, 

Bajo tal hipótesis, tendremos las equivalencias : 

PX <> (EN)R X Y 
y =P X <> (EY) S X Y. 
En virtud de la ley de exclusión de tercero, tendremos : 
PXVW>=PX. 
Y, por tanto, (EY) (RX Y VS X Y). 
Entonces podremos escribir : 
PX <>RX (Min Y [RX Y VS X Y])?. 

Lo cual significa: un enunciado Pa es cierto o falso según que dispongamos de 
una derivación o de una refutación de la proposición correspondiente. 

En otros términos, la teoría deductiva completa LF correspondiente a P es, a la 
vez, una teoría algorítmica completa de P: para decidir si un enunciado Pa es cier- 
to O falso, basta con recorrer la lista de las proposiciones derivables de LF hasta en- 
contrar una proposición que corresponda a Pa o a la negación de esta proposición. 

Si consideramos un sistema formal de esta naturaleza, la forma de KLEENE del 


teorema de CHURCH se retrotrae, por tanto, a la forma de KLEENE del teorema de 
GÓDEL. | 


SECCIÓN 3.—EXTENSION DE LA FORMA DE KLEENE DEL TEOREMA DE 
GÓDEL A LOGICAS NO-CONSTRUCTIVAS Y LIMITE DE ESTA 
EXTENSION. 


182. LÓGICAS ORDINALES, 


La demostración dada por KLEENE de su generalización del teorema de GÓDEL 
sólo impone al sistema formal LF —y esta es su ventaja— una condición absoluta- 


3% Min Y IR X Y VS X Y] designa el menor entero que es el número-G de una deri- 
vación o una refutación de la proposición correspondiente a P X. | 
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mente general. Esta condición puede formularse así: la propiedad de derivabilidad 
en el sistema LF debe ser recursivamente representable. Dicho de otra forma: debe 
ser posible asegurarse mediante un procedimiento efectivo si una serie de propo- 
siciones dadas de LF constituye o no una derivación de una proposición dada de LF. 


Hay, no eaano sistemas que no cumplen esta condición: se trata de las lógi- 
cas no-constructivas * 


Lo teoría de predicados de KLEENE permite extender fácilmente el teorema de 
GÓDEL a ciertas lógicas de este género. 


Permite, en particular, reconstruir los resultados obtenidos por ROSSER para los 
sistemas que utilizan la regla Re-C (regla de CARNAP) *. En efecto, el uso de la regla 
Re-C puede representarse mediante la introducción de un cuantificador de univer- 
salización en el predicado que expresa la propiedad de derivabilidad de la lógica 
considerada. Este predicado tendrá, por tanto, una de las formas previstas por el teo- 


rema de estratificación, y podrá prestarse al tipo de demostración utilizado para las 
lógicas ordinales. 


En general, la forma dada por KLEENE al teorema de GÓDEL puede extenderse 
a todo formalismo LF que responda a la condición siguiente: 


Para una proposición de LF, la propiedad de ser derivable en ese sistema puede 
expresarse mediante un predicado que tenga una de las formas previstas en el teo- 
rema de estratificación del $ 174. 


Por supuesto, existen lógicas no-constructivas que no responden ya a este crite- 
rio, y a las cuales, por consiguiente, no se puede aplicar la generalización de KLEENE. 
Este autor da el ejemplo de un predicado que no es expresable bajo ninguna de las 
formas enumeradas por su teorema de estratificación * 


183. Los CONJUNTOS DE ENTEROS DEFINIBLES DE MOSTOWSKI. 


En lugar de considerar predicados, como hace KLEENE, se puede considerar aque- 
llos enteros para los cuales estos predicados se verifican. MOSTOWSKI ha elaborado 
una teoría de conjuntos de enteros definibles en la cual ha obtenido resultados aná- 
logos a los de KLEENE ”. 


- Los conjuntos de enteros en cuestión, en esta teoría, son aquellos que se pueden 
definir mediante predicados que adoptan enteros por argumentos. 
Sea P un predicado de enteros de k argumentos. 


Consideremos el conjunto de todos los sistemas de k enteros (a, b, ..., k), y sea 
En-Sk este conjunto. 


51 Véase $ 122. 

2 Véase $ 123. 

33 KLEENE 10, pág. 71. Teorema XI. 
4 MOSTOWSKI 3. 
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Podemos definir un subconjunto En-Spk de la manera siguiente : 


El sistema (a, b, ..., k) pertenece a En-Spk si el enunciado P a b ... k es cierto. 

Para que En-Spk sea definido, es evidentemente necesario que se disponga de 
un procedimiento de decisión para el predicado P. 

Se puede disponer el problema de otra forma utilizando un formalismo £EF en el 
cual el predicado P es representable, y que comporte constantes individuales corres- 
pondientes (biunívocamente) a los enteros. 

Sea Y (X,, E, ..., Xx) la expresión de LF que corresponde al predicado X, X ... 
X; [P XX... Xx] y sean Na, Np,.., Nx las constantes individuales de LF que co- 
rresponden, respectivamente, a los enteros a, bh, ..., k. Diremos entonces que el sis- 
tema (a, b, ..., R) pertenece al conjunto En-Spk si la proposición Y (Na, Ny, ..., Nx) 
es derivable en LF *, 

De esta forma, a todo predicado P podrá corresponder un subconjunto de En-Sk. 


Imponiendo condiciones suplementarias a estos subconjuntos, se los puede dis- 
tribuir en clases, de tal manera que estas clases puedan ser engendradas de manera 
regular partiendo de clases iniciales. Tales clases se definen de manera inductiva. 

Todo subconjunto del tipo En-Spk se dice que pertenece a dos clases iniciales 
C!l-E0R y Cl-Unk previamente definidas (para una % cualquiera). A continuación se 
define CI-E (n + 1)k y Cl-U (n +1) 4 de la manera siguiente: 

Un subconjunto En-S a k de En-Sk se dice que pertenece a CI-E (n + 1)k si exis- 
te un subconjunto En-Sh (k + 1) de En-S (k + 1) que a a Cl-Un (k + 1) 
y si la condición necesaria y suficiente para que un sistema (a, b, ..., k) pertenezca 
a En-S ak es que exista un entero E tal que el sistema (a, hb, ..., k, l) pertenezca a 
En-Sb (k + 1). 

Si, por tanto, el subconjunto En-S b (k + 1) está definido por el liado 
X, Xa ... Xx Y [P X, Xz ... X, Y], el subconjunto En-S a k estará definido por el 
predicado XX, Xa ... Xx [(EY) PX, X; ... Xx Y]. En otros términos, el paso de una 
clase del tipo C1-U n k a otra del tipo Cl-E nm k corresponde a la introducción de un 
cuantificador de particularización. 

Y, por otra parte, un subconjunto En-S a k de En-S k se dice que pertenece a la 
clase Cl-U (n + 1) k si es el complemento, en relación al conjunto En-S k de un 
conjunto En-S bh k perteneciente a la clase C1-E (n + 1) 2. 

Si, por tanto, el subconjunto En-S b k queda definido por el predicado X, 
Xa ... Xx [P. X, X3 ... Xx], el subconjunto En-S a k estará constituido por todos los 
sistemas de £ enteros que convierten este predicado en falso. En otros términos, el 
paso de una clase de tipo C!-E (n + 1) k a otra clase de tipo C1-U (n + 1) k corres- 
ponde a la operación de negación. | 

Esta clasificación generaliza la de KLEENE. | 

Las clases C1-E O £ E Cl! - U 0 k corresponden a la forma predicativa sin cuan- 
tificadores. Las clases Cl - E ¿ R corresponden a las formas predicativas en las que el 


25 La expresión PB (Na, Nh, ..., Nx) designa la proposición obtenida reemplazando en 
PB (£,, Ez, ..., Ex), las variables E,, £,, ..., Lx, respectivamente, por las constantes Na, Nb, ..., Nx. 
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primer cuantificador es un cuantificador de particularización. Las clases C1-U j k 
corresponden a las formas predicativas en las. que el primer cuantificador es de 
universalización. (Se puede obtener, en efecto, un predicado del tipo X [(Y) R X Y] 
a partir de un predicado de tipo X [(EY) $ X Y], afectando de un operador de 
negación a la expresión contenida entre corchetes) *, 


La clasificación de MOSTOWSKI es más general que la de KLEENE, pues no lleva 
ninguna cláusula que corresponda a la condición de recursividad del “Teorema de 
Estratificación de KLEENE *, 


MOsSTOWSKI demuestra que si los subconjuntos recursivos primitivos de En - Sk 
pertenecen a C1-E 0 k, y si, para todo predicado P de k argumentos, la propiedad 
ser el námero-G de una derivación de Y (N,, N,, ..., Nx) en LF es recursivamente 
representable mediante un predicado recursivo primitivo, entonces C!-E O k es la 
clase de los subconjuntos recursivos generales de En - Sk. En tal caso, la clasificación 
de MOSTOWSKI coincide con la de KLEENE, pues los predicados que corresponden a 
la forma predicativa X [P X] de la clasificación de KLEENE son recursivos generales 
(en virtud de la definición de conjunto recursivo). | 


184. (GENERALIZACIÓN POR MOSTOWSKI DEL TEOREMA DE 
ESTRATIFICACIÓN DE KLEENE. 


MOSTOWSKI demuestra, para la serie de clases definida en el parágrafo prece- 
dente, un teorema que constituye una generalización del Teorema de Estratificación 
de KLEENE, Este teorema descansa sobre un conjunto de condiciones cuya esencia 
consiste en exigir que la propiedad de derivabilidad, para el formalismo LF*, sea 
expresable por medio de un predicado que corresponda a una de las clases previstas 
en la clasificación anteriormente descrita (o también: que tenga una de las formas 
previstas en el Teorema de Estratificación de KLEENE, pero con un P cualquiera). De 
manera más precisa: habiéndose previsto el sistema LF como aritmetizable, los 
números-G de las derivaciones de LF deben formar un subconjunto de En - $ 1 ade 
pertenezca a una clase C1- E ¿1 (para un cierto y). 


El Teorema de MOSTOWSKI se enuncia como uE 


(LXVIOD Para todo sistema LF que responda a las hipótesis previstas, y para 
todo n > 0, la clase Cl- E (n + 1) k es diferente de la clase Cl-E n k, y la clase 
Cl -U (n + 1) k es diferente de la clase Cl - Un k. Además, ningún conjunto perte- 
neciente a una de las clases Cl-EnkoCl-Unk está contenida en la otra” 


38 Véase nota 15 del presente capítulo. 
_** Que impone al predicado P ser recursivo. 
8 Se trata del formalismo LF del que se ha tratado más arriba, y en el cual el predicado 
P es representable. 
*% Las clases de que se trata son clases formadas, como se indicó anteriormente, a partir de 
los conjuntos del tipo En-Spk correspondiente a los predicados P representables en el sistema LF. 
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Si C1-E 0 k es la clase de conjuntos recursivos generales de En - S k, se formula 
el Teorema de Estratificación de KLEENE, pero bajo una forma más débil, pues el mé- 
todo de KLEENE permite construir efectivamente, para todo », un subconjunto de 
En - $ k que pertenece a la clase Cl - E n k, pero que no está contenido en C!-U nm k 
ni en ninguna de las clases más simples. 


Este teorema permite obtener, de manera exacta al Teorema de Estratificación de 
KLEENE, una forma generalizada del "Teorema de GÓDEL y extender esta generali- 
zación a sistemas mo-constructivos. El método de MOSTOWSKI permite llevar esta 
extensión tan lejos como lo permite el método de KLEENE. Las condiciones impuestas 
al sistema LF, en el Teorema de MOSTOWSKI, son, por otra parte, análogas a las que 
se deben imponer, en la teoría de KLEENE, a los sistemas a los cuales se quiere 
extender la forma de KLEENE del Teorema de GÓDEL. 


CaríTULO VIII 


El método semántico. Teoremas 


de Tarski y de Mostowski 


SECCIÓN 1.—EL METODO SEMANTICO. 


185. LA NOCIÓN DE VERDAD EN UN SISTEMA FORMAL. 


Todos los resultados hasta aquí examinados se apoyaban exclusivamente en las 
propiedades sintácticas de los sistemas formales. TARSKI ha introducido en la ciencia 
de los fundamentos un método que se ha revelado extremadamente fecundo, basado 
en las propiedades semánticas de los sistemas formales *. Las propiedades semánticas 
hacen intervenir necesariamente la relación que existe entre el sistema formal consi- 
derado y tal o cual dominio de objetos? que se pueden representar? en este sistema, 
o mediante el cual es posible construir una interpretación de este sistema *, 


1 Véase $ 33. 

2 Estos objetos pueden ser individuos, funciones, operaciones, predicados o enunciados. Se 
podrían considerar como si formasen parte de una teoría matemática intuitiva (no formalizada, 
o en todo caso no enteramente formalizada). Pero es necesario evitar un cierto equívoco. No 
sería correcto decir que el estudio semántico de un sistema consiste en analizar las relaciones 
que existen entre este sistema y las teorías intuitivas que se le puedan adscribir. Si así ocu- 
rriese, la semántica no podría ser una disciplina exacta; en efecto, no es posible someter una 
teoría a un examen riguroso (como puede hacerse en el caso de un sistema formal). El estudio 
semántico de un sistema se refiere a las relaciones que existen entre este sistema y la estructura 
matemática de la que este sistema debe constituir la representación formal. Evidentemente, una 
estructura matemática puede ser presentada de manera aproximada a través de una teoría in- 
tuitiva; sucederá esto aunque esté presentada de tal suerte antes de ser formalizada estricta- 
mente. También es posible servirse de esta presentación intuitiva para darle una idea previa 
de la estructura en cuestión. Pero esto no es indispensable, y de todas formas la semántica debe 
dar una caracterización rigurosa de esta estructura. Esto es lo que sucede, por ejemplo, cuando 
da una definición precisa de las proposiciones verdaderas del sistema que estudia (véase un ejem- 
plo de tal definición en $ 186). 

> Véase a este propósito $ 41. 

* Véase a este propósito $ 22. 
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La propiedad, para una proposición de un sistema, de ser verdadera en un campo 
de interpretación dado *, o la propiedad, para una función (u operación, o predicado), 
de ser representable en un cierto sistema formal*, son propiedades semánticas. 

TARSKI ha basado sus investigaciones sobre el estudio de la función de verdad 
en un sistema formal ”. 

Si se puede dar una definición precisa de la propiedad ser una proposición verda- 
dera de un sistema LF, entonces es posible clasificar las proposiciones del sistema no 
ya en derivables y no-derivables, sino en proposiciones verdaderas y falsas (mo- 
ciertas) *. 

En otros términos, dado un sistema LF, se puede considerar el predicado meta- 
teórico verdadero y proponernos dar de él una definición precisa. Este predicado es 
un predicado semántico que puede ser aplicado a las proposiciones de LF y que 
permite separar estas proposiciones en dos clases diferentes. 

TARSKI ha demostrado el procedimiento de definición rigurosa de un tal predica- 
do, inspirándose en la noción intuitiva de verdad. 


En lo que sigue, siempre que hablemos del predicado verdadero subentenderemos 
que se trata del predicado verdadero en el sistema que consideremos. Este predicado 
lo designaremos con el símbolo Vrz?. 

En los teoremas que serán tratados más adelante, tendremos que utilizar el predi- 
cado Vrí (para un determinado formalismo), pero no será necesario dar una definición 
explícita; solamente tendremos que precisar ciertas condiciones generales a las que 
la definición de Vrí debe ser sometida. 

Entre tanto, indiquemos esquemáticamente cómo se puede construir una defini- 
ción explícita de Vrí para un determinado formalismo. 


186. DEFINICIÓN DEL PREDICADO VRI PARA EL SISTEMA LEN-V. 


Consideremos el sistema LFN-V que corresponde a la aritmética clásica. 

Este sistema posee (esquemáticamente) la siguiente estructura. 

Está dotado de las siguientes componentes primitivas: variables individuales (Y, 
y esta misma letra afectada de índices), constantes individuales (No, N,, Na, ...), una 


* Véase $ 29. 

* Véase € 41. 

” TARSKI 4. Véase también TARSKI 9 y 15. 

¿ O también: si se puede asociar a toda proposición de un sistema uno de los símbolos 
Vri o Fal (y sólo uno), es posible clasificar las proposiciones de este sistema en proposiciones 
verdaderas y falsas. Se puede, naturalmente, utilizar, en lugar de los símbolos Vri y Fal, 
cualquier otro par de símbolos; lo esencial es que las proposiciones del sistema queden re- 
partidas en dos clases distintas. 

” Si se pretende un rigor absoluto se impone utilizar un símbolo diferente para cada 
formalismo. Pero como nosotros consideraremos solamente resultados de forma general y no 
tendremos que temer ninguna ambigiedad, podemos convenir sin reparo la utilización del 


mismo símbolo. 
yl 
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constante predicativa (=), tres constantes funcionales (o, + y x), los operadores 
proposicionales habituales y símbolos de agrupamiento. 


También posee los axiomas y esquemas siguientes: esquemas de recursión para 
definir las funciones + y x, axiomas para el predicado =, los axiomas de PEANO 
(comprendido el principio de inducción), los axiomas y esquemas de derivación de 
la lógica de predicados de primer orden (axiomas de la lógica proposicional, axiomas 
para los cuantificadores, esquema correspondiente a la regla de la consecuencia, 
esquema para el cuantificador de universalización). Los axiomas de PEANO sirven para 
caracterizar las constantes No y cv. Las constantes individuales distintas de Ny no 
pueden ser introducidas por vía de definición ”. 


Este formalismo permite introducir por medio de definiciones explícitas todas las 
funciones recursivas primitivas y es suficiente para la formalización de LAI ”. 


Las proposiciones de este sistema LFN-V corresponden a enunciados aritméticos 
(enunciados LAI) en el sentido de que representan propiedades de una cierta es- 
tructura matemática, la teoría de los números enteros * ”". Pero mientras que las pro- 
posiciones de LFN-V se construyen según reglas precisas, los enunciados de LAI 
están formulados en un lenguaje que no es perfectamente riguroso. Por otra parte, 
mientras que el sistema LFN-V se presenta en forma de un sistema formal puro, la 
aritmética intuitiva sólo está formalizada parcialmente. En LFN-V, la noción de teo- 
rema está definida de manera precisa (como resultado de los axiomas y las reglas de 
derivación); en LAI, por el contrario, esta noción no está determinada por criterios 
precisos. No se puede, por tanto, pensar en definir de manera precisa un predicado 
Vri por LEN-V estableciendo una correspondencia entre las proposiciones de LFN-V 
y los enunciados de LAI. Ciertamente, en la construcción del predicado Vré nos de- 
jaremos guiar por el conocimiento que poseemos de la teoría de números enteros, y 
este conocimiento se expresa, a nivel no estrictamente formalizado, y como conse- 


12 Como en el $ 74. 

1% Como puede verse, el sistema LFN-V corresponde al sistema LFN del $ 129. Tiene 
exactamente la misma potencia. La única diferencia entre ambos sistemas es que LFN lleva el 
esquema de recursión primitiva (en su forma general), mientras que LFN-V lleva esquemas 
especiales para la suma y la multiplicación, e introduce las demás funciones recursivas mediante 
definiciones explícitas (que hacen intervenir las funciones +, X y 0). 

ll bis A decir verdad, esta manera de representar las cosas tan sólo corresponde a un punto 
de vista heurístico, y podría conducir a malentendidos. Hablando estrictamente, no se trata de 
establecer una correspondencia entre el sistema formal LFN-V y una teoría no formalizada LAI. 
Se trata de establecer una correspondencia entre LFN-V y una cierta estructura matemática 
de la cual LAI sólo da una descripción bastante aproximada. La definición dada no se refiere 
en absoluto al valor de certeza de los enunciados de LAI. Si así fuese no tendría ningún 
carácter preciso, pues el valor de certeza de los enunciados de LAI se fija por medio de 
criterios intuitivos, y, por tanto, no rigurosos. En realidad, dicha definición da un criterio 
preciso que permite determinar directamente y sin ambigiedad si una proposición dada de 
LEN-V es verdadera o falsa. Sin duda se ha inspirado para construirlo en las propiedades de 
los enunciados de LAI, y es esto lo que justifica la presentación anterior. Pero ésta posee una 
significación intrínseca que es independiente de estas propiedades, y en este sentido se puede 
afirmar que incluye implícitamente una caracterización rigurosa de la estructura matemática 
que el sistema LFN-V se sabe que puede representar formalmente. 
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to, 


cuencia más accesible a la intuición, en LAI. Y en este sentido, los criterios que 
permiten decidir sobre la verdad o la falsedad de los enunciados de LAI pueden servir 
de fácil conductor. Pero si pretendemos constituir la semántica en ciencia exacta, es 
preciso dar al predicado Vri el estatuto de una noción definida de manera riguro- 
samente formal. En otros términos, hay que dar un criterio preciso que permita de- 
terminar directamente y sin ambigiedad si una proposición dada de LFN-V es 
verdadera o falsa, independientemente del valor de verdad de los enunciados de LAI 
(que no se determina por criterios rigurosos). El predicado Vri para LFN-V debe 
recibir una significación intrínseca; su definición debe ser construida de manera que 
proporcione (implícitamente) una caracterización rigurosa de la estructura matemática 
que el sistema LFN-V trata de representar formalmente. 

Si el sistema LFN-V sólo posee un número finito de proposiciones, podríamos 
definir Vri indicando, para cada una de estas proposiciones, si es verdadera o falsa, 
es decir, si posee el predicado Vri o no. Como, en realidad, el sistema LFN-V com- 
prende una infinidad de proposiciones, no podemos limitarnos a elaborar una defini- 
ción de este género. Pero podemos elaborar una definición formulada de manera 
recurrente; basta definir el predicado Vrí por las proposiciones elementales e indicar 
después cómo puede ser extendido a las proposiciones complejas siguiendo las reglas 
de formación que indican cómo se puede pasar de las proposiciones elementales a 
otras más complejas. Pero debemos tener presente que ciertas proposiciones de LFN-V 
son abiertas (contienen variables libres). Tales proposiciones no representan directa- 
mente un hecho aritmético, la pertenencia de tal o cual propiedad a un número 
determinado, a una categoría de números o a todos los números, sino más bien una 
forma de hecho, una especie de pura posibilidad formal. Para pasar de la forma a un 
hecho es preciso transformar la proposición abierta en proposición cerrada, sea 
ligando las variables mediante cuantificadores, sea reemplazándolas por constantes 
individuales. TARSKI ha demostrado cómo se puede superar esta dificultad introdu- 
ciendo un predicado metateórico intermediario Sts (que expresa la propiedad, para 
una determinada sucesión, de satisfacer una determinada propiedad). Este mismo 
predicado hace intervenir en su definición una función metateórica Val, que hace 
corresponder a cada término de LFN-V un número entero, valor adoptado por este 
término cuando las variables que en él figuran son reemplazadas por números enteros 
determinados. (La función Val estará constituida de manera que haga corresponder a 
los términos que no contengan variables el número que ellos representan). Las defi- 
niciones de la función Val y del predicado Sts hacen intervenir una aritmetización del 
sistema LEN-V, | 

La idea de la construcción es la siguiente: Sea un dominio de individuos, el 
conjunto de los números enteros. Dada una proposición cualquiera A de LFN-V, esta 
proposición podrá en general descomponerse en proposiciones elementales que tengan 
la forma de igualdades entre términos Y. Se hará corresponder a cada una de estas 
constantes individuales que figuran en estos términos los enteros que estas constantes 


12 La noción de término puede definirse como en el caso del sistema LFN-G': véase tam- 
bién $ 135 e INDICE DE NOTACIONES, 2.32.2. 
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representan, y se hará corresponder a cada una de las variables libres que contienen 
un entero elegido arbitrariamente. Entonces se podrá hacer corresponder a cada uno 
de estos términos un valor numérico: para ello bastará con calcular los valores que 
adoptan (para los argumentos numéricos elegidos) las funciones que figuran en estos 
términos mediante aproximaciones sucesivas (es decir, calculando primero los valores 
de las funciones que sólo tienen por argumento números enteros, después los de las 
funciones entre los argumentos en los que figuran funciones del tipo precitado, y así 
sucesivamente). Una proposición elemental se dice que está satisfecha por los enteros 
elegidos si se encuentra el mismo valor numérico a ambos lados del signo de igualdad. 
Entonces se podrá extender progresivamente la noción de satisfacción a las propo- 
siciones complejas, interpretando los operadores proposicionales en el sentido habitual. 
Una proposición (cualquiera) se dirá que es verdadera si queda satisfecha por todas 


las elecciones posibles de los valores numéricos sustituidos en las variables libres que 
contiene. 


He aquí cómo puede ponerse en práctica esta idea de manera precisa. Considere- 
mos el conjunto de los enteros. Consideremos todas las series indefinidas Se de enteros 
que podemos formar tomando solamente cada vez un número finito de enteros dife- 
rentes de 1, y situando estos enteros a la cabeza de la serie. (Por tanto, estas series 
serán del tipo: 4, %, ...., 4p, 1, 1, 1,...., donde 4, %a, ..., 4h son enteros distintos de 1). 
Dada una serie de esta naturaleza, podemos hacerla corresponder término a término la 
serie X,, La ...... de las variables de LEN-V. 


Denominemos a esta correspondencia una atribución de valores a las variables de 
LFN-V, asociada a la serie considerada. Esto establecido, si disponemos de una expre- 
sión en la que figuren las variables libres Y, Y,, ...., Y, y si tenemos una serie 
M, 4% «..., Gm, 1, 1, 1, ...., la atribución de valores asociada a esta serie hace corres- 
ponder a estas variables los 1 primeros números de esta serie. (Si m < m, las variables 
de índice superior a 7 serán puestas en correspondencia con 1). Por otra parte, po- 
demos proceder a una aritmetización de nuestras series, es decir, hacerlas corresponder 
biunívocamente números enteros. 

La función Val hace corresponder a cada término de LFN-V y a toda serie de tipo 


Se un número entero determinado, que es el valor de este término, para la atribución 
de valores asociados a esta serie. 


Sea s el número coordinado a la serie Se. 
Si nm es el número-G de Ny, Val (nm, s) =0. 
Si n es el número-G de N,, Val (nm, s) = 1, 
Si m es el número-G de X,, Val (m, s) = an. 

(Donde a, es el n-ésimo término de la serie Se.) 

Si £, es el número-G del término 7, 
y n el número-G de do 7,, Val (nm, s) = Val (1, 1) + 1. 

Si £, y tz son los números-G de los términos 7, y 72 y 2 el número-G de la 
expresión (7, + 72), Val (nm, s) = Val (4, s) + Val (ta, 5). 

Si t, y tz son los números-G de los términos 7, y 7z y n el número-G de la ex- 
presión (7, x 72), Val (nm, s) = Val (t,, s) x Val (ta, 5). 
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El predicado Sis queda definido ante todo por las proposiciones elementales y 
después por las que se forman a partir de proposiciones cualesquiera mediante ope- 
radores lógicos. Las proposiciones elementales de LFN-V tienen la forma de una 
igualdad entre términos. 


Si e es el número-G de una proposición elemental (7, = 72) y si t, y tz son los 
números-G de los términos 7, y 72, tendremos: 


-Sts (e, s) <> Val (t,, s) = Val (Lo, 5). 
(Dicho de otra forma: decir que la serie Se satisface a la proposición (Tr, = 73) 


equivale a decir que los valores de los términos 7, y 72, por la atribución de valores 
asociados a esta serie, son iguales.) 


Si a es el número-G de una proposición A de LFEN-V, y Neg a el número-G de la 
proposición — A, tendremos: 


Sts (Neg a, s) <> — Sts (a, 5). 


Si 4 es el número-G de una proposición A, b el número-G de una proposición B, 
k el número-G de una proposición (A V B), 1 el número-G de la proposición 
(A 8 B), m el número-G de la preroO (A > B) y 2 el número-G de la propo- 
sición (A <>- B), tendremos : 


Sts (k, s) <> [Sis la s) V Sts (b, 5] 
Sts (QU, s) <> [Sts (la, s) € Sts (b, s)) 
Sts (m, s) «> [Sts la, s) > Sts (b, s)] 
y Sts (n, s) <> [Sts la, s) <> Sts (b, s)1. 


Si a es el número-G de una proposición A (X,) y b el número-G de la proposición 
TE X,) A (X.), Sts equivale a: existe una serie Se* diferente de la Se por el m-ésimo 
término cuando más, y tal que se tiene Sts (a, s*), donde s* es el número coordinado 
a la serie Se*, 


Si a es el número-G de una proposición A (X,) y b el número-G de la proposición 
(E,) A (Ea), Sts (b, s) equivale a: toda serie Se* que se diferencie de la Se por 
el n-Éésimo término cuando más, es tal que se tiene Sts (a, s*), donde s* es el número 
coordinado a la serie Se*, 


Quedando definido de este modo el predicado Sts, es fácil definir el predicado 
Vri. Si a es el número-G de una proposición A, se tiene Vri a si (y solamente si) 
cualquiera que sea s, S£s (a, s). Dicho de otra forma: la proposición A es verdadera 
si puede quedar satisfecha por cualquier serie Se del tipo definido anteriormente. 


Mediante estas definiciones se puede demostrar que todos los axiomas de LFN-V 
son proposiciones verdaderas. Igualmente se puede demostrar que los esquemas de 
LFN-V, aplicados a proposiciones verdaderas, dan proposiciones verdaderas. De aquí 
se sigue que todas las proposiciones derivables de LFN-V son verdaderas. 
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SECCIÓN 2.—LOS TEOREMAS DE TARSKI. 


187. Los RESULTADOS DE TARSKI. EL FORMALISMO LFT. 


TARSKI ha establecido un teorema de limitación acerca de la propiedad semántica 
que acabamos de considerar: dado un formalismo LFT' que responda a determinadas 
condiciones generales, no es posible representar en este formalismo las propiedades 
del predicado Vrí correspondiente. A este enunciado le denominaremos Teorema de 
la verdad, 

Por otra parte, TARSKI ha demostrado que es posible obtener, utilizando un 
método semántico, un resultado que generalice el de GÓDEL. El método utilizado 
por TARSKI le lleva a considerar clases de proposiciones: este autor establece la 
existencia de proposiciones indecidibles en el interior de determinadas clases de 
proposiciones. 

Finalmente, ha demostrado que su Teorema de la verdad está ligado al de GÓDEL, 
pues este teorema puede deducirse de su versión propia del Teorema de GÓDEL. 

Indicaremos en primer término la manera en que TARSKI ha generalizado el 
Teorema de GÓDEL y deducido su Teorema de la verdad partiendo del anterior. En la 
Sección 4 expondremos cómo se puede obtener de manera directa el Teorema de la 
Verdad, 

Consideremos un formalismo LFT. Este formalismo responde a las siguientes con- 
diciones : 

1) Está dotado de medios suficientes para formalizar la aritmética ordinaria. 

2) Incluye los axiomas de la lógica de proposiciones *, los axiomas de los 
cuantificadores * y las reglas de derivación ordinarias (reglas de la consecuencia y 
esquema para el cuantificador de universalización). 

3) Incluye la Teoría de Tipos (y, por tanto, los axiomas de reductibilidad y de 
determinación Y o axiomas correspondientes a la Teoría de Conjuntos de ¿ZERMELO. 

Denominemos a estas tres condiciones 1(187), 2(187) y 3(187). 

Consideremos ciertas clases de proposiciones pertenecientes a este formalismo. 

Diremos que una clase Cl de proposiciones de LFT es coherente si no contiene 
simultáneamente una proposición y su negación. Diremos que esta clase es completa 
si, cualquiera que sea la proposición A, la clase Cl contiene A o su negación. 

Sea Cl-Pr la clase de todas las proposiciones de LFT' y Cl-Dr la clase de las 
proposiciones derivables de LFT. Supongamos que se haya construido un predicado 
Vri de LEFT, y sea Cl-Vr la clase de las proposiciones ciertas de LFT' (es decir, pro- 
posiciones que cumplen este predicado). 


13 Por ejemplo, los axiomas del $ 79, 2. Son posibles otros sistemas de axiomas. 
12% Por ejemplo, los axiomas del $ 79, 3. Son posibles otros sistemas de axiomas. 
!5 Véase el $ 79, 4 y 5. 
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El predicado Vrí debe estar construido de tal forma, que la clase Cl-Vr responda 
a las propiedades siguientes : 


a) La clase Cl-Vr contiene los axiomas de LFT' y es cerrada respecto a la rela- 
_Ción de consecuencia inmediata para LFT'**; por consiguiente, la clase Cl-Dr está 
contenida en la clase Cl-V +. 


b) La clase Cl-Vr es coherente. 


c) La clase C!-Vr es completa. 


Al conjunto de estos requisitos impuestos a la definición de Vri lo denominare- 
mos condición 4(187). 


188. EL LEMA DE TARSKI, 


TARSKI obtiene un primer teorema sobre la existencia de clases incompletas, y 
un segundo teorema que generaliza el de GÓDEL. El primero no hace intervenir aún 
la clase Cl-Vr. Ambos teoremas están basados en un lema cuya demostración utiliza 
un procedimiento análogo al de GÓDEL. 

Este lema hace intervenir la noción de clase de proposiciones representable en un 
formalismo. 

Sea Cl una clase de proposiciones de un cierto formalismo LF y sea A una propo- 
sición cualquiera de LF perteneciente a Cl. Se dice que la clase Cl es representable en 
LF si, cualquiera que sea A, existe en LF una proposición An que representa en LF 
el enunciado metateórico: La proposición A pertenece a la clase Cl *. 

En el lema de TARSKI se considera una determinada clase de proposiciones C/-Rp 
que se supone representable en LFT., 


Este lema se enuncia como sigue: 


(LXIX) Si el formalismo LEFT responde a las condiciones 1(187), 2(187) y 3(187), 
y sí la clase Cl-Rp es representable en LEFT, LEFT contiene una proposición Y tal que 
la proposición (“ Y <> Y.) (donde WT, representa en LFT el enunciado metateóri- 
co: La proposición Y pertenece a la clase Cl-Rp) es derivable en LEFT *, 

Para demostrar este lema comencemos por aritmetizar nuestro sistema LFT. Sea 
entonces C/-Rp una cierta clase de proposiciones de LFT' representable en este for- 
malismo. Sea A una proposición de Cl-Rp y a su número-G. 

- Consideremos el enunciado: A pertenece a Cl-Rp. 

Podemos expresar este enunciado en forma aritmética utilizando el predicado arit- 
mético Mem-Rp: ser miembro de la clase Cl-Rp. 

Nuestro enunciado puede escribirse: Mem-Rp a. 


16 Esta relación puede definirse para LFT exactamente lo mismo que para LFG. Véase a 
este propósito $ 80 y $ 81. También se puede decir: la clase Cl-Vr es cerrada respecto a la 
aplicación de las reglas Re, y Rez. (Véase $ 122). 

17 O también: La proposición A es miembro de la clase Cl. 

18 TARSKI 4, págs. 370-374. Y TARSKI 6. Teorema 2.3. 
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Como LFT' permite formalizar la Aritmética, podemos representar en LFT' este 
enunciado por medio de una proposición Mem-Rp N,: se trata de la proposición 
An de la que se ha tratado anteriormente, dada aquí en forma explícita. 

Consideremos la expresión Mem-Rp Y. 

Vamos a transformar esta expresión sirviéndonos de la función abreviada de sus- 
titución Sbs*. 

En virtud de nuestras hipótesis sobre LFT, esta función, por ser recursiva, es re- 
presentable en LFT' mediante una cierta expresión funcional GS bs. Podemos formar la 
proposición 
(1) — Mem-Rp (Sbs E X). 

Esta proposición pertenece a LFT. Sea r su número-G. 

Reemplacemos en 1(188) la variable € por la constante N,, y obtendremos la 
proposición : 

— Mem-Rp (Sbs N, N,), 
que es nuestra proposición Y. 
Sea £ el número-G de esta proposición. 
En virtud de las propiedades de la función Sbs, tenemos: 


Sbsrr=t, 
- En virtud de nuestras hipótesis sobre LFT, podremos derivar en LFT: 
Sbs N r N r == N bt. 


Y a continuación : 

Mem-Rp (Sbs N, Ny) > Mem-Rp N; 
(pues LFT debe contener los axiomas de igualdad). 

La proposición Mem-Rp N;, representa el enunciado: La proposición Y perte- 
nece a la clase Cl-Rp, y es, por tanto, la proposición Tn del enunciado. 

El principio de la doble negación nos da : 

— —Mem-Rp (Sb8 N, N,) <> Viem-Rp (Sbs N, N,). 

Tenemos, por tanto, finalmente: 

Y <> Top. 

Equivalencia que es, pues, perfectamente derivable en LFT. 

La proposición Í representa el enunciado: La proposición cuyo número-G es t no 
pertenece a la clase Cl-Rp, Pero 1 es el número-G de 3. Esta proposición afirma, 
por consiguiente, de sí misma, que no pertenece a la clase Cl-Rp. 

De este lema se pueden deducir los dos teoremas que enunciamos a continuación. 


189. [EXISTENCIA DE CLASES INCOMPLETAS EN LFT. 


El primero de estos teoremas establece la existencia en LFT' de clases incompletas. 
Se dice que una proposición A es indecidible en una clase Cl de proposiciones si 
esta clase no contiene ni la proposición A ni su negación. Si existe en un sistema dado 


1% Véase $ 92. 
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(al menos) una proposición indecidible en una clase de proposiciones de este sistema, 
esta clase es incompleta. 
(LXX) Sea un formalismo LFT que responda a las condiciones 1(187), 2(187) y 
3(187). 
Sea una clase Cl-Ic de proposiciones de LFT que posee las siguientes propiedades : 
1) La definición de Cl-Ic es represemtable en LFT. 
2) Cl-Ic contiene la clase Cl-Dr de proposiciones derivables de LFT. 
3) Cl-Ic es cerrada respecto a la aplicación de la regla de consecuencias (si Cl-Ie 
contiene a Á y (A > B), también contiene a B). 
4) Cl-Ic responde a la siguiente condición de coherencia : 
Si Cl-Ic contiene una proposición A, no puede contener la proposición Ap, 
y si Cl-Ic contiene la negación A de una proposición A, mo puede contener 
la proposición Ay). 
Existe, pues, una proposición Y de LFT que es indecidible en esta clase. 
Dicho de otra forma: esta clase es incompleta ”. 


Efectivamente, en virtud del lema, existe una proposición Y de LFT tal que la 
equivalencia (— Y <> Y.) pertenece a la clase Cl-Dr (es derivable en LEFT). 
Entonces, en virtud de la hipótesis 2 anterior, esta equivalencia pertenece también 
a la Cl-Ic, | 
Esta equivalencia se descompone en dos implicaciones : 
(As) Y (E 
Realizando una contraposición sobre la segunda implicación, obtenemos : 
CToer Tn) y > Im) 
Si Y pertenece a Cl-Ic, en virtud de la hipótesis 3, — Y, pertenece también a 
Cl-Ic, lo que contradice la hipótesis 4. 


Y si — Y pertenece a Cl-[c, en virtud de la hipótesis 3, > - a pertenece también 
a Cl-Ic, lo que contradice la hipótesis 4. 


Así, pues, ni 2 ni — Y pueden pertenecer a Cl-Ic, y ésta es una clase incompleta. 


190. LA GENERALIZACIÓN SEMÁNTICA DEL TEOREMA DE GÓDEL. 


El segundo teorema derivado del lema de TARSKI es el que generaliza el teorema 
de GÓDEL. En el razonamiento interviene la clase Cl-Vr, y se supone que la defini- 
ción de esta clase responde a la condición 4(187). Por otra parte, introduce la noción 
de clase defimible en un formalismo 

Consideremos un formalismo LF. 

Se dice que un predicado P de k argumentos es definible en una clase Cl de pro- 
posiciones LF si existe una expresión predicativa PB de LF dependiente de k varia- 
bles tales que: 


22 TARSKI 6. Teorema 3.6. 
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Si el enunciado P a 6 ... k es cierto, la proposición Y N, Ni; ... Nx * pertenece 
a la clase Cl; i 

y si el enunciado P a bh... k es falso, la proposición — PB N, N, ...N, pertenece 
a la clase Cl. | 

Se dice que un conjunto o una clase es definible en la clase Cl si la propiedad de 
pertenecer a este conjunto o clase es definible en Cl. 

Supongamos ahora que se haya podido definir, para este formalismo LF, un pre- 
dicado Vr¿ y una clase Cl-Vr de tal manera que toda proposición derivable de LF per- 
tenezca a Cl-Vr, Se dirá que un predicado es defimible en LF si es definible en la 
clase Cl-Vr así definida. 


Y se dirá que un conjunto o clase es definible en LF si este conjunto o clase es 
definible en esta misma clase Cl-V+r. 


Vamos a considerar, como hicimos en el teorema del parágrafo precedente, una 
cierta clase de proposiciones, pero imponiéndole condiciones diferentes de las que 
habíamos impuesto a la clase Cl-Ic. 

Consideremos una clase C/-Df a la que exigiremos ser definible en LFT. 

Sea A una proposición cualquiera de LFT. Podemos formular como sigue la con- 
dición impuesta a Cl-Df : 

La condición necesaria y suficiente para que A pertenezca a Cl-Df es que exista 
en LFT' una proposición Am que represente el enunciado. La proposición A pertenece 
a la clase Cl-Df, y que esta proposición Am pertenezca a la clase Cl-Vr ?, 


Si A no pertenece a Cl-Df, An no pertenece a Cl-Vr. Y como la clase Cl-Vr se 
supone completa, Am pertenecerá a Cl-Vr. 

La condición que deberá satisfacer la clase C1-Df es, pues, más exigente que la 
condición 1 del teorema LXX (189) ?. 


En esta hipótesis de la clase Cl-Df es donde aparece la diferencia entre el método 
semántico y el método sintáctico (para el problema que nos ocupa). 

El concepto de proposición derivable se reemplaza por el de proposición verdadera 
(sobre el predicado Vri, tal como se ha definido para el formalismo estudiado). Y la 
propiedad establecida en el teorema de GÓDEL* se reemplaza por la propiedad ser 
definible de la clase Cl-Df. | 


El lema de GÓDEL hace corresponder a todo enunciado A formado mediante un 
predicado recursivo P*, una proposición cerrada A* de LFG dotada de la siguiente 
propiedad : 


21 Los símbolos Na, Ny, ..., Nx designan las expresiones de LF que corresponden, respec- 
tivamente, a los enteros a, b, ..., k. | | 

22 Si CI-Df es definible en LFT, se debe dar, en efecto, esta propiedad. Y, recíprocamente, 
si se da esta propiedad, Cl-Df es definible en LFT. 

23 Esta condición demanda solamente, en efecto, que, si Á es una proposición de Cl-Ic, 
existe en LFT una proposición Am que representa el enunciado: La proposición A pertenece 
a Cl-Ic. 

5% Véase $ 90. | 
23 Más precisamente: formado aplicando un predicado recursivo a números enteros. 
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Si el enunciado A es válido intuitivamente *, la proposición A* es derivable en 
LFG, y si el enunciado A no es válido vamente la proposición A* es refutable 
en LFG, 

La condición ser defínsble impuesta a la clase Cl-Df hace corresponder a toda 
proposición A de Cl-Df una proposición Am de LFT' dotada de la propiedad si- 
guiente: 

Si A pertenece a Cl-Df, Am pertenece a Cl-Vr, y si A no pertenece a C1-Df, 
— A,, pertenece a C/-Vr. 


Por otra parte, vamos a imponer a la clase Cl-Df una condición de coherencia, 
exigiéndole que pertenezca a la clase C1-Vr, es decir, que solamente contenga propo- 
siciones verdaderas *. 


La generalización semántica del teorema de GÓDEL se presenta, por consiguiente, 
como sigue: 


(LXXD Sea un formalismo LFT que responda a las condiciones 1(187, 2(187), 
3(187) y 4(187)?. 

Sea, por otra parte, una clase Cl-Df de proposiciones LFT' dotada de las propo- 
siciones siguientes : 


1) Es definible en LFT. 
2) Pertenece a la clase Cl-Vyr de LFT. 


Hay entonces una proposición Y de LFT que es indecidible en la clase Cl-Df. 
Dicho de otra forma: la clase C1-Df es incompleta *. 


En efecto, existe en LFT, en virtud del lema LXIX (188), una proposición Y tal 
que la equivalencia (— Y <> TY.) es derivable en LFT. 


Como la demostración del teorema LXX (189), esta equivalencia da dos im- 
plicaciones 
(1) =>  m 
y (0) IA 
Estas dos implicaciones son derivables en LFT' y pertenecen, por tanto, a C/-Dr. 
Demostremos, primero, que 3 pertenece a Cl-V?r, 
Supongamos que Í no pertenece a Cl-V?r. 


Entonces, como Cl-Vr es una clase completa Y, — Y pertenece a Cl-Vr. Como 
la implicación 1(190) pertenece a C/-Dr, pertenece también a Cl-Vr?. 

Como la clase Cl-Vr es cerrada respecto a la relación de consecuencia inmediata 
para LFT ? y contiene — Y, también contiene a 3m. 


28 Es decir: si el predicado P se verifica en los enteros a los que es aplicado. 

27 Esta condición de coherencia reemplaza, en el presente Teorema, a la condición más com- 
plicada de coherencia del Teorema precedente: condición 4 del Teorema LXX (189). 

28 Esta última condición se refiere a la definición del predicado Vrs, 

22 TARSKI 6, Teorema 6.2. Véase también TARSKI 4, pág. 370. 

30 Cláusula c de la condición 4 (187). 

$1 En virtud de la cláusula 4 de la condición 4 (187). C1-Dr pertenece, en efecto, a Cl- Vr. 

82 Cláusula 4 de la condición 4 (187). 


> 
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Como la clase Cl-Df es definible en LFT, si Y,n pertenece a Cl1-Vr, Y debe per- 
tenecer a Cl-Df. 

Pero, en tal caso, como C/-Df pertenece a Cl-Vr (por hipótesis), > abs: pertene- 
cer también a Cl-Vr, contrariamente a lo que se ha supuesto. 

Nuestra hipótesis nos ha llevado a una contradicción, por lo que debemos admi- 
tir que Y pertenece a Cl-V+, 

Á partir de ahora, podemos demostrar que 3. es indecidible en Cl-Df, es decir, 
que Cl-Df no contiene ni Y ni — <. | | 

C!-Df no puede contener a — Í, pues, si así fuese, Cl-Vr contendría igualmente 
a — Y, lo que es imposible, puesto que Cl-Vr es una clase coherente * y contiene 
id 

Por otra parte, la implicación 2(190) permite afirmar que “ Ím pertenece a 
Cl-Vr (pues Cl-Vr contiene a Í y es cerrada respecto a la relación de consecuencia 
inmediata para LFT). Como Cl-Vr es una clase coherente, Y, mo puede, por tanto, 
pertenecer a Cl-Vr. Y como Cl-Df es definible en LFT, Y no AER pues, pertene- 
cer a Cl-Df. 

Con lo que el teorema queda demostrado. 

Este teorema se aplica en particular a la clase C/-Dr. Esta clase pertenece, en 
efecto, a la clase Cl-Vr (en virtud de la condición 4(187) que debe satisfacer Cl-Vr) 
y se puede demostrar fácilmente que es definible. 


Con ello, mos encontramos con el teorema de GÓDEL : 
(LXXID Existe una proposición 3. tal, que ni BS. ni Ba pertenecen a Cl-Dr. 


En otros términos: existe una proposición 3.» que no es ni derivable ni refuta- 
ble en LFT. 

La proposición 3 expresa por sí misma que no pertenece a la clase Cl-Df, y la 
proposición Y. expresa igualmente que no pertenece a la clase C!-Dr. Por consi- 
guiente, expresa que no es derivable: encontramos, por tanto, una proposición de la 
misma forma que la de GÓDEL. 

El resultado de “TARSKI es más general que el de GÓDEL. Su afirmación funda- 
mental es que toda clase definible que no contenga más que proposiciones ciertas es 
incompleta. “TARSKI demuestra, además, que la proposición indecidible en cuestión 
es una proposición verdadera (pertenece a Cl-Vr). 


191. EXTENSIÓN DE ESTA GENERALIZACIÓN A LÓGICAS 
NO-CONSTRUCTIVAS. 


Este resultado puede extenderse a lógicas no-constructivas. De manera general, 
para Obtener la extensión de la fórmula de TARSKI del Teorema de GÓDEL a un 
sistema cualquiera LF que responda a las condiciones 1(187), 2(187) y 3(187), basta 


22 Cláusula b de la condición 4 (187). 
18 
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con modificar de manera conveniente la condición 4(187) relativa a la clase Cl-Vr: 
a esta clase se le impone también la condición de ser coherente y completa (cláusulas 
b y c, pero se modificará la cláusula, imponiendo la condición de que la clase C1-Vr 
sea cerrada respecto a la aplicación de todas las reglas de derivación de LF *. 

En particular, la forma de '“TARSKI del Teorema de GÓDEL puede ser extendida 
a un sistema que contiene la regla Re-C *, | 

En tal caso, tendremos el Teorema siguiente * 


(LXXIID Sea LFT-Q un formalismo obtenido añadiendo al formalismo LEFT (del 
190) la regla Re-C*. 

Sea Cl-D Q la mínima clase de proposiciones de LFT-O que contiene Cl-Dr y 
que es cerrada respecto a la aplicación de la regla Re-C *, 

Supongamos que se haya definido para este sistema LFT-Q un predicado Vri de 
tal manera que la clase Cl-Vr de proposiciones verdaderas de LFT-Q (respecto al pre- 
dicado Vri) sea coherente y completa y que sea cerrada respecto a la aplicación de las 
reglas Re,, Rez y Re-C. 

Si se cumplen estas condiciones, existe una proposición de LFT-O que pertenece 
a Cl-Vr y que es imdecidible en Cl-D O. 

Así se formula el Teorema de ROSSER para el sistema LFG-0 *, 


192. AMPLIACIONES SUCESIVAS DEL SISTEMA LFT. 


El sistema LFT' puede ser ampliado, obteniéndose un sistema en el cual la propo- 
sición indecidible 3.. del $ 190 se haga decidible. 

Dado un sistema LF, y una definición del predicado semántico Vrí para este 
sistema, podemos proponernos la construcción de un sistema LF, dentro del cual este 
predicado será representable mediante una cierta expresión predicativa ri (depen- 
diente de una sola variable). Supongamos que se haya podido construir tal sistema. 
En tal caso tendríamos la siguiente propiedad: si A es una proposición de EF y a su 
número-G y si tenemos el enunciado Vri (en otros términos, si A pertenece a la 
clase C/-Vr de proposiciones verdaderas de LF respecto al predicado V+r2), la proposi- 
ción Bri N, es derivable en LF,. 


TARSKI demuestra que sí es posible construir para el sistema LFT del $ 187 um. 
predicado Vrí que cumpla el teorema metateórico siguiente: 


v“* Lo que significa: si la clase Cl-Vr contiene un conjunto Er de proposiciones al cual se 
puede aplicar una de las reglas de derivación de LF, debe contener también la proposición 
que se puede derivar de este conjunto En por medio de esta regla. 

25 Véase $ 122. 

** Véase TARSKI 6, $ 4. 

** LFT-() satisface, pues, las condiciones 1 (187), 2 (187) y 3 (187). 

** Sobre el sentido exacto de esta expresión, véase $ 122. Se ve que la clase C!/-D corres- 
ponde a la clase de proposiciones derivables del sistema LFG-() definido en el $ 122. 

** Teorema XVI (123). 

*” Respecto al predicado Vri tal como ha sido definido para LFT. 
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(LXXIV) La condición necesaria y suficiente para que una proposición A de 
LFT sea derivable en LFT, es que pertenezca a Cl-Vr *. 


(Estando la clase Cl-Vr definida por medio del predicado V+z.) 


Si el predicado Vri es representable en un sistema LFT,, se podrá representar 
este teorema en LFT, por medio de la equivalencia : 


Vri N, > A. 


También es posible, sin presuponer nada a propósito del predicado V+¿ y, por 
tanto, sin disponer de una definición explícita de este predicado, precisar en qué 
condiciones se puede obtener una expresión formalizada de la noción de verdad, 
respecto a un formalismo dado. 


Para ello conviene inspirarse en la propiedad que acabamos de describir. 


Dado un sistema LF, y un predicado Vrz relativo a este sistema, se dice que la 
teoría del predicado Vri es formalizable en un sistema LF, si este predicado es repre- 
sentable en LF, mediante una expresión predicativa Mri que depende de una variable, 
y si, para toda proposición A de LF), siendo a el número-G de A, la equivalencia 


| Mri N, +< AL 
es derivable en LF.. 


Para obtener un sistema en el que la proposición Y.. sea decidible, basta construir 
un sistema LFI, en el cual la teoría del predicado Vri (relativo a LFI) sea for- 
malizable. 


Si el formalismo LFT' incluye la teoría de tipos, se puede obtener un sistema que 
reúna tales condiciones introduciendo en éste variables de un nivel más elevado y 
adaptando los axiomas y reglas de derivación de LFT a esta extensión de las variables. 
Si el formalismo LFT corresponde a una axiomatización de la teoría de conjuntos, se 
puede obtener un sistema como el descrito añadiendo a LFT' un axioma cuyo sentido 
sea el siguiente: existe un conjunto En-LFT' cuyos elementos proporcionan un modelo 
del sistema LFT, 


Si se dispone de un tal sistema LFT, es fácil percibir que 8. es derivable en 
este sistema. 

En virtud de la demostración del $ 190, la proposición 3.. pertenece a Cl-Vr. 

Por tanto, si ¿ es su número-G, se tiene: Vri ¿, Y puesto que la teoría de Vri 
es formalizable en LFT,, existe en LFT, una expresión predicativa Mríi tal que las 
proposiciones 

Vri N, 
y Vii N, <> 3. 


son ambas derivables en LFT, €. 
11 TARSKI 6. Teorema 5.6. 


42 El símobolo Na es el símbolo de LF que corresponde al entero a. 
4% Neji Ni es derivable en LFT,, pues Vrs es representable en LFT.,. 
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La proposición 3.. es, pues, derivable en LFT, (por una simple ea de la 
regla de la consecuencia). | 

Pero razonando igualmente que para LF, se Ed establecer de nuevo la exis- 
tencia de una proposición indecidible (al menos) para LFT,. Y nuevamente, si se 
construye un sistema ampliado LFT, en el cual la teoría del predicado Vri relativo a 
LFT, es formalizable, esta proposición, indecidible en LFT,, se hace derivable 
en LFT. 

El problema de saber si existe finalmente un sistema en el cual todas las propo- 
siciones son decidibles no está aún resuelto. No obstante, se puede llevar bastante 
lejos esta construcción en lo transfinito (es decir, construir sistemas LFT, de índice 
transfinito muy alejado en la segunda clave de ordinales) sin encontrar un sistema 
completo. 


193. EL TEOREMA DE LA VERDAD. 


Dado un sistema LF, y otro LF, en el cual la teoría del predicado Vrí relativo a 
LF, es formalizable, se puede suscitar la cuestión de si LF, debe necesariamente ser 
distinto de LF,. En particular, podemos preguntarnos si LFT, es necesariamente dis- 
tinto de LFT, LFT, de LFT,, y así sucesivamente. 

Es evidente que si se pudiese hallar un sistema LF que respondiese a las condi- 
ciones 1(187), 2(187) y 3(187), y tal que la teoría del predicado Vrz relativo a LF 
sea formalizable en el mismo sistema LF, en virtud del parágrafo precedente este 
sistema sería completo, y el Teorema de GÓDEL no sería aplicable. 

Si la demostración del $ 190 permanece válida, de ella se sigue que no es posible 
encontrar un sistema LF dotado de tal propiedad. 

Este es precisamente el objeto del teorema sobre la verdad. 'TARSKI ha demostrado 
que este teorema se deduce de la generalización semántica del Teorema de GÓDEL. 


El Teorema de la verdad puede enunciarse como sigue: o 
(LXXV) Dado un formalismo LFT que responda a las condiciones 1(187), 


2(187), 3(187) y 4(187), la teoría del predicado Vri (respecto al sistema LFT) no es 
formalzzable en el mismo sistema L 


En efecto, supongamos que la teoría del predicado Vrí sea formalizable en LFT. 
Entonces existirá en LFT' una expresión predicativa Mri tal que, para toda pro- 
posición A de LFT, siendo a el número-G de A, la equivalencia 
Vri N, <> A 
es derivable en LFT. 


Se puede demostrar que, en tales condiciones, la clase Cl-Vr de las proposiciones 
verdaderas de LFT (respecto al predicado Vr¿) posee exactamente las mismas propie- 
dades que la clase C!-Df del $ 190. 


41 TARSKI 6, final del $ 6. Véase también TARSKI 4, pág. 370. 
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En efecto, sea A una proposición cualquiera de LFT. 
La equivalencia anterior proporciona dos implicaciones : 


(1) CA > Mri N, 
y (2) POS N, >A 


Si Á pertenece a Cl-Vr, Mri N, pertenece también a Cl-Vr, pie la clase C!-Vr 
es cerrada respecto a la aplicación de la regla de la consecuencia *. Por otra parte, 
si A no pertenece a Cl-Vr, Mrí N, debe pertenecer a Cl-Vr, pues si — Mri N, no 
pertenece a Cl-Vr, como Cl-Vr es una clase completa, Vri N, sere pertenecer tam- 
bién a Cl-Vr, y terminaríamos en una contradicción. 


Ahora bien, la proposición Vrí N, es la. proposición de LFT' que representa el 
enunciado: La proposición A pertenece a la clase Cl-Vr. Por tanto, corresponde a la 
proposición A, del $ 190. 


Así, la clase Cl-Vr es definible en LFT, y como as está contenida en 
sí misma, verifica las propiedades de la clase C/-Df del $ 190. 


Como consecuencia de esto, en virtud del Teorema LXXI (190), existe al menos 
una proporción indecidible en Cl-V+r, 


Pero esto es imposible, puesto que, por hipótesis, Cl-Vr es una clase completa *. 


Por tanto, nuestro supuesto de partida es falso y la teoría del predicado Vri no es 
formalizable en LFT. 


Este teorema nos pone en presencia de un hecho de limitación de tipo semántico, 
correspondiente a las posibilidades de expresión que posee un sistema formal. (Se 
trata de la posibilidad de expresar en un sistema formal la noción de verdad corres- 
pondiente a este sistema). 


SECCIÓN 3.—EL TEOREMA DE MOSTOWSKI. COMPARACION ENTRE 
LAS DIFERENTES FORMAS DEL TEOREMA DE GÓDEL. 


194. FORMULACIÓN DEL TEOREMA DE GÓDEL EN TÉRMINOS DE CLASES DE 
PROPOSICIONES. 


Existe otra forma semántica del "Teorema de GÓDEL, más general que la de 
TARSKI, que ha sido formulada por MOSTOWSKI, 

Antes de exponer los resultados de MOSTOWSKI, y a fin de establecer una com- 
paración entre los principales teoremas relativos a la existencia de clases incompletas 
de proposiciones, debemos indicar cómo puede formularse el Teorema de GÓDEL en 


15 Cláusula a de la condición 4 (187). 
46 Cláusula c de la condición 4 (187). 
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términos de clases de proposiciones. (Esta formulación es, por lo demás, más parecida 
a la forma original del Teorema de GÓDEL % que el enunciado VI(91)). 

Observemos, ante todo, que el sistema LFG de GÓDEL responde a las condiciones 
1(187), 2(187) y 3(187) impuestas al sistema LFT de los Teoremas de TARSKI. 

Igual que en el caso de LFT, podemos considerar ciertas clases de proposiciones 
de LFG: la clase Cl-Pr de las proposiciones, la clase Cl-Dr de las proposiciones 
derivables, y —en la medida en que hayamos previamente definido un predicado Vr: 
para LFG— la clase Cl-Vr de proposiciones verdaderas * 

Podemos reconsiderar las definiciones dadas en el $ 187 para las nociones de 
clase coherente y de clase completa de proposiciones y la definición dada en el $ 189 
para la noción de proposición imdecidible en una clase de proposiciones. 

El enunciado VI (91) afirmaba la existencia, en LFG, de una proposición indeci- 
dible en LFG. Decir que una proposición es imdecidible en un sistema dado * equi- 
. vale a decir que es ¿mdecidible en la clase de las proposiciones derivables de este 
sistema. | 

Antes de ocuparnos de nuestro enunciado, debemos introducir dos nuevas nociones 
metateóricas. 

Diremos que una clase de proposiciones de un sistema LF es cerrada si contiene 
todos los axiomas de LF y si es cerrada respecto a la aplicación de todas las reglas 
de derivación de LF *. Una clase así puede contener, además de los axiomas y pro- 
posiciones derivables de LF, un cierto conjunto En de proposiciones no-derivables 
de LF que se pueden considerar como proposiciones iniciales dentro de las derivacio- 
nes, al mismo título que los axiomas: por consiguiente, contiene todas las proposicio- 
nes que se puede derivar, aplicando las reglas de derivación de LF, del conjunto 
formado por todos los axiomas de LF y por el conjunto En, 

En el caso en que el conjunto En sea vacío, se obtiene simplemente la clase de 
proposiciones derivables de LF, 

Diremos que una clase Cl de proposiciones de un sistema LF * es w-coherente si 
no existe en LF ningún predicado Á* de un argumento *% tal que se tenga simultá- 
neamente: 


1) La clase Cl contiene todas las proposiciones A* k formadas aplicando 
A? a una constante individual *. 
2) La clase Cl contiene una proposición — (0) A? (0) *, 


17 Véase NOTA I, $ 238, 3.1. 

1% Como LFG es del mismo tipo que LFT y como, por otra parte, no existirá ningún riesgo 
de confusión, utilizaremos las mismas notaciones que en el $ 187 para no multiplicar inútilmen- 
te las notaciones. 

4% En el sentido del $ 17. 

5 Véase nota 34 del capítulo presente. 

En el caso de LFG esto se reduce a decir: si es cerrada respecto a la relación de conse- 
cuencia inmediata (para LFG>”. 

5% Que se supone satisface las condiciones 1(187) y 2(187). 

52 Véase CAPITULO ll, nota 6. 

5% Véase CAPITULO ll, nota 7. 

* Véase CAPITULO ll, nota 8. 


o 
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Se ve que la condición necesaria y suficiente para que un sistema LF sea w-cohe- 
rente, es que la clase de las proposiciones derivables de LF sea w-coherente. 


Utilizando esta observación, podremos explicitar la condición 1 del $ 107, di- 
ciendo que la clase de las proposiciones derivables de FLG debe ser w-coherente. Por 
otra parte, la condición 2 del $ 107 viene a exigir que la clase de los axiomas de 
LFG sea recursiva y que la relación de consecuencia inmediata, en LFG, sea repre- 
sentable por medio de un predicado recursivo primitivo. Si un sistema responde a 
esta condición, la clase de las proposiciones derivables de este sistema forma una 
clase recursivamente enumerable. (Una clase recursivamente enumerable puede defi- 
nirse mediante una expresión de la forma X [(EY) P X Y], donde P es un predicado 
recursivo general. Ahora bien, la propiedad, para una proposición de LFG, de ser 
derivable, puede ser representada por la expresión (EX) Fdr X Y, donde Fdr es 
un predicado recursivo primitivo y, por consiguiente, forzosamente general. La clase 
de las proposiciones derivables de LFG puede definirse, pues, mediante la expresión 
Y [(EX) Fdr X Y] (y, por este motivo, será mumerable). Pero como se ha visto *, la 
condición 2 del $ 107 puede ser ampliada. El Teorema de GÓDEL continúa siendo 
válido con la única condición de que la clase de axiomas sea recursivamente enume- 
rable y que la condición de consecuencia inmediata sea representable mediante un 
predicado recursivo general. Si reemplazamos la condición 2 del $ 107 por esta 
condición más general, la clase de las proposiciones derivables de LFG continúa siendo 
recursivamente enumerable *. 


Si utilizamos los conceptos de clase recursivamente enumerable, de clase w-cohe- 
rente y de clase completa de proposiciones, podremos enunciar como sigue el Teorema 
de GÓDEL. 


(LXXVD Si la clase de las proposiciones derivables de LFG es recursivamente 
enumerable y w-coberente, no es completa. 


Esta manera de formular el teorema introduce implícitamente la generalización 
que acabamos de describir sobre los axiomas y las reglas de derivación, puesto que la 
condición de enumerabilidad recursiva es compatible con esta generalización. 


En lugar de considerar simplemente la clase de las proposiciones derivables, 
podemos considerar una clase cerrada cualquiera de proposiciones LFG, con tal de 
que sea recursivamente enumerable. Y podemos reemplazar la propiedad ser der:- 
vable * por la propiedad ser derivable en una clase cerrada de proposiciones de LFG. 
Se dirá que una proposición es derivable en una clase cerrada de proposiciones de 
LFG si pertenece a esta clase. Si esta clase lleva un conjunto En de proposiciones 
no-derivables (a partir de los axiomas), una proposición A es derivable en esta clase 
si se la puede derivar de los axiomas y del conjunto En mediante unas reglas de 
derivación de LFG. Y para que esta clase sea recursivamente enumerable basta que 


$5 Véase en el $ 116 de la discusión de las hipótesis relativas a los axiomas y a las reglas 
de derivación. | 

5 Véase $ 116, nota (25). , 

$7 Que significa de manera explícita: ser derivable a partir de los axiomas de LFG. 
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la clase de proposiciones formadas por el conjunto En y los axiomas de LFG sea 
recursivamente enumerable y que la relación de consecuencia inmediata, en LFG, sea 
representable por medio de un predicado recursivo general. Si previamente se sabe 
que la clase da los axiomas de LFG es recursivamente enumerable, basta con exigir 
que el conjunto Ex lo sea, pues la unión de dos clases recursivamente enumerables 
es recursivamente enumerable. Para una proposición, la propiedad de ser derivable en 
una clase recursivamente enumerable podrá representarse mediante una expresión 
análoga a la que representa la propiedad, para una proposición, de ser derivable en 
un sistema cuya clase de proposiciones derivables es recursivamente enumerable. Y, 
por tanto, podremos introducir fácilmente en la demostración del Teorema de GÓDEL 
una modificación análoga a la utilizada por ROSSER en la demostración de su Primer 
Teorema, de manera que esto no se aplica ya solamente a la clase de proposiciones 
derivables, sino a una clase cerrada recursivamente enumerable cualquiera. 


Así, pues, se puede dar al Teorema de GÓDEL la forma siguiente : 


(LXXVI) Dada una clase cerrada recursivamente enumerable y w-coherente de 
proposiciones de LFG, es posible construir una proposición 3* que sea indecidible en 
esta clase. 


O también: 


(LXXVILD) Ninguna clase cerrada recursivamente enumerable y w-coherente de 
proposiciones de LFG es completa. 

Este último enunciado formula de manera explícita las condiciones impuestas a 
las clases de proposiciones consideradas. 

Como hemos visto, estas condiciones extienden a clases cualesquiera las condicio- 
nes 1 y 2 del $ 107 relativas a la clase de las proposiciones derivables, generalizando, 
además, la condición 2. La condición 3 del $ 107 se cumple ciertamente para todo 
sistema que responda a las condiciones 1(187), 2(187) y 3(187). Nuestro enunciado 
vale también, por consiguiente, para el sistema LFT' de los Teoremas de TARSKI. 
Por consiguiente, podemos formular el siguiente enunciado: 


(LXXIX) Ninguna clase cerrada, recursivamente enumerable y w-coherente de 
proposiciones de LFT' es completa. 


195. LA FORMA DE MOSTOWSKI DEL TEOREMA DE GOÓDEL. 


MOSTOWSKI propone generalizar este enunciado LXXIX (194) reemplazando 
la propiedad recursivamente enumerable por la propiedad definible. 

Si una clase Cl de proposiciones es recursivamente enumerable, existe una fun- 
ción recursiva F que enumera las proposiciones de esta clase. Esta función es análoga 
a la Enm-R que interviene en la demostración del primer Teorema de ROSSER *, 


58 Véase $ 116. La función F de que aquí se trata juega, respecto a la clase considerada, 
el mismo papel ARA la función Enm-R respecto a la clase de las proposiciones derivables 
de LFG-R. 
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La propiedad, para una proposición, de ser derivable en la clase Cl, puede ser repre- 
sentada por un enunciado de la forma (EX) (FX = Y). Introduciendo en la demos- 
tración del Teorema de GÓDEL modificaciones análogas a las que han sido introdu- 
cidas por la demostración del Primer Teorema de ROSSER, se puede hacer corres- 
ponder a todo enunciado de este tipo una proposición de LFT' que es derivable o 
refutable según que el enunciado en cuestión sea verdadero o no. Así, la pertenencia 
de una proposición de LFT' a una clase recursivamente enumerable puede representar- 
se en LFT por una proposición perteneciente a C/-Vr. Si suponemos que la definición 
de Vrí responde a la condición 4(187), la clase C/-Dr está contenida en la clase Cl-V+. 
La condición propuesta por MOSTOWSKI es, pues, más general que la condición de 
enumerabilidad recursiva. 


La forma de MOSTOWSKI del Teorema de GÓDEL se presenta como sigue: 


(LXXX) Ninguna clase cerrada, definible y w-coberente de proposiciones de 
LFT es completa”. 


196. Los LEMAS DE MOSTOWSKI, 


La demostración de este teorema utiliza dos lemas, debidos también a MOSTOWS- 
KI, Consideremos un formalismo LF. Se dice que una función F (de k£ argumentos) 
es definible en una clase Cl de proposiciones de LF si existe en LF una expresión 
funcional Y (dependiente de k variables) tal que, siF ab... k = m, entonces la pro- 
posición ($ Na, Nh .... Nz = Nm) pertenece a la clase Cl *. 


Primer lema de MOSTOWSKI * : 


(LXXXI) Sea una clase cerrada y coherente Cl de proposiciones de LFT, y sea P 
un predicado de n argumentos defimible en esta clase. Si las n funciones Min X; [P 
XX ...Xi... XL (1 É ¿Em son también definibles en Cl, entonces todo pred:- 
cado defimible en LFT es definible en Cl. 


Segundo lema de MosTOWSKI”: 


(LXXXID Ninguna clase cerrada y coherente de proposiciones de LFT es defi- 
nible dentro de sí misma", 

Este segundo lema es consecuencia inmediata del lema de TARSKI [Lema LXIX 
(188)1. 

Sea Cl una clase cerrada y coherente de proposiciones de LFT. Supongamos que 
esta clase sea definible en sí misma. Sea A una proposición de C! y Am la proposición 
de LFT' que representa el enunciado: La proposición A pertenece a la clase Cl. Si 


5% El formalismo LF debe contener, evidentemente, constantes individuales correspondientes 
a los enteros y una constante predicativa correspondiente a la igualdad. 

$% MOSTOWSKI 9, pág. 82, Cap. V, Sec. 4, Teorema 1. 

él MOSTOWSKI 9, pág. 88, Cap. VI, Sec. 1, Teorema 1. 

2 Sobre el sentido de la expresión, véase $ 190. 


282 Limitaciones internas de los formalismos 


— 


la clase Cl es definible en sí misma, debe contener a la proposición An al mismo 
tiempo que la proposición A. 

Por otra parte, toda clase definible en una clase cualquiera de LFT está cierta- 
mente representable en LFT. En virtud del lema de TARSKI%, existe, pues, una 
proposición Y de LFT tal que la equivalencia (— Y <>- Tn) (donde TY. representa 
el enunciado: La proposición Y pertenece a la clase Cl) es derivable en LFT. 

Esta equivalencia origina las dos implicaciones : 


(mn > = Y) y (Y > Tp). 
Realizando una contraposición sobre la segunda implicación se obtiene : 


(1) A 
y (2) Ti > Íí 


Si la clase Cl es definible en sí misma, y si contiene a Y, también debe contener 
a m. | 

Pero como esta clase es cerrada debe contener todas las proposiciones derivables 
de LFT y en particular la implicación 1(196). También debe contener la proposición 
— Y, lo que es imposible, al ser el sistema coherente. 

Por otra parte, si la clase C] es definible en sí misma, y si no contiene a Í, en- 
tonces debe contener al — Ty. 


Como es cerrada debe contener la implicación 2(196), que es derivable en LFT, 
y, por consiguiente, debe contener también la proposición Y, contrariamente a lo que 
acabamos de suponer. 


En cualquiera de los casos se llega a una contradicción. Por consiguiente, la clase 
Cl no puede ser definible en sí misma. 


197. DEMOSTRACIÓN DE LA FORMA DE MOSTOWSKI DEL TEOREMA DE GÓDEL. 


Ahora nos ocuparemos de la demostración de la forma de MOSTOWSKI del Teore- 
ma de GÓDEL. | 

Sea Cl una clase cerrada, definible y «w-coherente de proposiciones de LFT. Se 
puede demostrar fácilmente que, al ser «w-coherente, es también coherente. 

En virtud del segundo lema de MOSTOWSKI, esta clase no es definible en sí 
misma. Existe al menos un predicado que es definible en LFT sin ser definible en 
Cl: el predicado que expresa la propiedad de pertenecer a la clase Cl. 

Como consecuencia de esto, en virtud del primer lema de MosTowsK1, debe 
existir un cierto predicado P de » argumentos, definible en Cl, y un cierto índice ¿ 
tal que la función F = Min X, [P X, X; ... X;¡ ... X,] no es definible en Cl, (En 
caso contrario, todo predicado definible en LFT sería definible en Cl). 


** Véase $ 188. 
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Sea V la expresión predicativa que representa el predicado P en LFT y sea Y 
la expresión funcional que representa F en LFT. 
Como F no es definible en Cl, existen enteros 4, da, ..., dn-1 tales que si 


Fat... dt =¿p*% 
la proposición 
9 Na Nas... Napa = Ny 
no pertenece a la clase Cl, 
Podemos afirmar, en tal caso, que todos los enunciados 
Pd Ah... 441% di4ro.... An 
(donde « puede ser reemplazado por los enteros 1, 2, 3, ...) 
son verdaderos. 
En efecto. Supongamos que no sea así. Y sea b el menor entero para el cual el 
enunciado | 


=Pqda.. tibia... th. 
es falso. 


Entonces tendremos : 
Fad... dt = 0. 
Y las b proposiciones 
e PU Na; Nas A Na, K Nair ... Nan-1 
(donde k puede ser reemplazado sucesivamente por las constantes N,, Na, ..., Ny-1) 
y VB Na, Nas ... Na N, Nai... Nan-1 
pertenecerán a Cl, puesto que P es definible en Cl. 
Se puede demostrar fácilmente que, en este caso, la proposición 
Y Na Nas ... Nan = Ny 
también pertenecerá a Cl, lo que está en contradicción con lo anteriormente esta- 


blecido. 
Nuestra suposición es, pues, falsa y todos los enunciados 


=P 4%... Gi 0% H4+1 +... Ap 
son verdaderos. — 
Como P es definible en Cl, todas las proposiciones 
— Y Na; Naz ese Na, K Nair 0 Nan-1 
(donde k puede ser reemplazado por las constantes N,, Na, ...) pertenecen a Cl, 
Por tanto, como la clase C! es w-coherente, no puede contener la proposición 


q (XL) pa pe Na Nas da Na;-1 É Nair ... Nan-1 
0) (3) (EX) my Na; Nas ... Na;-1 E Nair e Nan á 


- *% El entero b es, pues, el menor entero para que el enunciado P a, 8, ... 41, bti41 ... 
4n-, se cumple. 
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Por otra parte, la negación de esta última proposición, 
ES) e pe Na, Nas 250 Na;¡-3 E Nai 20% Nan, 
ya no puede pertenecer a Cl, 
En efecto, se puede demostrar que si perteneciese, la proposición 
Y Na Naz ... Nap-1 = Ny | 
también pertenecería a Cl, lo que, como hemos visto, no es posible. 


La proposición 3(197) es, pues, indecidible en la clase Cl, y ésta es incompleta. 


198. LAS DIFERENTES FORMAS DEL TEOREMA DE GOÓDEL. 
COMPARACIÓN DE ESTAS FORMAS ENTRE SÍ, 


En relación con el Teorema de ROSSER * se pueden desarrollar consideraciones 
análogas a las que han sido propuestas para el Teorema de GÓDEL en el $ 194. 
Entonces se obtiene la siguiente presentación para este Teorema : 


(LXXXIID Ninguna clase cerrada, recursivamente enumerable y coherente de 
proposiciones de LFT es completa. 

Tenemos, en fin, cuatro teoremas que afirman la existencia de clases de proposi- 
ciones incompletas en ciertos formalismos. Estos cuatro teoremas pueden ser conside- 
rados como formas diferentes del Teorema de GÓDEL. 

Cada una de estas formas se refiere a un formalismo LFT' que responde a las 
condiciones 1(187), 2(187) y 3(187). . 


1. Forma de GODEL : 


(LXXIX) Ninguna clase cerrada, recursivamente enumerable y w-coherente de 
proposiciones LET es completa. 


2. Forma de ROSSER: 


(LXXXID Ninguna clase cerrada, recursivamente enumerable y coherente de 
proposiciones de LFT es completa. 


2. Forma de TARSKI: 


(LXXXIV) Ninguna clase defimible de proposiciones de LEFT (cerrada o no) 
perteneciente a la clase Cl-Vr es completa * 


4. Forma de MOSTOWSKI : 


(LXXX) Ninguna clase cerrada, definmible y w-coherente de proposiciones de 
LFT es completa, 


55 Véase $ 117. 
% Esta forma del Teorema de GÓDEL supone que la definición de la clase Cl-V+ satisface la 
condición 4(187). 
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Estos diferentes enunciados no recogen todas las generalizaciones posibles del 
Teorema de GÓDEL, al menos en forma explícita. Pero, dada la generalidad de las 
hipótesis del sistema LFT, pueden ser consideradas como si contuviesen implícita- 
mente las diferentes extensiones que se puede hacer del Teorema a formalismos do- 
tados de otras propiedades (por ejemplo, a lógicas no-constructivas). 


El interés de estos enunciados estriba en que enumeran las condiciones bajo las 
cuales una clase de proposiciones es incompleta. Cada uno de ellos presenta dos 
condiciones esenciales: una se refiere a la forma de la definición adoptada para la 
clase que se considera, y la otra es una condición de coherencia. 


Comparemos estas hipótesis entre sí. 


4) Comparación de (1) y (2). 


La forma de la condición relativa a la clase considerada es la misma en los dos 
enunciados. La condición ser w-coheremte es menos general que la condición ser 
coberente *. 


b) Comparación de (1) y de (3). 


La condición ser recursivamente enumerable es menos general que la condición 
ser definsble, pues una clase puede ser definible sin ser recursivamente enumerable *. 


Contrariamente, la condición ser w-coherente es más general que pertenecer a la 
clase Cl-Vr, pues una clase puede ser «w-coherente sin pertenecer a la clase Cl-Vr 
[suponiendo que está definida según la condición 4(187)] *. 


c) Comparación de (1) y de (4). 
La condición ser recursiva es menos general que la condición ser defimible " 


La condición de coherencia es la misma en los dos enunciados. 
d) Comparación de (2) y (3). 


La condición de ser recursivamente enumerable es menos general que la condición 
ser defínible, pues una clase puede ser definible sin ser recursivamente enumerable ”. 


Por el contrario, la condición ser coherente es más general que pertenecer a la 
clase Cl-Vr, pues una clase puede ser coherente sin pertenecer a la clase Cl-Vr ” 


e) Comparación de (2) y (4). 


La condición ser recursivamente enumerable es menos general que la condición 


7 Véase $ 36. 

6% MOSTOWSKI demuestra que existe una clase definible y «wÚ-corehente que no es 
recursivamente enumerable. MOSTOWSKI 9, pág. 99, Cap. VI, Sec. 4, Teorema 1. 

$% MOSTOWSKI demuestra que existe una clase cerrada que es «w»-coherente y que no está 
contenida en Cl-Vr. MOSTOWSKI 9, pág. 101, Cap. VI, Sec. 4, Teorema 5. 

"* Véase nota 68 del presente capítulo. 

11 MOSTOWSKI demuestra que existe una clase cerrada definible perteneciente a C!-Vr que 
no es recursivamente enumerable. MOSTOWSKI 9, pág. 101, Cap. VI, Sec. 4, Teorema 3. 

"2 MOSTOWSKI demuestra que existe una clase cerrada recursivamente enumerable y cohe- 
rente que no está contenida en Cl-Vr, MOSTOWSKI 9, pág. 101, Cap. VI, Sec. 4, Teorema 4. 
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ser defimible*". Por el contrario, la condición ser coherente es más general que la 
condición ser w-cohberente ** 


f) Comparación de (3) y (4). 
La condición ser defínible es idéntica en los dos enunciados. 


La condición pertenecer a la clase Cl-Vr es menos general que la condición ser 
w-coherente, pues una clase puede ser «w-coherente sin pertenecer a la clase Cl-Vr ”. 


SECCIÓN 4.—DEMOSTRACION DIRECTA DEL TEOREMA DE LA VERDAD. 
NUEVA FORMA DEL TEOREMA DE GÓDEL. 


199. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE LA VERDAD 
PARTIENDO DEL LEMA DE TARSKI. 


El Teorema de la verdad ha sido demostrado en el $ 193 partiendo de la forma 
de TARSKI del Teorema de GÓDEL. Pero se puede demostrar sin hacer apelación a 
este Teorema, sea partiendo del lema de TARSKI*", por medio del segundo lema de 
MOsTOWwSKI ", o de forma completamente autónoma. 


Indiquemos ante todo cómo es posible demostrarle partiendo del lema de TARSKI. 
Las hipótesis son las del $ 193. 


El segundo lema de MOSTOWSKI, que se apoya, como tal, en el lema de TARSKI, 
afirma que ninguna clase cerrada y coherente de proposiciones de LFT' es definible 
- por sí misma. Siendo la clase Cl-Vr, por hipótesis, cerrada y coherente *, no es, pues, 
definible en su propio ámbito, y por consiguiente no es definible ** 


De aquí se sigue que la teoría del predicado Vr¿ no es formalizable en LFT. 
Efectivamente. Supongamos que lo fuese. 


En tal caso existe en LFT' una expresión predicativa Pri tal que, para toda pro- 
posición A de LFT, siendo a el número-G de A, la equivalencia (Fri N, <> A) es 
derivable en LFT. 


Sea A una proposición cualquiera de LFT. 


"* Véase nota 68 del presente capítulo. 

"* MOSTOWSKI demuestra que existe una clase cerrada recursivamente enumerable y 
coherente que no es w-coherente. (MOSTOWSKI, 9, pág. 99, Cap. VI, Sec. 4, Teor. 2). 

"5 Véase nota 69 del presente capítulo. 

"* Véase $ 188. 

"7 Véase $ 196. 

18 Cláusulas a y b de la condición 4(187). 

"* Véase $ 190. 
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En virtud de nuestro supuesto, la equivalencia (Pri N, <> A) es derivable en 
LFT. Lo mismo ocurre entonces con las implicaciones (A > Pri N,) y (Pri 
Na —> A), y, por consiguiente, también con la implicación (— A > — Pri N,), ob- 
tenida a partir de la precedente por contraposición. 

La clase C!-Vr, por ser cerrada y contener todas las proposiciones derivables de 
LFT *, debe contener las implicaciones (A > Vrí N,) y (A > — Vri N,). 

Si la proposición A pertenece a la clase Cl-Vr, como ésta es cerrada, debe contener 
también la proposición Pri N,*. 

Si la proposición A no pertenece a la clase Cl-Vr, como ésta es completa Y, debe 
contener la proposición “— A, y, por tanto, la proposición — Pri N,*. 

Así, si Á pertenece a Cl-Vr, es decir, si se cumple Vri a, Pri N, pertenece a la 


Cl-Vr. Y si A no pertenece a Cl-Vr, es decir, si se tiene — Vri a, — Pri N, pertene- 
ce a Cl-Vr, 


En otros términos, nuestra suposición tiene por consecuencia que la clase Cl-Vr 
es definible, lo que, como hemos podido comprobar, es imposible *, 


Por tanto, la teoría del predicado Vri no es formalizable en LFT. 


200. DEMOSTRACIÓN AUTÓNOMA DEL TEOREMA DE LA VERDAD. 


También se puede demostrar el teorema de la verdad de manera completamente 
autónoma, bajo hipótesis más generales que las del $ 193. En efecto, es posible 
obtener esta demostración sin temer en cuenta la condición 3(187) impuesta al 
formalismo LFT ni la condición 4(187) impuesta a la definición del predicado V+ri. 
Pero se debe suponer que el formalismo considerado es coherente. 


Así, tendremos el teorema: 


(LXXXV) Dado un formalismo LF que responda a las condiciones 1(187) y 
2(187) y a la de coherencia, la teoría del predicado Vri (respecto al sistema LF) no 
es formalizable en dicho sistema*, 


En efecto, supongamos que se haya definido un predicado Vr para este sistema y 
que sea formalizable en LF. En tal caso existirá una expresión predicativa Pri tal 
que, para toda proposición A de LF, siendo a el número-G de A la equivalencia 
(Bri N, <> A) es derivable en LF. 


$0 Cláusula a de la condición 4(187). 
En virtud de la regla de la consecuencia. 
$2 Cláusula c de la condición 4(187). 
En virtud de la regla de consecuencia. 

$2 Como se ve, esta demostración emplea, modificándola, una parte de la demostración 
del $ 193. 

$5 Como el sistema LFT responde a estas condiciones, la demostración de este teorema 
puede aplicarse al sistema LFT, con tal de que sea coherente. 
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Consideremos la expresión — Pri Y. 


Procediendo como en el caso del lema de TaArskI*%, vamos a transformar esta 
expresión sirviéndonos de la función abreviada de sustitución Sbs. 

En virtud de nuestras hipótesis sobre LF, esta función, al ser recursiva, es re- 
presentable en LF por medio de una cierta expresión funcional Obs. - 

Ahora podemos formar la proposición 


— Tri (Sbs E X) . 


Esta proposición pertenece a LF, Sea v el número-G, y sea N, la expresión de 
LF correspondiente a v. | 


Reemplazando X* por N, en la proposición anterior, obtendremos: 
— Pri (Sbs N, N,). 


Sea u el número-G de esta proposición, y sea N, la expresión de LF correspon- 
diente a 4. 


En virtud de las propiedades de la función Sbs, tenemos: 
Sbsvv=4, 
En virtud de nuestras hipótesis sobre LF, podremos derivar en LF: 
Obs N, N, = N.. 
y a continuación : 
Dri (Sbg N, Ny) <> Vri N,. 
(pues LF debe contener los axiomas de igualdad). 
Por otra parte, en virtud de nuestro supuesto, la proposición 
VBri N, <> — Vri (Sbg N, N,) 
es derivable en LF. 
Por consiguiente, tendremos en LF: 
Dri (Sbg N, Ny) + — Vri (Sb8 N, N,). 
De donde se pueden obtener las dos proposiciones : 
LBri (Sb8 N, Ny) y — Vri (Sbs N, N,), 
lo cual es imposible, puesto que LF se supone coherente. 


Por tanto, nuestro supuesto no puede ser mantenido y la teoría del predicado Vri 
mo es formalizable en LF. 

La proposición — Vri (Sbg N, Ny) representa el enunciado: La proposición 
— Vri (Sbs N, N,) no verifica el predicado Vri, Por tanto, afirma : su propia 
falsedad. 


La demostración que acabamos de desarrollar emplea, pues, la ag eaaOa del embus- 
tero en su forma original. 


“e Véase $ 188. 
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201. NUEVA FORMA DEL TEOREMA DE GODEL DEMOSTRABLE 
POR EL MÉTODO SEMÁNTICO, 


Como acabamos de ver en el $ 199, se puede demostrar el teorema de la verdad 
por medio del segundo lema de MosTowSKL. 


Por otra parte, se ha visto en el $ 193 que se puede demostrar este teorema por 
medio de la forma de TARSKI del Teorema de GÓDEL, lo cual sugiere que existe un 
cierto vínculo entre el Teorema de GÓDEL y el segundo lema de MOSTOWSKI. 


Este vínculo existe, efectivamente. MOSTOWSKI ha demostrado, en efecto, utili- 
zando indicios obtenidos de TARSKI, que es posible redescubrir el Teorema de GÓDEL 
a partir de su segundo lema *". 


Siguiendo este camino, se obtiene el Teorema de GÓDEL bajo la forma siguiente: 


(LXXXVD Dado un formalismo LFT que responda a las condiciones 1(187) 
2(187), 3(187) y 4(187), existe en LEFT proposiciones indecidibles de la forma (Y) 
Ten E, donde Ten es una expresión predicativa que corresponde al predicado “ser 
un número entero”. 


Esta forma del Teorema de GÓDEL es algo diferente de la expuesta en el $ 190, 
pero el formalismo al que se aplica verifica las mismas hipótesis que aquel al que se 
aplica la forma de T'ARSKI del Teorema de GOÓDEL. Estas dos formas del Teorema 
están, pues, estrechamente emparentadas y es natural que así sea, puesto que el se- 
gundo lema de MOSTOWSKI se apoya en el lema de TARSKI, del que deriva directa- 
mente el teorema del $ 190. La demostración del enunciado anterior puede conside- 
rarse, en suma, como una variante de la del $ 190, y representa otra manera de 
aplicar el método semántico a la demostración del “Teorema de GÓDEL. 


202. DEMOSTRACIÓN DE ESTA NUEVA FORMA DEL TEOREMA DE GODEL. 


Dejemos establecida, ante todo, la existencia en LFT' de una proposición indecidi- 
ble al menos. 


Se puede demostrar que la clase Cl-Dr de las proposiciones derivables de LFT es 
definible en LEFT (es decir, definible en la clase C/-Vr) Y. Pero, en virtud del lema de 


87 MOSTOWSKI 9, págs. 90-96, Cap. VI, Sec. 2, Teor. 1. MOSTOWSKI da tres demostracio- 
nes diferentes de este teorema. La primera (págs. 91-92) es la que se apoya sobre su segundo 
lema y que reproducimos en el texto anterior. Como MOSTOWSKI indica en una nota, esta 
demostración le ha sido comunicada oralmente por TARSKI, y está contenida implícitamente 
en TARSKI 4, págs. 370-374. Este pasaje de TTARSKI 4, es el que corresponde al lema de 
TARSKI expuesto en el $ 188. La segunda demostración que da MOSTOWSKI (págs. 92-93) 
corresponde a la de GóDEL en GODEL 3, págs. 187-189, y la tercera a la de ROSSER en 
ROSSER 3, pág. 89, Teor. 11. 

88 MOSTOWSKI 9, pág. 82, Cap. V, Sec. 3, Teor. 10. 
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MOsTOWSKI, la clase Cl-Vr, al ser cerrada y coherente *, no es definible en sí misma. 
Por tanto, no puede coincidir con la clase C1-Dr. 

Como, por otra parte, Cl-Vr contiene la clase Cl-Dr*, debe contener, al menos, 
una proposición 3, que no pertenezca a la clase Cl-Dr, es decir, que no sea derivable 
en LFT. Y como la clase Cl-Vr es coherente, no puede contener, al mismo tiempo, la 
proposición 3, y su negación — Uy. Con mayor motivo, la clase C/-Dr contenida en 
Cl-Vr no puede contener — 3. 

La proposición 3, es a la vez inderivable e irrefutable en LFT'; por consiguiente, 
es indecidible. 

Indiquemos ahora cuál es la forma de esta proposición 3. Consideremos el enun- 
ciado metateórico: La proposición A pertenece a la clase Cl-Dr. 

Si a es el número G de A, podemos representar este enunciado en LFT' mediante 
una expresión aritmética. 


(EX) R X a, 
donde R es un predicado recursivo * 


(Existe una cierta serie de proposiciones de LFT' que constituye una derivación de 
la proposición A en LFT.) 

En virtud de nuestras hipótesis sobre LFT, podemos representar este enunciado 
en LFT por una proposición 


(EX) R IX N,, 


donde Ni es una expresión predicativa correspondiente al predicado R y N, la cons- 
tante individual de LFT' que corresponde al entero a. La clase C!-Dr es, pues, repre- 
sentable en LFT, con lo que estamos dentro de las condiciones del lema de TARSKI. 
La clase Cl-Rp del lema es aquí la clase C1-Dr. 
Por consiguiente, podemos afirmar: existe en LFT una proposición Uy tal que la 
equivalencia 


— y <> um 
donde Ji m representa el enunciado metateórico: La proposición 3, pertenece a la 
clase Cl-Dr) es derivable en LFT. 

Para encontrar la forma de la proposición Uy, basta con rehacer el razonamiento 
del lema. La expresión Mem-Rp del lema (que expresa la pertenencia de la proposi- 
ción A a la clase Cl-Rp) se reemplaza aquí por la expresión (EX) R X a. Procediendo 
como en la demostración del $ 188, podemos formar la proposición 


T— (EX) R Y (Gds Y Y) *, 


89 Cláusulas a y b de la condición 4(187). 

9 En virtud de la cláusula a de la condición 4(187). 

9 El sistema LFI, al tener las mismas reglas de derivación que el LFG, se le puede 
aplicar el mismo tipo de razonamiento que en $ 89, y demostrar que la propiedad ser “na 
derivación de una proposición A en LFT' puede expresarse por medio de un predicado 
recursivo. 

92 Esta proposición corresponde a la proposición 1(188). 
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que es equivalente a | 
(1) (E) — R 2 (Obs Y D). 


Sea + el número-G de esta proposición, y Ni la expresión de LFT que corresponde 
al entero ¿. 


Reemplazando Y por N; en 1(202), obtenemos : 
(2) (L) — R E (Obs N, N.). 
proposición que es la 3. 
Sea y el número-G de esta proposición, y Ny la expresión de LFT' que corresponde 
al entero z. 
En virtud de las propiedades de Sbs, tenemos: 
Sbsit=4, 
Es posible derivar en LFT la equivalencia 
(EX) R E (Gbs N, N;) <> (EX) R XL N,. 


La proposición (EX) R Y N, es nuestra proposición 3; m. Como se tiene la equi- 
valencia 


= (E) —- RX (Sbg N, Ny) <> (EX) R £ (Sbg N, No, 


tendremos finalmente : 


— (L) - RE (Obs N, N,) <- (EX) RN E N,, 


es decir : 
(3) — Uy <> um. 
Ahora hay que demostrar que 3, es una proposición indecidible. 


Podemos afirmar : 


9y pertenece a Cl-Vr y By m no pertenece a Cl-Vr, o bien By no pertenece a Cl- 
Vr y Sy m no pertenece en absoluto a Cl-V?r. 


En efecto, esto equivale a decir, si se tiene en cuenta la equivalencia 3(204): 3, 
pertenece a C/-Vr y entonces — Yy no pertenece a Cl-Vr, o bien 3, no pertenece a 
Cl-Vr y entonces — — 3y no pertenece tampoco a Cl-V+r, 


Tal enunciado es verdadero, puesto que la clase Cl-Vr es coherente. 


Demostraremos que es el primer miembro de esta alternativa el que es verdadero, 
y que el segundo lleva, en efecto, a una contradicción. 


Supongamos que 3y m no pertenece a Cl-Vr, En tal caso, como la clase Cl-Vr es 
completa, 3: m debe pertenecer a la clase Cl-Vr, 


Así, pues, tenemos: la proposición (EX) R Y N, pertenece a Cl-V+r, Esto significa 
que la proposición cuyo número-G es 4, es decir By, pertenece a la clase Cl-Dr y, por 
consiguiente, también a la clase Cl-V+, 


Por otra parte, la equivalencia 3(202) da la implicación : 


yu > “dun”. 


** Se obtiene esta implicación por contraposición de la implicación 3y¿m > 3, 
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Esta implicación, por ser derivable, forma parte de Cl-Dr y, por tanto, de Cl-Vr. 
Si Wy m no pertenece a la clase C1-Vr, By no puede tampoco pertenecer a Cl-Vr, 


Así, pues, se termina en una contradicción. Es, por tanto, el primer miembro de 
la alternativa el que es verdadero, y tenemos: 


Uy pertenece a Cl-Vr 
y %y m No pertenece a Cl-Vr, 


Como la clase C1-Vr es coherente, si Y pertenece a Cl-Vr, — Yy no A pUeS per- 
tenecer a Cl-Vr, mi menos aún a Cl-Dr. 

Y, por otra parte, 3, tampoco puede pertenecer a Cl-Dr. De no ser así, habría 
un número d que sería el número-G de una derivación de 3, en LFT, lo que se ex- 
presaría por el enunciado R d au, pudiéndose derivar en LFT la proposición (EX) 
R YX N,, es decir, la proposición 3y m. 

Esta proposición pertenecería, pues, a C/-Dr y, por tanto, a Cl-Vr, contrariamente 
a lo que se acaba de afirmar. 

Así, ni la proposición 3, ni la — 3, pueden pertenecer a Cl-Dr, 

La proposición dy es, por tanto, indecidible en LFT. 

La proposición 3, tiene la forma (Y) Tien Y, donde Ren es una expresión pre- 
dicativa que corresponde al predicado ser un número entero, 


Efectivamente, se ha visto que 3y, es decir (E) — N Y (Sbs N, N;), pertenece 
a Cl-Vr, 


Pero cualquiera que sea el entero e, se puede derivar en LFT la implicación : 
(E) — R E (Obs N, Ni) + — N N, (Obs N;, N,) Y. 
Esta implicación, como pertenece a C1-Dr, pertenece también a Cl-Vr, 


Así, pues, cualquiera que sea el entero e, la proposición — R N, (Obs N;, N;) 
pertenece a Cl-Vr * 


Como la expresión predicativa R corresponde a un predicado recursivo, cual- 
quiera que sea el entero e, debe ser posible derivar en LFT, en virtud de las hipótesis 
aceptadas para este formalismo, sea Y N, (Obg N, N;), sea — R N. (Obs 
N, Ny). Una de estas dos proposiciones debe, pues, pertenecer a C/-Dr. Como la clase 
Cl-Vr es coherente, la proposición Y N, (Sb8 N; N;) no puede pertenecer a Cl-V+, 
cualquiera que sea el entero e. Por tanto, tendremos finalmente: cualquiera que sea 
el entero e, la proposición — KR N, (Obs N;, N;) pertenece a Cl-Dr. 


Como esta proposición representa en LFT' un enunciado — R e (Sbs 1 £), pode- 
mos considerar este enunciado como el resultado de la aplicación a la constante in- 
dividual e del predicado X [— R X (Sbs £ 1). 


4 Utilizando el primer esquema de axiomas para el cuantificador de universalización : 
esquema 3.1 del $ 79. 

En virtud de la condición 2(187), el sistema LFT incluye este esquema. 

95 En virtud de la regla de consecuencia. 
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Como los predicados R y Sbs son recursivos primitivos, este predicado es igual- 
mente recursivo primitivo, pudiéndosele considerar como caracterizante de los núme- 
ros enteros. 


Designemos este predicado por Nem: la propiedad a la que corresponde es ser 
un número entero, | 


El enunciado — R e (Sbs £ £) se escribirá: Nen e. Y si Ren es la expresión pre- 
dicativa quue representa el predicado Nen en LFT, la proposición — R N, (Gbs 
N, N,) se escribirá Ren N., y la proposición (E) — RN E (Sbg N, N;), es decir, 3y, 
se escribirá (E) Ren E. 


Así, pues, el teorema queda enteramente demostrado. 


Podemos observar que la proposición 3, expresa por sí misma que no es deri- 
vable en LFT. Efectivamente, el enunciado que representa es el siguiente: Cualquiera 
que sea el entero n, este entero no puede ser el número-G de una derivación de la 
proposición cuyo número-G es (Sbs t £). Pero Sbs tt = u, y esta proposición es, por 
tanto, la proposición 3. 


Dicho de otra forma, la proposición Y, representa en LFT' el enunciado metateó- 
rico: No existe derivación en LFT de la proposición U.,. 


Así llegamos a la forma de la proposición indecidible construida por GÓDEL. 


CapPíTULO IX 


Otros hechos de limitación 


203. INTRODUCCIÓN. 


Los hechos de limitación expuestos hasta aquí pueden distribuirse en tres ca- 
tegorías : o | | 


— Hechos relativos a la saturación (existencia de proposiciones indecidibles). 


— Hechos relativos al problema de la decisión (existencia de problemas inso- 
lubles). | | | 


— Hechos relativos al poder de expresión de un formalismo (teorema de la 


verdad)”. 


Los diferentes teoremas que han sido analizados en los capítulos precedentes des- 
criben lo esencial de las limitaciones que la investigación sobre los fundamentos ha 
hecho aparecer en el interior de los formalismos. Es, por tanto, posible obtener ciertas 
conclusiones sirviéndose únicamente de estos teoremas. | 


No obstante, conviene, al objeto de completar la exposición, ocuparse también de 
otros resultados que pueden igualmente ser interpretados como expresión de ciertas 
limitaciones de los formalismos. 


No nos perderemos en una exposición detallada; nos limitaremos, simplemente, 
con señalar su existencia, dando el mínimo de explicaciones necesarias para que se 
pueda captar su alcance. 


Consideraremos posteriormente una aportación de TARSKI sobre la noción de 
definible, los hechos de limitación ligados a la teoría de modelos y un hecho de 
limitación propio de las lógicas combinatorias. Finalmente haremos referencia a 
algunas consecuencias implicadas en los hechos de limitación como resultado de las 
investigaciones sobre los fundamentos. 


* Véase $ 187. 
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SECCIÓN 1.—EL RESULTADO DE TARSKI SOBRE 
LA NOCION DE DEFINIBLE. 


204. NOCIÓN DE DEFINIBLE, 


El resultado de TARSKI relativo a la noción de definible? entra en la misma 
categoría que su teorema de la verdad. Igualmente concierne a una noción semántica 
de un determinado formalismo que no puede ser representado en el dominio de este 
formalismo. Lo mismo que el teorema de la verdad, indica que existe un límite en el 
poder de expresión de un sistema dado: siempre es posible construir, sobre la base 
de este sistema, una noción metateórica que desborda el cuadro del sistema en 
cuestión. 

Consideremos un formalismo LF que contenga la teoría de tipos. (Así, por ejem- 
plo, el formalismo LFG ? o el formalismo LFT *.) 

La noción de definmible se puede caracterizar como sigue: 


Sea A(O”) una proposición de LF que contiene como única variable libre una 
variable O” del m-ésimo tipo. Podemos considerar tal proposición como expresión de 
un predicado aplicable a objetos del m-ésimo tipo. Sea Ob” uno de estos objetos. Se 
puede definir por tal objeto la propiedad de satisfacer a una proposición dada utili- 
zando un método análogo a la que ha sido descrita en el $ 188 (que permitía carac- 
terizar la propiedad de una serie de enteros que mo incluye más que un número 
finito de términos distintos de 1, de satisfacer a uma proposición dada de LFN-V). 
Se puede extender esta definición a caso de un múltiplo de objetos. Se dice que la 
proposición A(O”) define el objeto Ob") si este objeto satisface esta proposición y si 
ningún otro objeto (del mismo tipo) satisface a esta proposición. Y se dice que un 
objeto Ob es definible en LF si existe en LF una z proposición que defina este 
objeto. 

Sea En un conjunto de objetos del 2-ésimo tipo. Se dice que la proposición A(O”) 
define este conjunto si En es el conjunto de los objetos que satisfacen esta proposición. 
Y se dice que un conjunto de objetos es defínible en LF si existe en LF una propo- 
sición que defina este conjunto. ? 

Sea, en fin, P un predicado que exprese | una relación entre 2 objetos (del mismo 
o de distintos tipos). 

Se dice que este predicado es defimible en LF si existe en LF una proposición de 
n variables libres tal que los múltiplos de » de objetos entre los que existe la relación 
expresada por P satisfacen esta proposición y sólo ellos la satisfacen. 


> TARSKI 11. 
" Véase CAPITULO Il, Sec. 2. 
t Véase $ 187. 
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205. EL TEOREMA DE TARSKI PARA ESTA NOCIÓN, 


Podemos preguntarnos si la noción general de objeto (de un tipo dado) definible 
en LF es a su vez definible en LF. Dicho con mayor precisión: ¿existe en LF, cual- 
quiera que sea 2, una proposición que contenga como única variable libre una 
variable de n-ésimo tipo y tal que esta proposición sea satisfecha por todos los ob- 
jetos del n-ésimo tipo definibles en LF y solamente por éstos? O también, designando 
por En-Df(X) el conjunto de los objetos del k-ésimo tipo definibles en LF: el con- 
junto En-Df(m), ¿está contenido en el conjunto En-Df(n + 1) cualquiera que sea n > 

TARSKI ha demostrado que la respuesta a esta cuestión es negativa. 

_ En efecto: 


LXXXVID) 1) En-Df (1) está contenido en En-Df (2). 


2) No ba sido posible hasta aquí determinar si En-Df (2) está contenido: o no en 
En-Df (3). 


3) Para n = 3, En-Df(n) no puede estar contenido en En-Df(n + 1). 

Para demostrar este resultado, TARSKI utiliza un argumento análogo a la paradoja 
de RICHARD. 

Consideremos el caso en que 2 = 3. 

(La demostración puede reconstruirse análogamente para 2 > 3.) 


Los objetos del primer tipo corresponden a los números enteros, los del segundo 
tipo corresponden a los números reales, los del tercer tipo a los conjuntos de números 
reales. 


El conjunto Enr-Df(3) es, por tanto, el conjunto de todos los elementos de números 
reales que son definibles en LF. 


Como el conjunto de las proposiciones de LF es ec (puesto que están 
formadas por series finitas de símbolos tomados de un conjunto numerable de sím- 
bolos), el conjunto En-Df(3) es numerable. 


Basándose en la teoría de conjuntos, es posible construir un predicado P, de dos 
argumentos, que establezca una relación de ordenación entre los conjuntos de números 
reales pertenecientes a una determinada categoría. 


Es posible demostrar : 


1) Que este predicado es definible en LF. 


2) Que el conjunto Enm-Ra, formado por la reunión de los primeros y los se- 
gundos elementos de los pares de conjuntos de números reales para los que se cumple 
P, es un conjunto no-numerable. | 


Sea entonces En, el conjunto de números reales definido como sigue: conjunto 
que pertenece a En-Ru pero no a En-Df(3) y tal que la relación expresada por P 
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existe entre este conjunto En, y todo conjunto En, de números reales que pertenecen 
a En-Ru pero no a En-Df(3). 


Supongamos que En-Df (3) sea definible en LF. 


Por consiguiente, existe una cierta proposición A(0”) satisfecha por los elementos 
de En-Df (3) y solamente por ellos. Es posible construir, utilizando esta proposición, 
otra B(0?*) también con una sola variable libre, que se satisface por el conjunto En, 
(que es un objeto de tercer tipo) y solamente por éste. De aquí se sigue que este 
conjunto pertenece a En-Df (3), lo que contradice su definición. 


Por consiguiente, no podemos suponer que En-Df (3) sea definible. 


Lo esencial de la demostración consiste en hacer corresponder, mediante el pre- 
dicado P, a todo conjunto mumerable de conjuntos de números reales [tales como 
En-Df (3)] un conjunto de números reales (tal como En,) que no le pertenezca. 


Estamos, pues, ante la misma construcción que en el caso de la paradoja de 
RICHARD ?. 


* BETH ha establecido, por medio de un procedimiento muy elegante, la existencia de 
un hecho de limitación que entra en la misma categoría que el teorema de la verdad y el 
teoremo de TARSKI sobre la noción de defimible (BETH 14, págs. 193-195). 


BETH demuestra que no es posible representar en un sistema formal una cierta función 
aritmética, que denomina función de BERRY de este sistema. 


La definición de esta función hace intervenir la antinomíia de BERRY, que se puede re- 
presentar como sigue: Sea la definición siguiente: El número de BERRY es el menor número 
entero que se puede definir solamente por medio de una frase que contenga, como máximo, 
cincuenta palabras españolas. Esta definición sola contiene veintiséis palabras, y el número 
de BERRY es, por tanto un número que se puede definir en menos de cincuenta palabras 
españolas, contrariamente a su definición. 


Se puede eliminar la antinomia, introduciendo la noción de número de BERRY de un 
sistema LF, y definiendo esta noción como sigue: el número de BERRY de un sistema LF es 
el menor número entero que se puede definir por medio de una expresión del sistema LF que 
contenga, como máximo, cincuenta componentes primitivas de LF. 


La antinomia ha desaparecido porque la lengua española (en la que se formula la defi- 
nición anterior) no coincide con el sistema LF (en el que no es posible definir el námero de 
BERRY correspondiente a LF, por medio de una expresión que contenga menos de cincuenta 
componentes primitivas de LF). 


Inspirándose en esta noción, se puede definir como sigue la noción de función de BERRY 
correspondiente a un sistema LF: La función de BERRY correspondiente a un sistema LF es la 
función que hace corresponder a un número entero m el menor número entero n que no se 
puede definir en este sistema LF por medio de una expresión de este sistema que contenga al 
máximo m componentes primitivas. BETH demuestra, utilizando una propiedad de la función 
logarítmica, que la función de BERRY respecto a un sistema LF no es representable en este 
sistema. 


Este hecho de limitación reviste una significación tanto mayor cuanto que ha podido ser 
establecida de manera muy sencilla, sin recurrir al método de la aritmetización y haciendo 
solamente algunas hipótesis muy poco restrictivas sobre las posibilidades de expresión que debe 
presentar el sistema LF considerado. 


Otros hechos de limitación 299 


SECCIÓN 2.—EL TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM. 


206. EL TEOREMA DE LOWENHEIM Y SU GENERALIZACIÓN POR SKOLEM, 


Existen ciertos hechos de limitación que están ligados al uso de modelos, y que 
precisan las relaciones que existen entre ciertos formalismos y los modelos en que se 
pueden proponer. 


El primer resultado importante es el de LÓWENHEIM y SKOLEM. 


LOWENHEIM ha establecido, para la lógica de predicados de primer orden, un 
teorema sobre los campos de interpretación * utilizables para esta lógica”. 


Esta comporta dos categorías de variables: variables individuales y variables pre- 
dicativas de orden 1. | 


Un campo de interpretación para esta lógica deberá, pues, incluir al menos dos 
dominios, uno de los cuales será un dominio de individuos. Procediendo como en el 
$ 26, se puede presentar un campo de este tipo constituido por tres dominios : 


1) Un dominio de individuos (correspondientes a las variables individuales). 
2) Un dominio formado por los objetos Vrz y Fal, 


3) Un dominio funcional, constituido por funciones que toman por argumentos 
objetos del primer dominio y adoptan sus valores en el segundo (estas funciones 
corresponden a las variables predicativas) *. 


Para simplificar el lenguaje, diremos que tal campo es vacío, no-vacío, finito, 
numerable, no-numerable, según que el dominio de individuos que comporte sea, 
respectivamente, vacío, mo-vacío, finito, numerable, no-numerable. 


El teorema de LÓWENHEIM puede formularse así: 


(LXXXVID Toda proposición cerrada? de la lógica de predicados de primer 
orden que es válida respecto a un campo de interpretación numerable " es válida res- 
pecto a todo campo de interpretación no-vacto, 


* Véase $ 28. 

” LOWENHEIM 1. 

$ A toda variable predicativa se podrá hacer corresponder, por tanto, una función de 
individuos que puede tomar como valor uno de los objetos Vri o Fal. A una variable predi- 
cativa de m argumentos se hace corresponder una función de rm argumentos. Por tanto, dada 
una proposición, cuando todas las variables individuales de ésta son reemplazadas por ob- 
jetos determinados del dominio de individuos, se puede asociar a la expresión así obtenida 
uno de los objetos Vrí o Fal, o también, desde un punto de vista más intuitivo, uno de los 
predicados verdadero o falso. 

2 Es decir, que no contenga variables libres. 

1% Por ejemplo, válida respecto a un campo de interpretación cuyo dominio de indivi- 
duos está constituido por el conjunto de los números enteros. 
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Del anterior teorema se puede obtener el siguiente corolario : 


(LXXXIX) Si una proposición cerrada de la lógica de predicados de primer or- 
den es realizable en un campo de interpretación mo-vacío cualquiera, es realizable en 
un campo de interpretación que es, a lo sumo, numerable. 

SKOLEM ha extendido este corolario, considerando no ya una sola proposición, sino 
una clase numerable de proposiciones *. Se dice que una clase de proposiciones es 
realizable en un campo de interpretación si cada proposición perteneciente a esta 
clase es realizable en este campo. 


El teorema de SKOLEM puede formularse así : 


(XC) Si una clase numerable de proposiciones de la lógica de predicados de 
primer orden es realizable en un campo de interpretación no-vacío cualquiera, es 
realizable en un campo de interpretación que es, a lo sumo, numerable. 


207. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE SKOLEM, 


Sea Cl una clase cualquiera numerable de proposiciones cerradas de la lógica de 
predicados de primer orden; sea En-Fd un cierto campo de interpretación (familia 
de dominios) en el cual es realizable esta clase, y sea En-Dí el dominio de individuos 
de este campo. | 

Todas las proposiciones A; de la clase Cl pueden ponen en la forma siguiente: 


(91) (01) .... (Om) (EO) (EOp) ... (ES) 
(911) (O:,) .... (Osp1) (EG) (EG 72) ... (EO:a;) 
B; (O,,, Oso, ..., O.a;). 


Consideremos en primer término el caso de una proposición A de forma sencilla, 


tal como: (0,) (E0;) B (0,, 0»). 


Decir que esta proposición es realizable en el campo de interpretación En-Fd, 
equivale a decir que existe una función de interpretación Mdl dotada de la siguiente 
propiedad : 


Cualquiera que sea el dao a tomado en el conjunto En-D:, existe una cierta 
clase Cl, de individuos pertenecientes al mismo conjunto, tal que si se hace corres- 
ponder el individuo a a la variable O, y un individuo de la clase Cl, a la variable O, 
en la proposición B (0,, 0), la función Mdl hace corresponder a esta Proposición el 
objeto Vrz. ? 

Utilizando el axioma de elección Y se puede asociar a cada nido a un solo 
individuo b de la clase correspondiente Cl,. Se puede expresar esto diciendo que 


12 SKOLEM 1 y 5. 
” Este axioma puede formularse como sigue: 
Dado un conjunto no-vaciío En de conjuntos no vacíos y separados (sin elementos comu- 
nes), existe un conjunto que tiene un elementc y sólo uno en común con cada conjunto de En. 
Aquí el conjunto En es el conjunto de las clases Cla. 
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existe una función F tal que, para todo individuo a, F a es un individuo b dotado de 
la propiedad siguiente: si se sustituye O, por a y 0, por hb en la proposición B (6,, 
O»), la función Mdl hace corresponder a esta proposición el objeto Vrz. 

Si extendemos este análisis al caso general, podemos decir: existe una función de 
interpretación Mdl y existe, para todas las proposiciones A; de la clase Cl, un conjunto 
de funciones Fi, Fi, ..., Fin, Gi, Giz, ..., Giar, definidas en Enm-Di y adoptando sus 
valores en En-Di, tales que, cualquiera que sea el conjunto de individuos 4, 4%, ..., 
tm, C1, Co, ».., Cp; de En-Di, si se hace corresponder, respectivamente de los individuos 
4, da, ... Am, F,, 4%... dm, Fiyd da... Gm, ..., Fin 4 % ... 4m;,C1, Ca ..., Co, Gi 
4 da... Ami, C1, Co, ... CDi, Gia Aj a... Gm, C1, (9, ..., CDj, ..., Glas 41 42... Am, Cp, Ca, ..., CDj, 
a las variables Or, Os, 0. Om; Ba, O», e... Om, Ox, Os, 4 Osp;, Oa, Os, ...., 
0.9, en la proposición B (O,,, Oj», ...,O.a;), la función Mdl hace corresponder a esta 
proposición el objeto V+i. 

Ahora estamos en situación de extraer del dominio En-Dz, cualquiera que éste sea, 
un sub-dominio En-Dip (dominio parcial de individuos) que es numerable. 

Este subdominio En-Dip se define de la manera siguiente: 


Sea e un determinado individuo de En-D;, y sea En, un conjunto que tiene este 
individuo como único elemento. 

Sea Em; el conjunto que contiene todas las expresiones pertenecientes a Enm,-, y que 
contiene además todas las expresiones Fy1 €, €2 ... €mx,Fxg 1 €2 ... Ex, +». Ping 61 82... 
£mk, Gu €1 €2 ... Cm €mx+] .... Cmk+Pk, Gio €1 €3 .... Cmg €mx+1 ... Emi+Pk) +... Gxax €] 
€2 ... mg Cmpi1 ... €my+Px, pudiendo adoptar £ uno de los valores 1, 2, ..., £, y siendo 
€, €2, -.., €mx+Pp miembros cualesquiera de En;.,. 

El sub-dominio En-Dip se define como la reunión de todos estos sub-conjuntos 
En,, es decir, formado por todos los elementos que pertenecen al menos a uno de los 
conjuntos En;. 
| Como todo conjunto En,, el sub-dominio Enr-Dip es un conjunto numerable. Por 

otra parte, está definido de tal manera que, si contiene los individuos e,, €», ..., €mx, 
contiene también los individuos Fx, e, es ... emz (para todos los valores de k y para 
¿= 1,2, ..., 1x), y si contiene todos los individuos e, €, ..., €mkp €mx+1 -.. Emk+Px, CON- 
tiene también los individuos Gx; €, €2 ... €mx €mg+1 ».. €mp+Py (para todos los valores 
de k y para j = 1, 2, ..., qu). 

Es posible, pues, modificar de manera conveniente la función Mal (restringiéndola 
a los individuos que pertenecen al sub-dominio En-Dip Y de tal manera que todas 
las proposiciones de la clase Cl sean realizables en un campo de interpretación que 
tenga En-D:¿p como dominio de individuos, es decir, en un campo de interpretación 
numerable. 


13 La función Mdl asociaba a las variables predicativas funciones de individuos que to- 
maban sus argumentos en Enm-Dí y sus valores en el dominio formado por los dos objetos 
Vri y Pal. 

Basta con considerar solamente los casos en que estas funciones toman por argumentos in- 
dividuos de En-Dip. | 

Como todo individuo de En-Dip es también un individuo de En-Di, se ve que esto se re- 
duce a utilizar solamente una parte de la definición de estas funciones de individuos. 
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CHURCH ha demostrado cómo se puede modificar esta demostración a fin de 
evitar el empleo del axioma de elección *. 


208. NUEVA FORMA DEL "TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM *. 


Llamemos lógica aplicada de predicados de primer orden a todo sistema obtenido 
añadiendo a la lógica de predicados de primer orden ciertas constantes y axiomas 
apropiados. Utilizando un tal sistema, es posible formalizar ciertas teorías matemáticas. 
Así, es posible formalizar en el ámbito de una lógica aplicada de predicados de 
primer orden la aritmética y la teoría de conjuntos. (En el caso de esta última, se 
debe introducir en particular la relación de pertenencia E y axiomas adecuados para 
caracterizarla). | 

La lógica de predicados de primer orden es saturada semánticamente en sentido 
absoluto: la condición necesaria y suficiente para que una proposición de esta lógica 
sea derivable (en esta lógica) es que sea válida *, Pero si se considera una lógica apli- 
cada de los predicados de primer orden, los axiomas de esta lógica y las proposiciones 
que se pueden derivar de ella no son ya necesariamente válidos en todo campo posible 
de interpretación. 

Introduzcamos el teorema siguiente ” : 


(XCD La condición necesaria y suficiente para que una lógica aplicada de pre- 


dicados de primer orden sea coberente simtácticamente es que sea coherente semánti- 
camente, 


14 CHURCH 15, págs. 86-89. 


Para la demostración dada arriba, que sigue a la de SKOLEM 5, véase CHURCH 15, pá- 
ginas 84-86. 

Otras demostraciones han sido dadas. Véase RASIOWA y SIKORSKI 2, y BETH 8 y 9. 

El Teorema de SKOLEM (en la forma en que ha sido demostrado por SKOLEM) se funda- 
menta sobre una hipótesis de coherencia semántica (puesto que trata de las clases de pro- 
posiciones que son realizables en un campo de interpretación no-vacío). GóDEL ha demostrado 
el mismo teorema (en GODEL 2, Teorema 1X), pero utilizando una hipótesis de coherencia sin- 
táctica: su demostración se aplica a las clases de proposiciones coherentes en el sentido 
del $ 187 (es decir, que no contienen simultáneamente una proposición y su negación). 

Así, pues, se puede hablar, por una parte, del teorema de LóWENHEIM-SKOLEM, y, por 
otra parte, del teorema LóWENHEIM-SKOLEM-GÓDEL. El segundo implica el primero. Efectiva- 
mente, se puede obtener el segundo sin aportar modificaciones esenciales a la demostracióm: 
de SKOLEM. 


Las demostraciones de RASIOWA y SIKORSKI y BETH se refieren al tecrema de LóWEN- 
HEIM-SKOLEM-GODEL. 

La demostración de BETH (BETH 8 y 9) utiliza un método topológico. Para esta demostra-- 
ción véase también BETH 14, $ 57, págs. 84-93. Véase también —a propósito del teoremas 
de LóWwWENHEIM-SKOLEM-GOóDEL— BETH 10. 

** Se designa con el nombre de teorema de LOóWENHBIM-SKOLEM la generalización obte- 
nida por SKOLEM del corolario de LóWENHEIM. 

1* Véase $ 37 y 48. 

17 Véase SKOLEM 5, HERBRAND 1 y GÓDEL 2. 
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Dicho de otra forma: que sea realizable, o también, que posea al menos un mo- 
delo, o que la clase de proposiciones derivables (axiomas y proposiciones que se 
pueden derivar de ella) sea realizable. 


Por otra parte, el teorema de LOWENHEIM-SKOLEM continúa siendo cierto si se 
añaden constantes a la lógica de predicados de primer orden. 


Utilizando este teorema, tenemos: si una lógica aplicada de predicados de primer 
orden es coherente (sintácticamente), la clase de sus proposiciones derivables, al ser 
realizable en un cierto campo de interpretación (cualquiera), es realizable en un 
campo de interpretación numerable. 


Dado un modelo para una lógica aplicada de predicados de primer orden, diremos 
que este modelo es numerable si constituye un campo de interpretación numerable 
(es decir, si su dominio de individuos es numerable). 


Así, pues, llegamos a la forma siguiente del teorema de LOWENHEIM-SKOLEM : 


(XCID Toda lógica aplicada de predicados de primer orden que es coberente 
posee un modelo numerable. 


Como ha demostrado SKOLEM *, este resultado puede ser aplicado en particular 
a la teoría de conjuntos tal como ha sido formulada por ZZERMELO, pues esta teoría 
puede ser formalizada en una lógica aplicada de predicados de primer orden. 


Así, si el sistema de ZERMELO es coherente, es posible llegar a una serie infinita 
de objetos (por ejemplo, la serie de los números enteros) tal que todos los axiomas de 
este sistema y todas las proposiciones que de él puedan derivarse se cumplan para los 
objetos de esta serie. 


209. LA PARADOJA DE SKOLEM Y LA RELATIVIDAD DE 
LOS CONCEPTOS MATEMÁTICOS. 


Esto hace aparecer una paradoja conocida como paradoja de SKOLEM. 

En todo sistema clásico de la teoría de conjuntos es posible reconstruir la célebre 
demostración de CANTOR, que establece la existencia de conjuntos no-numerables. 

Es presumible, por tanto, que no sea posible encontrar para tal sistema un modelo 
numerable. Pero el teorema de LÓWENHEIM-SKOLEM nos demuestra que no es así. 


Esta paradoja nos obliga a reconocer que ciertos conceptos matemáticos sólo tie- 
nen un sentido relativo y deben ser interpretados en relación al sistema de axiomas en 
el cual están expresados *. Esto es particularmente cierto para el concepto numerable. 
Conceptos que podían parecer absolutos (es decir, dotados de una significación uní- 
vocamente determinada) desde el punto de vista de una teoría ingenua de conjuntos 
pierden este carácter cuando nos situamos en el campo de las teorías formalizadas. 


18 SKOLEM 3. 
1% Véase SKOLEM 5. 


304 Limitaciones internas de los formalismos 


El razonamiento por el cual CANTOR prueba que el conjunto de los números rea- 
les es no-numerable consiste en demostrar que no es posible establecer una corres- 
pondencia biunívoca entre este conjunto y el conjunto de los números enteros. 


El hecho de que este razonamiento pueda ser formalizado en los sistemas clásicos 
de la teoría de conjuntos indica simplemente que estos sistemas no son suficientemen- 
te capaces para dar un procedimiento de correspondencia apropiado. 


El teorema de LOÓWENHEIM-SKOLEM nos demuestra que siempre es posible conse- 
guir esta correspondencia situándose bajo un punto de vista sintáctico. 


Lo que es numerable desde el punto de vista de la metalengua (en la que se 
realiza la demostración del teorema de LOWENHEIM-SKOLEM) no lo es desde el punto 
de vista de la lengua-objeto (en la cual se formaliza la teoría cantoriana de conjuntos). 
O también: existe en la metalengua una función que establece una correspondencia 
biunívoca entre los individuos del modelo numerable considerado y la serie de los 
enteros, pero no existe una función de esta naturaleza en una lógica aplicación de 
los predicados de primer orden. 


Como hace notar SHEPHERDSON *, la formulación y la demostración de los resul- 
tados de LÓWENHEIM y SKOLEM utilizan una metalengua cuyos medios de expresión y 
de demostración rebasan los de una lógica aplicada de predicados de primer orden; 
especialmente utilizan la noción de numerable. 

Si se considera esta lengua como una cierta forma de la teoría de conjuntos, se 
podrá demostrar en tal sistema —mediante los argumentos desarrollados arriba— 
que existe un modelo numerable para la teoría de conjuntos. 

Pero no se podrá demostrar lo mismo en una teoría de conjuntos formalizada en 
una lógica aplicada de predicados de primer orden. Por tanto, se puede considerar 
sistemas diferentes para la teoría de conjuntos, dentro de los cuales los conceptos 
correspondientes no tienen la misma significación. Pero se ve que esta demostración 
de la existencia de un modelo mumerable supone la coherencia de la teoría de 
conjuntos y la existencia de un determinado modelo que responda a determinadas 
condiciones. 

Por tanto, se llega a la siguiente consecuencia: la mo-unicidad de la teoría de 
conjuntos, tal como resulta del teorema de LOWENHEIM-SKOLEM, presupone una cierta 
no-unicidad, pero ésta es de un carácter más débil. 

Como ha demostrado WANG ”, es posible también interpretar de otra manera este 
mismo resultado : 

El teorema de LOWENHEIM-SKOLEM nos indica que ningún sistema formal puede 
facilitarnos todos los conjuntos de enteros positivos. En efecto, sea FL un cierto 
sistema formal en el que se ha formalizado la teoría de conjuntos. Podemos enumerar 
las proposiciones derivables de LF y, en particular, las que afirman la existencia de 
un conjunto de enteros positivos. Sea, pues, En el conjunto de enteros positivos tal 
que, para todo m, n pertenecerá a En si (y solamente si) m no pertenece al conjunto 


“2 SHEPHERDSON 1, part. Il, pág. 159. 
22 WANG 9, pág. 442. 
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perteneciente a la n-ésima proposición de nuestra enumeración. Para el argumento de 
la diagonal, se púede demostrar que este conjunto En mo puede corresponder a 
ninguna de las proposiciones de nuestra enumeración; en otros términos, que su 
existencia no puede ser demostrada dentro del marco del sistema LF. Existe, pues, 
al menos un conjunto de enteros positivos cuya existencia ho puede ser demostrada 
en el marco del sistema LF. 


210. Los MODELOS INTERNOS DE SHEPHERDSON. 


Podríamos pensar, como consecuencia de los resultados de LOWENHEIM-SKOLEM, 
que los conceptos de la teoría de cónjuntos adoptan siempre un sentido diferente en 
el sistema en que se formaliza esta teoría y en los modelos que se puede proponer 
para este sistema. También podría pensarse que su sentido es diferente, según los 
modelos que es posible utilizar. 


En realidad, la relativización introducida por SKOLEM no es tampoco total. Como 
SHEPHERDSON ha demostrado ??, dado un determinado concepto de la teoría de 
conjuntos, es posible definir una Gila de modelos tal que, para todo modelo, per- 
teneciente a esta familia, este concepto conserva el mismo sentido. 

En tal supuesto, este concepto puede considerarse absoluto respecto a esta familia 
de modelos. Como puede verse, la relatividad de que habla SKOLEM no se introduce 
al nivel de los modelos, sino al de las familias de modelos. 

SHEPHERDSON utiliza una lógica aplicada de predicados de primer orden que 
corresponde a una cierta forma de la teoría de conjuntos. Denominemos a este 
sistema LFE. Este sistema se obtiene añadiendo a la lógica (pura) de predicados de 
primer orden dos constantes predicativas de un argumento, ser una clase, ser un con- 
junto, una constante predicativa de dos argumentos, ser miembro de*, y dieciséis 
axiomas (ordenados en tres grupos, I, II y III) en los cuales figuran estas constantes. 
Para la derivación de ciertos teoremas utiliza axiomas suplementarios ” 

Considera únicamente modelos internos. Un modelo interno es aquel cuyo dominio 
de individuos se integra con objetos que juegan el papel de individuos en el sistema 
LFE, es decir, con clases y conjuntos propios de clases y conjuntos de LFE. O tam- 
bién: un modelo cuyo dominio de individuos es una parte del universo constituido 
por clases que satisfacen los dieciséis axiomas de los grupos 1, 11 y IL, y que pueden 
definirse por medio de los tres predicados ser una clase (del modelo Md), ser un 
conjunto (del modelo Md), ser miembro de (respecto al modelo Md), definiéndose 
a su vez estos predicados por medio de proposiciones de LFE en las qNe figuran las 
constantes predicativas correspondientes de LFE, 


22 SHEPHERDSON 1, part. l. SHEPHERDSON utiliza métodos introducidos por GÓDEL, en 
GOoDEL 18. 

23 Este predicado permite expresar que un elemento dado pertenece a un conjunto dado. 

24 La forma así obtenida para la teoría de conjuntos es la introducida por GóDEL, en 
GODEL 18. 


20 
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La definición de un modelo interno no requiere, por tanto, otros medios de ex- 
presión que los representables en LFE. No obstante, se puede considerar que el hecho 
de limitarse a tales modelos no restringe la generalidad de los resultados obtenidos. 
Si se pretende establecer de manera válida ciertas propiedades para un modelo dado, 
es preciso suponer, en efecto, que la metalengua en la que se define este modelo es 
coherente. Pero el sistema LFE es un sistema muy capaz, y se puede definir en este 
sistema la mayor parte de los modelos cuya definición sería posible según una meta- 
lengua cuya coherencia pudiese ser establecida al nivel actual de nuestros medios de 
demostración. 


211. (CONCEPTOS ABSOLUTOS DE CIERTOS MODELOS. 


Dado un modelo interno Md, se puede asociar a toda proposición A de LFE otra 
proposición B que denominaremos su restricción respecto a Md: las variables de A 
se restringirán a las clases y a los conjuntos de Md (es decir, se considerará que pueden 
ser reemplazadas solamente por clases o conjuntos de Md); los predicados ser una. 
clase, ser un conjunto, ser miembro de, serán reemplazados por los predicados co- 
rrespondientes de Md. 


La restricción de una proposición de LFE pertenece necesariamente a LFE. 


Las nociones y operaciones de la teoría de conjuntos, así como las clases y con- 
juntos particulares que puede ser preciso considerar, se definen mediante proposicio- 
nes de LFE. Dado un elemento de la teoría de conjuntos definido por medio de una 
proposición A de LFE, se dirá que este elemento es absoluto respecto a un modelo 
interno Md si la proposición A es equivalente (en LFE) a su restricción respecto a 
este modelo Md”. 


SHEPHERDSON corisidera una familia particular de modelos internos: la de los 
modelos completos, 


Un modelo interno di se dice que es completo si responde a las dos condiciones 
siguientes : 


1) El predicado ser miembro de de Md es el predicado ser miembro de del siste- 
ma LFE. 


2) Si Cl es una clase de Md, todos los miembros de Cl son conjuntos de Md. 

La pérdida de generalidad es escasa al limitarnos al estudio de los modelos com- 
pletos. | 

SHEPHERDSON demuestra, en efecto, que todo modelo interno que responde a 
ciertas condiciones bastante generales es isomorfo * de un modelo completo ?" 


25 Véase SHEPHERDSON 1, Parte 1, 2.10, pág. 178. SHEPHERDSON utiliza la definición dada 
por GóDEL 18, Definición 10, pág. 42. 

2% Véase $ 27. | ) 7 

27 SHEPHERDSON 1, Parte 1, Teorema 1.5, pág. 171. 
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Sobre la base de estas mociones, demuestra que un cierto número de elementos 
(nociones, operaciones, clases o conjuntos particulares) de la teoría de conjuntos son 
absolutos respecto a todo modelo completo ?. 

Las nociones de ordinal y cardinal no disfrutan de esta propiedad. Sin embargo, se 
puede demostrar teoremas análogos a este respecto introduciendo hipótesis más 
restrictivas. 

La noción de ordinal es absoluta respecto a e modelo completo Md que 
responda a la propiedad siguiente : 

Toda clase no-vacía dE Md contiene un elemento que no tiene ningún elemento en 
común con ella misma * 

Y la noción de id es absoluta respecto a todo modelo completo Md que 
responda a la propiedad siguiente : 

Toda sub-clase de una clase C] de Md es una clase de Md*. La noción de ordinal 
es también absoluta respecto a los modelos de esta especie. 


SECCIÓN 3.—LOS TEOREMAS DE HENKIN Y LOS 
MODELOS NO-REGULARES. 


212. LA NO-SATURACIÓN DE LA LÓGICA DE PREDICADOS DE SEGUNDO ORDEN 
NO ES UNA PROPIEDAD ABSOLUTA. 


HENKIN ha estudiado el problema de los modelos de la lógica de predicados de 
orden w (que supone la teoría de tipos) ”. 

Esta lógica incluye una infinidad numerable de categorías de variables. 

Un campo de interpretación para esta lógica deberá comportar una infinitud nu- 
merable de dominios, de manera que se pueda asociar a cada categoría de variables 
un dominio del campo de interpretación considerado. 

Como hemos visto * GÓDEL ha demostrado la saturación semántica absoluta de 
la lógica de predicados de primer orden: toda proposición derivable en esta lógica 
es válida, y recíprocamente Y. Pero el teorema de GÓDEL demuestra que esta propie- 
dad no se cumple desde el momento en que se pasa a la lógica de predicados de 
segundo orden. El teorema de GÓDEL nos enseña, en efecto, que en un sistema que 


28 SHEPHERDSON 1, Parte 1, 2.210, 2.211 y 2.212. Los teoremas obtenidos por SHEPHERD- 
SON son análogos a los teoremas 10.12 a 11.7 de GOoDEL 18. 

22 SHEPHERDSON 1, Parte I, 2.3, págs 182-86. 

20 SHEPHERDSON 1, Parte I, 2.4, págs. 186-190. 

32 HENKIN 4. | 

32 Véase el $ 48. 

33 Este resultado ha sido demostrado mbién por otros métodos. Véase HENKIN 2,-RA- 
SIOWA y SIKORSKI 1, y BETH id y 9. Véase, ARAS Los 1, RBICHBACH 1, RIEGBR y Ro- 
BINSON (ABRAHAM). . E 
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contenga la teoría de los números enteros ”, existe al menos una proposición que es 
-válida y que, no obstante, no es derivable (es, incluso, indecidible). La no-saturación 
sintáctica (en sentido fuerte) de tal sistema supone su no-saturación semántica. 

Pero es posible formalizar la teoría de los números enteros en la lógica de predi- 
cados de segundo orden mediante la introducción de una constante funcional. Esta 
lógica es, por tanto, no-saturada semánticamente. Con mayor motivo, esto se da en el 
caso de lógicas de predicados de orden superior. 

Pero HENKIN ha observado que no puede tratarse de una saturación en el sentido 
absoluto, sino solamente de una nmo-saturación relativa a una determinada clase de 
interpretaciones. 

La noción de proposición válida (para la lógica de predicados de segundo orden) 
está definida, en efecto, de la manera siguiente: una proposición (de esta lógica) es 
válida si se hace verdadera cuando los operadores proposicionales se interpretan a la 
manera habitual *, cuando las variables individuales son reemplazadas por individuos 
tomados de un dominio cualquiera de elementos y las variables predicativas de » 
argumentos (» = 1) por conjuntos tomados de todos los conjuntos de múltiplos de 
orden », ordenados, de individuos (del dominio elegido). 

Dicho de otra forma, se considera únicamente los campos de interpretación que 
incluyen : | | 


1) Un dominio de individuos cualquiera. 
2) Un dominio formado por los objetos Vri y Fal. 


3) Un dominio funcional constituido por todas las funciones de 2 argumentos 
(n = 1) definidos por los múltiplos de orden » ordenados de elementos del primer 
dominio, y tomando sus valores del segundo dominio. Una proposición se dirá que es 
válida si lo es respecto a todo campo de interpretación perteneciente a esta categoría. 


Pero se puede modificar la condición relativa a las funciones, obteniendo así una 
clase C!-C¿ más general de campos de interpretación. Un campo de interpretación 
perteneciente a la clase C/-C¿ tendrá como dominio funcional una cierta clase solamen- 
te de funciones del tipo anteriormente indicado (correspondiendo, pues, a una cierta 
clase de conjuntos múltiplos de orden r ordenados de individuos pertenecientes al 
dominio de individuos del campo). 

Así se obtiene una definición más general de la validez de una proposición: una 
proposición (de la lógica de predicados de segundo orden) se dirá que es válida si lo 
es respecto a todo campo de interpretación perteneciente a esta clase C1-Cz, 

Si utilizamos esta definición, se puede demostrar que la propiedad de saturación 
semántica (respecto a todo campo de la clase C/-C¿) se extiende a la lógica de 
predicados de segundo orden e incluso a las lógicas de predicados de cualquier orden 
(comprendido el orden u). | | o 

Estas consideraciones llevan a HENKIN a distinguir dos categorías de modelos: los 
modelos regulares y los modelos no-regulares. 


*£ Es decir, en el cual se puede formalizar la teoría de los números enteros. 
35 Es decir, cuando son interpretados según su sentido intuitivo. | 
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Las propiedades metateóricas que hacen intervenir la noción de modelo (tales 
como la coherencia semántica o la saturación semántica) pueden diferenciarse dentro 
de un mismo sistema, según que se refieran a modelos regulares o a modelos no- 
regulares * dis, 


213. LA NOCIÓN DE CAMPO DE INTERPRETACIÓN REGULAR. 


Indiquemos con mayor detalle el planteamiento de este tipo de problemas. 

HENKIN estudia simultáneamente el caso de la Lógica de los predicados de 
orden w. Denominemos a esta Lógica LFP-w. Los resultados son extensibles a fortiori 
para las lógicas de predicados de orden finito. 

Denominemos campo de interpretación regular a una familia de dominios que 
incluye : 


1) Un dominio de individuos En-D»m,. 

2) Un dominio En-Dm, formado por los objetos Vri y Fal, 

3) Una sub-familia de dominios funcionales En-Drr,, definida de manera in- 
ductiva a partir de los dominios En-Dm, y En-Dm,, estando formado el dominio En- 
Dm. por el conjunto de todas las funciones definidas en En-Dm., y que toman sus 
valores en En-Dm.. 

(Los índices a, [ y y designan tipos de expresiones; así, los predicados de indi- 
viduos tienen por tipo O 1, y así sucesivamente.) 

Llamemos distribución de variables respecto a un campo de interpretación dado 
(del tipo anteriormente descrito) a una correspondencia que aplica las variables de 
LFP-w sobre los dominios del campo de tal manera que una variable de un tipo 
determinado esté asociada a un elemento del dominio correspondiente. 

A cada distribución de las variables asociamos una función de interpretación 
Mal; que permite hacer corresponder a toda proposición de LFP-w uno de los ob- 
jetos Vri o Fal, 

Se dice que una proposición de LFP-w es válida respecto a un campo de interpre- 
tación regular si, cualquiera que sea la distribución de las variables respecto a este 
campo, la función de interpretación asociada Mdl, hace corresponder a esta proposi- 
ción el objeto Vrz, Se dice que una proposición de LFP-w es válida en sentido regular 
si es válida respecto a todo campo de interpretación regular que se pueda proponer 
para LFP-w. 


214. LA NOCIÓN DE CAMPO DE INTERPRETACIÓN GENERAL, 


Denominemos campo de interpretación general a una familia de dominios que 
supone : | 
1) Un dominio de individuos ED 


35 bis En lo que respecta al estudio de la saturación de los sistemas formales, véase también 
WANG 13, $ 8, págs. 72-77. : e | E 
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2) Un dominio Enr-D», formado por los objetos Vri y Fal. 


3) Una sub-familia de dominios funcionales En-Dm.,, definida inductivamente 
a partir de los dominios En-Dm, y En-Dm,, estando formado el dominio En-Dmg, por 
una cierta clase de funciones definidas en En-Dm., y que toman sus valores dentro 
de En-Dm;; y tal que sea posible definir efectivamente una función de interpreta- 
ción para toda distribución de las variables. 


Todo campo de interpretación regular es general, pero la inversa no es cierta. Se 
puede demostrar, efectivamente, que existen campos de interpretación general que no 
son regulares. 


Se dice que una proposición de LFP-w es válida respecto a un campo de interpre- 
tación general si, cualquiera que sea la distribución de las variables respecto a este 
campo, la función de interpretación asociada Mdl, hace corresponder a esta proposi- 
ción el objeto V+z, 


Se dice que una proposición es válida en sentido general si lo es respecto a todo 
campo de interpretación general que se pueda proponer para LFP-w. 


Se denomina modelo regular de LFP-w a un campo de interpretación regular tal 
que toda proposición derivable de LFP-w sea válida respecto a este campo. 


Se denomina modelo general de LFP-w a un campo de interpretación general tal 
que toda proposición derivable de LFP-w sea válida respecto a este campo. 


Se dice que una proposición de LFP-w es realizable en un campo de interpretación 
(regular o general) si existe una distribución de las variables respecto a este campo 
tal que la función de interpretación asociada haga corresponder a esta proposición el 
objeto Vrz, 


Una proposición de LFP-w se dice que es realizable en un modelo (regular O 
general) de LFP-w si es realizable en el campo de interpretación que constituye este 
modelo. 


Se dice que una proposición de LFP-w es realizable si existe un campo de inter- 
pretación (regular o general) en el cual es realizable. 


Una clase C! de proposiciones de LFP-w se dice que es realizable en un campo de 
interpretación (regular o general) si existe una distribución de las variables respecto a 
este campo tal que la función de interpretación asociada haga corresponder a cada 
proposición de esta clase el objeto V?r:. 


Una clase de proposiciones de LFP-., se dice que es realizable en un modelo de 
LFP-w si es realizable en el campo de interpretación que constituye este modelo. 


Una clase Cl de proposiciones de LFP-w se dice que es realizable si existe un 
campo de interpretación en el cual es realizable. 


Diremos que un campo de interpretación (regular o general) de LFP-w es nume- 
rable si todos sus dominios son (cuando más) numerables. Y diremos que una clase 
Cl de proposiciones de LFP-w es coherente si mo es posible, al añadir esta clase de 
proposiciones a los axiomas de LFP-w, derivar de ella cualquier proposición de LFP-w. 
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215. Los TEOREMAS DE HENKIN. 


Sirviéndose de estas nociones, HENKIN establece tres teoremas, el segundo de los 
cuales constituye una generalización para el sistema LFP-w del obtenido por GÓDEL 
para la lógica de predicados de primer orden. El tercero de estos teoremas permite 
generalizar al caso de LFP-w el teorema de LOWENHEIM-SKOLEM. 


1. (XCD $ Cl es una clase coherente de proposiciones cerradas de LFP-w, 
existe un campo de interpretación general numerable en el cual esta clase es realt- 
zable * 


Para demostrar este teorema (que juega un papel central en su teoría), HENKIN 
completa la clase C/ para obtener una clase coherente máxima, mediante la cual se 
pueda repartir las expresiones de LFP-w en clases separadas: dos expresiones de 
LFP-w pertenecen a una misma clase si se puede derivar de C/ una proposición que 
establezca entre estas expresiones una cierta relación de equivalencia Y. Mediante es- 
tas clases se puede construir el modelo general cuya existencia afirma el teorema. 

2. (XCIV) La condición necesaria y suficiente para que una proposición de 
LFP-w sea derivable en LFP-w es que sea válida en sentido general *. 

Este teorema afirma, por tanto, que la lógica de predicados de orden w es satu- 
rada semánticamente respecto a todo campo de interpretación general. 


3. (XCV) La condición necesaria y suficiente para que una clase Cl de pro- 
posiciones cerradas de LFP-w sea realizable en un campo de interpretación general 
numerable, es que todo subconjunto finito de Cl sea realizable * 

Si una clase Cl] es realizable, sus subconjuntos también lo son, y, por consiguiente, 
esta clase es realizable en un campo de interpretación numerable. 

Se trata, pues, de una generalización del teorema de LÓWENHEIM-SKOLEM : 


(XCVD Si una clase (finita o numerable) de proposiciones de la lógica de pre- 
dicados de orden w es realizable (en un campo de interpretación cualquiera), es rea- 
dizable en un campo de interpretación numerable. 


Estos teoremas se extienden a los sistemas que se pueden obtener añadiendo al 
sistema LFP-w constantes y axiomas apropiados (lógicas aplicadas de predicados de 
orden u). 


Consideremos un sistema LF cuyos axiomas comporten los del sistema LFP-« y, 
además, una serie (finita o infinita numerable) de proposiciones de una lógica apli- 


3% HENKIN 4, Teorema 1, pág. 85. 

37 Si se trata de proposiciones, esta relación es la equivalencia en el sentido de la lógica 
proposicional. 

Si se trata de variables de un tipo cualquiera, esta relación expresa que tales variables 
cumplen los mismos predicados y corresponden, por tanto, a una generalización (a niveles cua- 
lesquiera) de la relación ordinal de igualdad. 

32 HENKIN 4, Teorema 2, pág. 88. 

** HENKIN 4, Teorema 3, pág. 88. 


312 Limitaciones internas de los formalismos 


cada (cualquiera) de predicados de orden «w y cuyas reglas de derivación sean las 
propias de LFP-w. 


Las proposiciones derivables de LF constituyen una clase de proposiciones de la 
lógica aplicada que se considera. Como el primer teorema de HENKIN se extiende 
a esta lógica, podemos decir: si el sistema LF es coherente, existe un campo de 
interpretación general numerable en el cual la clase de proposiciones derivables de 
LF es realizable. Si esto sucede cualquiera que sea la distribución de las variables 
respecto a este campo, este sistema es realizable en un modelo general numerable. 


216. Los MODELOS NO-REGULARES Y EL PROBLEMA DE LA CATEGORICIDAD. 


En particular, se puede formalizar la teoría de los números enteros añadiendo al 
sistema LFP-w la constante individual N,, la constante funcional o (función sucesor) y 
axiomas correspondientes a los de PEANO *. Denominaremos LFP-wN al sistema así 
obtenido. 


HENKIN demuestra que existe para este sistema modelos generales que no son 
regulares *, designándolos modelos no-regulares, | 


Se considera generalmente que los axiomas de PEANO caracterizan totalmente la 
sucesión de números enteros, en el sentido de que constituyen un sistema categórico, 
es decir, a aquel cuyos modelos son isomorfos entre sí. (De manera más precisa: en el 
sentido de que todo sistema como el LFN-wN es categórico en sentido absoluto). 


Pero el axioma de inducción hace intervenir la noción de conjunto (pues la 
noción de conjunto puede considerarse correspondiente a esta propiedad: se puede 
hacer corresponder a una propiedad dada el conjunto de objetos que la cumplen). 
También hace intervenir la expresión para todo conjumto de individuos. Pero el 
universo que constituyen todos estos conjuntos puede variar de un modelo general a 
otro. Por tanto, se debe esperar a encontrar modelos no-regulares para el sistema de 
axiomas de PEANO. 


Para demostrar que este sistema de axiomas es categórico, se razona de la manera 
siguiente. 

Todo modelo de LFP-w“N debe contener al menos una clase de individuos nu- 
merable. En efecto, es posible formar en el sistema LEFP-wN las expresiones No, O 
No, a” (o Ny), etc., y demostrar, mediante el primero y segundo axiomas de PEANO *, 


que estas expresiones son todas distintas. Estas expresiones podemos identificarlas a 
los números enteros. | 


1% Por ejemplo, los axiomas que corresponden a los esquemas 1.1, 1.2 y 1.3 del sistema 
LFG. Véase $ 79. 

*2 HENKIN á, págs. 89-90. | 

12 Véanse los esquemas de axiomas 1.1 y 1.2 del $ 79. 
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Sea entonces un modelo que contenga un dominio de individuos En-Di al que per- 
tenecen los números enteros y, además, .otros elementos. Suponemos, por tanto, que 
este dominio no corresponde de manera biunívoca a la serie de números enteros. 
Consideremos la parte de este dominio que contiene únicamente los números enteros; 
como contiene O (que corresponde a la expresión N, del LFP-wN) y todos los indivi- 
duos que es posible formar a partir de O mediante la función sucesor (que corres- 
ponde a la expresión a de LFP-w“N), se puede demostrar, utilizando el axioma de 
inducción *, que contiene todos los individuos del dominio En-Dz, contrariamente a 
nuestra hipótesis. i 

En realidad, como observa HENKIN, este razonamiento no prueba que el sistema. 
de axiomas de PEANO sea categórico. Prueba solamente que si este sistema es realiza- 
ble en un modelo general y si, al mismo tiempo, este modelo posee un dominio de 
individuos En-D¿ que no es isomorfo con el de los números enteros, no puede con- 
tener el conjunto de individuos que contiene únicamente los individuos de En-Di¿ que: 
corresponden a los números enteros. 

SKOLEM ha demostrado que es imposible caracterizar la sucesión de los números 
enteros por medio de un conjunto numerable de axiomas formulados mediante la 
lógica de predicados de primer orden (emriquecida con un cierto número de cons- 
tantes). 


El citado autor ha establecido este ls construyendo, para cada conjunto de 
axiomas de este tipo, un conjunto de funciones de enteros que verifican estos axiomas 
y que poseen, sin embargo, un tipo de orden diferente al de los números enteros *. 

Denominemos sistema de números no-regulares a un dominio (al menos nume- 
rable) formado por individuos que verifican los axiomas de PEANO, y cuyo tipo de 
orden no es el mismo que el de la serie de los enteros * 

Como ha observado HENKIN, es posible construir muy simplemente —basándose 
en el teorema tercero— para todo sistema obtenido añadiendo a LFP-w“N un conjunto 
cualquiera de axiomas (haciendo intervenir eventualmente otras constantes distintas 
a N, y 7) un modelo general que contiene un sistema de números no-regular. Basta 
con añadir al sistema una constante individual nueva, por ejemplo y, y una serie de 
axiomas infinita: y % N,, p %o Ny, y % a (0 Ny), etc. | 

Todo subconjunto finito de proposiciones derivables de este sistema ampliado es 
realizable en un cierto campo de interpretación general. El conjunto de todas las 
proposiciones derivables de este sistema es, por tanto, realizable en un cierto campo 
de interpretación general mumerable. Como esto se cumple cualquiera que sea la 
distribución de las variables correspondientes a este campo, esto constituye un modelo 
general numerable y este modelo responde a las condiciones deseadas. 


13 Véase el esquema de axiomas 1.3 del $ 79. 

11 SKOLEM 6 y 7, citado por HENKIN, en HENKIN 4, pág. 90. 

45 Sea, por ejemplo, un dominio que incluye los números enteros (o un conjunto de in- 
dividuos que corresponda a los números enteros) y, además, el individuo 

Si el sistema de axiomas se comporta como una constante individual suplementaria, el 
modelo lleva un gran número de individuos distintos a los enteros, y su tipo de orden es ad 
más elevado que el de Ja serie de los enteros. 
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Generalizando este razonamiento, HENKIN llega a la conclusión siguiente: nin- 
guna teoría matemática formalizada puede ser considerada como categoría (en sentido 
absoluto), a menos que el sistema de objetos del que se ocipa no sea finito. Más 
precisamente: 


(XCVID Todo sistema formal coherente y que contiene al menos la teoría de 
los números enteros “ admite modelos no-regulares y no puede, por. tanto, ser consi- 
derado como categórico “ *is, 


217. Los MODELOS NO-REGULARES Y LA w-COHERENCIA. 


La existencia de modelos no-regulares permite explicar ciertas anomalías de la 
w-coherencia. Todo sistema «w-coherente es coherente, pero la inversa no es cierta: 
TARSKI y posteriormente GÓDEL han demostrado que existen sistemas coherentes 
que no ele w-coherentes. (Se trata de sistemas lo suficientemente capaces para con- 
tener la teoría de los números enteros). Son estos sistemas que admiten modelos no- 

regulares. 

Sea LF un cierto sistema que contiene - la teoría de los números enteros. Suponga- 
mos que este sistema sea coherente, pero no w-coherente. Existirá entonces en tal 
sistema una expresión predicativa $ tal que las proposiciones PB (N,), PB (o No), po 
(o (7 Ny), etc. ..., y — (E) B(E) son derivables en LF. 

Las e que preceden demuestran que LF debe admitir (al menos) un 
modelo general que contenga un dominio de individuos que integren un sistema de 
números no-regular. En otros términos, este dominio comportará, además de los en- 
teros, otros individuos. 

Todas las proposiciones B (Ny), B (7 No), B (7 (7 Ny)), etc. ..., y — (E) B (E) 
se convierten en enunciados verdaderos respecto a este modelo. Si P es el predicado 
correspondiente a *B, tendremos: O cumple el predicado P, 1 cumple el predicado P, 
etcétera, y, sin embargo, todos los individuos de En-Dí no cumplen el predicado P. 
Esto significa que uno al menos de los individuos de Er-D¿ que no son enteros no 
cumple el predicado P. La aparente anomalía ha desaparecido * 


218. Los RESULTADOS DE ROSSER Y DE WANG SOBRE MODELOS NO-REGULARES. 


Después de HENKIN, ROSSER y WANG han proseguido el estudio de los modelos 
no-regulares, obteniendo ciertos resultados metateóricos, algunos de los cuales deben 
ser interpretados como limitaciones. 


4% Es decir, en el que se puede formalizar esta teoría. 

1 bis Sobre los modelos en general, y los modelos no-regulares en particular, véase también 
BETH 11 y BETH 14, Libro HI, Cap. IV, págs. 78-117. 

17 Véase, a estos efectos, QUINE 8, en particular pág. 121. QUINE estudia el sistema escrito 
en QUINE 2, pero el alcance de sus consideraciones es absolutamente general. ] 
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. ROSSER y 'WANG consideran sistemas lo suficientemente cápaces para contener la 
teoría de los números enteros. Denominan modelo no-regiular de un tal sistema a un 
modelo que posea una de las siguientes propiedades : 


1) El predicado que representa la igualdad en el sistema no es el predicado de 
igualdad para los objetos del modelo. 


2) La parte del modelo que representa los enteros positivos del sistema no está 
ordenada por el predicado <. 


3) La parte del modelo que representa los arial (eventualmente transfinitos) 
del sistema no está ordenada por el predicado É *. 


Los autores citados consideran el problema siguiente : 


¿En qué medida es posible establecer, en un sistema dado, teoremas relativos a 
los modelos de este sistema o de otros sistemas menos capaces ? 


Adoptemos como punto de partida un sistema LF que puede ser uno de los que 
se utilizan comúnmente para formalizar las matemáticas ordinarias. (Este sistema 
debe ser en todo caso bastante capaz para contener la teoría de los números enteros y 
podrá incluir una fórmula más o menos fuerte de la teoría de conjuntos) *. 


Se puede demostrar en EF la fórmula siguiente del teorema de LOÓWENHEIM-SKO- 
LEM (extendido a LF): 
Si el sistema LF es coherente, admitirá un modelo numerable. También se puede 


demostrar en LF el resultado de HENKIN: $í el sistema LF es coherente, admite un 
modelo no-regular, 


Pero si LF es w-coherente, es imposible demostrar en tal sistema que, si es co- 
herente, admite un modelo regular *. De manera más general, sea LFy un síste- 
ma tal que todo modelo regular de LF sea un modelo de LFy. No es posible demos- 
trar en LFy que, si LF es coherente, LF debe admitir un modelo regular *. | 

Este resultado continúa siendo válido si, en lugar de considerar sistemas tales como 


LFu, se consideran extensiones de LF oben: formando ciertos conjuntos de pares 
ordenados de elementos **. 


Debe incluso ser posible que existan casos en que ni siquiera sea cierto que, si 
LF es coherente, posea un modelo regular. 
- Este caso existe, en efecto. 


ROSSER y WANG demuestran que si el sistema de New Foundations de QUINE * 
es coherente, no admite modelo regular *. 


4% Definido para los ordinales transfinitos, si el sistema incluye tales ordinales. 
49 El sistema LFP-w es evidentemente un sistema de este género. Lo mismo ocurre con los 
sistemas LFG y LFT y demás sistemas de este tipo. 
5% ROSSER y WANG 1, $ 5, pág. 123. 5 
$1 ROSSER y WANG 1, $ 5, pág. 123. 
2 ROSSER y WANG 1, $ 6, págs. 123-125. 
QUINE 2. 
ROSSER y WANG 1, $ 2, págs. 115-117 
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Por otra parte, si LF es un sistema que contiene la teoría de los tipos o una forma 
débil de la teoría de conjuntos W, es: posible construir- sistemas más capaces en los 
cuales se pueda demostrar que LF posee, al menos, un modelo regular. 

Partiendo de LF, ROSSER y WANG han construido una escala de sistemas LF,, 
EF,, ..., LF,, tal que, en LF,+1, se puede demostrar la existencia de un modelo regular 
(al menos) para LF, Y. Además, demuestran que si LF admite un modelo regular Md 
y si se añade a LF un muevo axioma que afirme la coherencia de LF, se obtiene un 
sistema que admite también a Md como modelo y este sistema es coherente * 


219. Los MODELOS NO-REGULARES Y LA COHERENCIA. 


Refiriendo los resultados de ROSSER y de WANG a sus propias investigaciones 
sobre modelos internos de la teoría de conjuntos, SHEPHERDSON hace notar que la 
existencia de un modelo regular para un sistema es una propiedad más fuerte que la 
coherencia *. Si un sistema admite un modelo regular, es coherente. Pero la inversa 
no se da necesariamente, como demuestra el ejemplo del sistema de los New 
Foundations, 

Existen ciertamente sistemas que poseen modelos regulares. Consideremos, por 
ejemplo, un sistema que esté dotado de la teoría de tipos y tal que: 


1) El conjunto de elementos del primer tipo (tipo base) es el conjunto de los 
enteros (o se corresponde biunívocamente con este conjunto). 


2) El conjunto de los elementos del tipo (n + 1) es la clase de todos los BnD: 
conjuntos del conjunto de los elementos del tipo z. | 


Este sistema posee ciertamente un modelo regular, como lo demuestra su des- 
cripción. En general, un sistema no-coherente no posee modelos de ningún género. 

Pero existe un caso intermedio: el de los sistemas que son coherentes y que no 
poseen más que modelos no-regulares. Se trata de sistemas en los cuales se ha 
renunciado a un cierto número de precauciones normalmente adoptadas en los siste- 
mas clásicos (que admiten modelos regulares) para evitar todo peligro de contra- 
dicción. 

A medida que se abandonan estas precauciones (por ejemplo, las limitaciones que 
se impone a la formación de las clases), el número de modelos posibles del sistema 
obtenido decrece. 

No obstante, si se adoptan las precauciones necesarias, el sistema continúa siendo 
coherente y continúa admitiendo ciertos modelos. Pero estos modelos no son regula- 
res. Los sistemas de este género presentarán Pa que pueden parecer extra- 


25 Como el sistema LFP-w. Un sistema de este tipo puede ser considerado como relativa- 
mente débil. 

3% ROSSER y WANG 1, $ 3, págs. 117-122 

"" ROSSER y WANG 1, $ 4, págs. 122-123. 

** SHEPHERDSON 1, Parte Jll, pág. 167. 
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ñas desde el punto de vista de los sistemas clásicos. Pero esto no impide que puedan 
perfectamente ser utilizados para formalizar las teorías matemáticas, como los hechos 
se encargan de demostrar. | 


Así nos vemos obligados a reconocer que un sistema formal no debe poseer 
necesariamente modelos regulares para que se pueda utilizar como marco del razona- 
miento matemático. Y esto nos ayuda a comprender mejor el alcance de las obser- 
vaciones de SKOLEM sobre el carácter relativo de las nociones matemáticas funda- 
mentales, como “número entero”, “conjunto”, “número ordinal”, “igualdad”, * mayor 
que”, etc. Cuando se manejan estas nociones en su sentido intuitivo (y éste es el 
sentido que se utiliza al nivel de las matemáticas no formalizadas), se les atribuye un 
cierto contenido que se considera absoluto. 

Si todos los sistemas formales utilizables sólo poseyesen modelos regulares, este 
punto de vista absoluto podría considerarse fundado rigurosamente. Pero, como no 
sucede así, nos vemos llevados a abandonar este punto de vista y debemos admitir que 
existen varias estructuras posibles de “número”, de “conjunto”, de “ordinal”, etc. 

Todas estas nociones sólo reciben su contenido preciso en el marco del sistema 
formal en que se las define. 

Es posible también que, desde el momento que se recurre a sistemas muy ca- 
paces (lo que es necesario si se pretende formalizar determinadas partes de la teoría 
de conjuntos), estas nociones reciben un sentido que se hace incompatible con su 
sentido clásico (el que reciben en sistemas de modelos regulares). Esto significa que 
todo sistema muy capaz está en el caso del sistema de los New Foundatioms de 
QUINE y no puede admitir otro tipo de modelos que los regulares * **, 


220. Los RESULTADOS DE CARNAP SOBRE LA LÓGICA PROPOSICIONAL, 


Merece señalarse también, a propósito de modelos, los resultados obtenidos por 
CARNAP sobre la lógica proposicional *. 

Para esta lógica puede proponerse un modelo en el que los operadores proposi- 
cionales se interpreten en términos de valores de verdad “, de tal manera que cada 
operador se interprete según su significado intuitivo. 

CARNAP define el modelo no-normal como un modelo en el cual determinados 
operadores reciben una interpretación mo conforme con su significación intuitiva. 
Este mismo autor demuestra que es posible construir este tipo de modelos en la 
lógica proposicional clásica * 

Existen dos categorías de estos modelos. 


58 bis Sobre la significación del teorema de L5WENHBEIM-SKOLEM y del papel de los mode- 
los no-regulares, véase WANG 13, $ 7, págs. 69-72. j 
5% Véase CARNAP 8. 
 * Según el método utilizado en el $ 26. 
81 Véase, por ejemplo, la fórmula del $ 4. 
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Para ciertos modelos no-normales, el operador de negación se interpreta de tal 
manera que una proposición “ A no es siempre falsa cuando la proposición A es 
verdadera. En otros modelos no-normales, el operador de negación se interpreta de 
tal manera que una proposición “A no es siempre verdadera cuando la proposición 
A es falsa, y por otra parte el operador de disyunción se interpreta de manera tal que 


una proposición (A V B) no es siempre falsa cuando las proposiciones A y B son 
simultáneamente falsas. 


CARNAP ha demostrado que añadiendo a la lógica de proposiciones clásica dos 


nuevas reglas de derivación, se puede obtener un sistema que no admite modelos 
no-normales. 


SECCIÓN 4.—LIMITACIONES DE LAS LOGICAS COMBINATORIAS. 


221. SATURACIÓN COMBINATORIA Y SATURACIÓN DEDUCTIVA., 


Si bien su construcción se ha erigido sobre bases completamente distintas. a las de 
los sistemas de que nos hemos ocupado hasta aquí, las lógicas combinatorias *? 
presentan también una cierta propiedad metateórica de limitación. No nos es posible 
exponer aquí el detalle de la estructura de estas lógicas, pero daremos algunas indica- 
ciones indispensables. | 

Podemos distinguir, siguiendo a CURRY €, dos categorías de variables formales 
(variables que pueden pertenecer a un sistema formal): las ¿indeterminadas y las 
vartables sustitutivas, Las primeras son símbolos cuya significación no se ha fijado. 
Las variables sustitutivas son elementos (de un sistema formal) dotados de ciertas 
propiedades especiales de sustitución “. El mecanismo de sustitución es de una gran 
complejidad. 

A fin de simplificar los fundamentos de la lógica matemática e intentar aclarar 
en su raíz las antinomias, algunos lógicos se han esforzado en construir sistemas en 
los cuales no figuran variables sustitutivas y para los cuales se descartan, por esta 
razón, los problemas de sustitución. 

Estos sistemas constituyen las lógicas combinatorias. Es posible, en tales sistemas, 
definir funciones sin recurrir a la utilización de las variables sustitutivas, utilizando 
ciertas componentes llamadas combinadores % 


“2 Véase $ 44. 

2 CURRY 14, pág. 347. 
Así, las variables del sistema descrito en el $ 6 son variables sustitutivas. También ocurre 
lo mismo con las variables de otros sistemas, que ya hemos considerado. 

“8 Los combinadores pueden considerarse, desde un punto de vista intuitivo, como corres- 
pondientes a ciertas funciones. Así, hay un combinador que corresponde a la función de 
identidad: aplicado a una componente deja a ésta inmodificada. Hay un combinador que co- 
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Estos sistemas están sometidos a un tipo particular de limitaciones: mo pueden 
poseer simultáneamente, so pena de ser no-coherentes, ciertas posibilidades de deri- 
vación y ciertas posibilidades de definición. 

Para formular las cosas de manera precisa, hay que introducir dos nuevas nocio- 
nes: las de saturación combinatoria y la de saturación deductiva. 

Se dice que un sistema LF posee la saturación combinatoria si cumple las tres 


siguientes condiciones : 
1. Posee una sola Operación : la aplicación **. 


2. Posee un predicado de igualdad, =, que responde a las propiedades habia: 
les de la igualdad. (Este predicado no es necesariamente una componente primitiva 
del sistema). 


3. Permite practicar sin ninguna restricción la abstracción funcional, Es decis, 
que es posible representar por medio de una componente del sistema a toda función 
que se pueda construir en este sistema. 


Sea LF-M el sistema obtenido añadiendo a LF el símbolo M3 como componente 


suplementaria, y sea Aj una componente de LF-B (correspondiente a una función F 
de un argumento). 


Entonces existe una componente AF de LF tal que la expresión 
(1) At Y = As 
es derivable en LF-N. 

Podemos designar a Ar mediante la notación [VB] A. 


La expresión 1(221) anterior se convierte entonces en: 


(2) (5B1 Ar) PU = As. 
La componente A es, por tanto, una componente que representa la función F 
tomada en sí misma “ | 


(Utilizando nuevas extensiones de LF, se puede fácilmente describir esta condi- 
ción en el caso de componentes que correspondan a funciones de varios argumentos.) 


rresponde a una función de selección: aplicado a un par ordenado de componentes, sólo 
conserva la primera de éstas. 

Otro combinador corresponde a la función de agrupamiento: aplicado a una tríada or- 
denada de componentes agrupa a las dos últimas de éstas. (En lugar de aplicar primeramente 
la primera a la segunda, y, después, el resultado obtenido, a la tercera, habrá que aplicar pri- 
mero la segunda a la tercera, y después la primera al resultado obtenido: así, una expresión 
abc se convertirá en albc).) 

Los combinadores pueden definirse cómodamente por medio del formalismo de la conver- 
sión-A, de CHURCH. Pero también pueden definirse de manera autónoma: algunos combina- 
dores, denominados combinadores primitivos, se definen mediante axiomas apropiados, y los 
demás combinadores se pueden definir mediznte combinadores primitivos. Este es > el procedi- 
miento que se utiliza en las lógicas combinatorsas puras. 

5 Esta operación corresponde, intuitivamente, a la aplicación de una función a su argu- 
mento, y permite obtener — partiendo de una componente dada de LF-—— otra componente 
de EF. o | 

57 Véase a este respecto el $ 146. 
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- Todo sistema formal puede ser transformado de tal manera que se verifique la 
condición 1. La condición 2 es escasamente restrictiva. Sólo la condición 3 es, por 
tanto, esencial. | ES 

Se dice que un sistema LF posee la saturación deductiva si cumple las tres condi- 
ciones siguientes : | 

1. Está dotado de un predicado, denominado predicado de aserción, cuya signi- 
ficación intuitiva es “es una aserción”. (Por tanto, corresponde a una propiedad me- 
tateÓrica). 

Este predicado es el único predicado del sistema que puede calificarse de compo- 
nente primitiva. (Se pueden definir los restantes predicados por medio del predicado 
de aserción y por componentes apropiadas que no desempeñen el papel de pre- 
dicados). | | | 

Se le designa mediante el signo H, que se sitúa delante de la expresión a la que 
afecta. | 

Si A; es una componente de LF, la expresión H A; 
es una proposición de LF. 

2. Está dotado de uma componente Ki que corresponde a la operación de impli- 
cación (que, por tanto, desempeña la función de un operador de implicación en el 
sistema) y que satisface la regla de consecuencia : 


EA, 
ESA, A, 


e As Ñ 


3. El teorema de la deducción es válido para este sistema. Es decir: si se puede 
derivar la proposición -- Az a partir de la proposición H A, unida eventualmente a 
otras premisas, entonces se puede derivar de estas otras premisas solamente la pro- 


posición — SK A, Az, 


222. EL TEOREMA DE KLEENE-ROSSER-CURRY. 


Así se llega al teorema siguiente (Teorema de KLEENE-ROSSER-CURRY): 


(XCVID Todo sistema que posee a la vez la saturación combinatoria y la sa- 
turación deductiva es no-coberente. | | 
Sea, en efecto, LF un sistema que responde a estas condiciones. Es posible de- 
mostrar que, si posee la saturación deductiva, se pueden derivar en este sistema 
todas las proposiciones ' 
(1) E SRA, A, 
y (2) EXISRA, (£ A, Ay] (XK A, A). 
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Sea KR una componente de LF que representa la operación de negación en: este 
sistema y sean £ y MY dos componentes de EF definidas como sigue 

a 2 [VI R (L VD) 

M= 22% 


En virtud de las condiciones definitorias de la saturación combinatoria estas com- 
ponentes deben existir en LF. 


ei 2(221), tenemos: 


= (817 R (Y D) [VI] R (3 D)) 


= R ([B] R (V DB) (VBIR (PB *) 
= RM. 


Así, MM es una componente que es idéntica a su propia negación. 


Se puede definir la negación de una expresión diciendo que esta expresión lleva 
a una solución cualquiera. 


Por tanto, se puede definir M de la manera siguiente 
= [VB] NB A, 
donde A, es una componente cualquiera de LF 


Así, pues, tendremos: 


R MM = ([B] SK VD A,) M 
= K MA,. 
y por tanto: 


(3) M= RM = KMA 


En virtud de 1(222), tenemos 
HRK MN. 

Utilizando 3(222) se obtiene: 
- RM (RM AS). 


Y utilizando 2(222) y la regla de la consecuencia, se obtiene 
ESRMA,. 


Como K£ TY A, = MÍ, tenemos: 


EN. 
Una segunda aplicación de la regla de la consecuencia nos da, por tanto, final 
mente: ] 


HEAÁA,. 


Así, pues, se puede derivar en LF cualquier proposición y LF no es coherente 


6 MN es, por tanto, la componente obtenida aplicando la componente Y a sí misma. 
21 
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Este resultado nos indica que la saturación combinatoria y la saturación deductiva 
son propiedades metateóricas incompatibles *. 


A causa de esta incompatibilidad ciertas lógicas combinatorias se han revelado 
no-coherentes. 


KLEENE y ROSSER ” lo han demostrado mediante el sistema de CHURCH *!. Su 
demostración utiliza la paradoja de RICHARD. CURRY ha simplificado posteriormente 
esta demostración introduciendo algunas modificaciones en el sistema de CHURCH ” 
y también ha demostrado que se puede obtener los mismos resultados haciendo uso 
de la paradoja de RUSSELL * y utilizando hipótesis menos restrictivas en lo que con- 


Todo este desarrollo está tomado de CURRY 15, págs. 361-364. 
KLEENE y ROSSER 1. 

** CHURCH 1. 

"2 CURRY 6. 


La paradoja de RUSSELL se refiere al predicado ¿mpredicable. Este predicado es un pre- 
dicado de un predicado. Se dice que un predicado es impredicable cuando no puede ser aplica- 
do a sí mismo. Una paradoja se obtiene formando el enunciado: lo impredicable es impre- 
dicable. 

Esta paradoja puede expresarse, bajo forma simbólica, de la siguiente manera: 

Sea P el predicado ¿mpredicable. 

Un predicado cualquiera () tendrá la prepiedad P, si ) no puede ser aplicado a Dd. 

Por tanto, se podrá definir P mediante la equivalencia 


PO + - 00 
Reemplazando la variable () por P, tenemos: 
PP <» — PP 


Se ve que es posible evitar la contradicción operando una clasificación de los predicados 
a niveles diferentes, como hace la Teoría de Tipos. Entonces, P y (D pertenecen a niveles di- 
ferentes y no se puede sustituir (P por P. 

La componente £ anterior corresponde a P. 

Si se utilizan las reglas de la teoría de tipos no es posible formar una expresión tal que 
(PP <> — PP). 

Pero aquí, en virtud de la hipótesis de la saturación combinatoria, la expresión M existe 
ciertamente y está perfectamente definida. 

Esta expresión sólo es paradójica en apariencia. 

No lo sería, salvo en el caso de que constituyese una proposición, pero no es nece- 
sario que así sea. El que una expresión sea equivalente a su propia negación no tiene nada 
de paradójico, si esta expresión no es una proposición. 

Si se pretende evitar la contradicción, se pueden seguir dos vías diferentes: 

Se pueden modificar las propiedades del operador de implicación, de tal manera que la 
derivación descrita anteriormente no pueda efectuarse (bastaría, por ejemplo, con utilizar un 
operador de implicación para el cual la regla de la consecuencia y las proposiciones 1(222) 
serían válidas, pero para el cual las proposiciones 2(222) no serían válidas). 

O bien se puede definir de manera rigurosa la categoría de las proposiciones, y especificar 
que la regla de la consecuencia y las proposiciones 1(222) y 2(222) sólo son válidas si A, 
y A, son proposiciones. Si se procede de esta manera, y si la categoría de las proposiciones 
está definida de tal suerte que la expresión IM no sea una proposición, el razonamiento ante- 
rior es imposible. 

En efecto, sería muy difícil definir la categoría de las proposiciones. CURRY ha propuesto, 
para eliminar la contradicción, introducir una categoría más vasta de expresiones, a la que 
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cierne a la saturación dediictiva % "* (Esta forma de demostración ha sido adoptada 
anteriormente). 


SECCIÓN 5.—SISTEMAS NO-GODELIANOS. SISTEMAS 
DE ESTRATIFICACION INTERNA. 


223. EL SISTEMA LFM DE MYHILL. 


Nos quedan por evocar algunos hechos que pueden ser considerados como conse- 
cuencias indirectas de los teoremas de limitación. Estos nos enseñan que en todo 
sistema lo suficientemente capaz deben aparecer aspectos de no-saturación. Podemos 
proponernos construir sistemas a los cuales estos teoremas, o al menos algunos de 
ellos, no sean aplicables. Pero cabe esperar que en tales teoremas se encuentren 
propiedades que manifiesten su carácter incompleto. Denominaremos sistema no- 
gódeliano a aquel al que no sea aplicable el Teorema de GÓDEL. 

Los teoremas de limitación sólo se aplican a sistemas de una cierta capacidad. Es 
interesante preguntarse hasta dónde es EOS llegar sin encontrarse en las condiciones 
previstas por estos teoremas. 

MYHILL ha examinado este problema y construido un sistema LFM al cual el 
Teorema de GÓDEL y el Teorema de la Verdad no son aplicables, y que posee al 
mismo tiempo la máxima capacidad compatible con esta propiedad ”. Este sistema 
lleva prácticamente, en su totalidad, la parte de la teoría de números que no está 
sujeta a las limitaciones descubiertas por GÓDEL y TARSKI. 

La característica principal del sistema LFM es que no comprende operador de 
negación ni cuantificador de universalización **, y por esta razón no es posible aplicar- 
le los razonamientos de GÓDEL y de TARSKI. | | 

MYHILL ha demostrado que este sistema LFM es coherente y saturado (semánti- 
camente en sentido no y que contiene una representación del concepto de 
verdad que le es relativo ” ? 


denomina categoría de las componentes canóntcas, haciendo jugar a estas componentes un papel 
análogo al de las proposiciones. 

Véase, a este respecto, el $ 227. 

"2 CURRY 8. 

"5 MYHILL 3. 

78 MYHILL demuestra que no es posible representar la operación de negación en su 
sistema. 

17 MYHILL señala que esta última propiedad pertenece también a la Basic Logsc, de FITCH 
(véase FITCH 2 y 3), que no contiene ningún otro operador de negación, y a la extensión que 
FITCH ha dado de esta lógica (véase FITCH 6). Esta extensión lleva un operador de negación, 
pero no lleva el principio de “exclusión de tercero”. Hay que señalar que la propiedad aquí 
considerada es menos fuerte que la tratada en el Teorema de la Verdad. Este teorema demues- 
tra que, en un sistema LF que responde a ciertas propiedades, la Teoría del Predicado Vrt rela- 
tiva a un sistema LF, es formalizable en este sistema si éste contiene una expresión predicativa 
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También demuestra, por otra parte, que la condición necesaria y suficiente para 
que un predicado de números enteros sea representable en LFM es que corresponda 
a una clase recursivamente enumerable. 

Es posible representar en LFM, no solamente los números enteros y racionales, 
sino también una cierta clase de múmeros reales. Por otra parte, LFM puede ser 
utilizado como metalenguaje (gracias al procedimiento de aritmetización). Consideran- 
do LEM desde este punto de vista, se observa que el predicado ser una proposición de- 
rivable (en un sistema cualquiera de tipo clásico “*) es representable en LFM, y que 
también es posible demostrar en LFM, para toda proposición que sea efectivamente 
derivable (en un sistema clásico cualquiera), que posee esta propiedad. Por otra parte, 
el sistema LFM no es resoluble (en sentido sintáctico). 


224. Los SISTEMAS DE ESTRATIFICACIÓN INTERNA. 


Cuando se pretende formalizar un dominio más yasto de las matemáticas hay 
que tener en cuenta forzosamente, de una u otra manera, los hechos de limitación. 

Como hemos visto, la mayor parte de éstos tienen por efecto introducir una jerar- 
quía de sistemas. Ya se trate de demostrar la coherencia de un sistema, de formalizar 
la teoría de la verdad correspondiente, o de demostrar ciertas propiedades de sus 
modelos, mos vemos obligados a utilizar un sistema más capaz. 
Esta jerarquía de sistemas toma el carácter de una estratificación externa: los 
sistemas que se superponen son distintos entre sí. Pero podemos encontrarnos con 
sistemas dotados de una estratificación interna: se trata de sistemas que o mporan 
una serie indefinida (ordenada) de niveles de demostración ” a 

Tales sistemas están constituidos en realidad por una infinidad de sub-sistemas 
encerrados los unos en los otros. Dado un sub-sistema de nivel », es posible encontrar 


Sri tal que, para toda proposición A de LF, siendo a el número-G de A, la equivalencia 
(Vri Na <)- A) es derivable en LF. MYHILL no demuestra que la teoría del predicado Vri 
relativo a LFM sea formalizable en LFM, sino solamente que este predicado es representable en 
LFM, en el sentido siguiente: 

Existe en LFM una expresión predicativa Myj tal que, si A es una proposición de LFM 
y a el número-G, la condición necesaria y suficiente para que la proposición Bri N sea de- 
rivable en LFM es que la proposición A sea derivable en LFM. Esta propiedad del sistema LFM 
tiene por contrapartida una limitación relativa a la negación : MYHILL demuestra que es im- 
posible introducir por definición una operación de negación en LFM. 

Y también demuestra que si se añade a LFM un operador de negación como nueva com- 
ponente primitiva, entonces el Teorema de GODEL es aplicable a LFM. 

MYHILL ha construido otro sistema que lleva el cuantificador de particularización, pero no 
el de universalización ni los operadores de negación, de conjunción, de disyunción, de impli- 
cación y de equivalencia, y que disfruta de las mismas propiedades que el sistema LFM en 
lo que concierne al predicado Vrí (que le es relativo). (Véase MYHILL 3 bis). 

"2 Como el de los Principia Mathematica. 

'* Por consiguiente, no se trata solamente de ada de expresión. Un sistema que com- 
prendiese la teoría de tipos. no sería un sistema de estratificación interna, en el sentido en 
que aquí lo utilizamos. Lo que es esencial en la estratificación interna es que se.pase de un 
nivel al siguiente, añadiendo ciertas posibilidades de derivación. 
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un sub-sistema de nivel superior en -el cual se pueda demostrar ciertas propiedades 
metateóricas del sub-sistema de nivel 2 que no sería posible demostrar en este mismo 
sub-sistema, Estos sistemas no poseen la misma estructura que los sistemas examinados 
hasta aquí: son indefinidamente extensibles. Y es precisamente por este trazo por lo 
que manifiestan un carácter de no-saturación. 


225. LA JERARQUÍA DE IMPLICACIONES DE CHURCH. 


CHURCH ha construido un sistema que utiliza la conversión-A % y que presenta 
una estructura de este género. Este sistema es coherente *!, pero no responde a las 
condiciones del Teorema de GÓDEL, siendo, por tanto, no-gódeliano. 

Su propiedad más característica es que está dotado, no de un operador, sino de 
una jerarquía transfinita de operadores de implicación Y. A cada uno de estos ope- 
radores se asocia un número ordinal y se pueden introducir operadores asociados a 
ordinales cada vez más elevados (llegando tan lejos como se desee en la segunda clase 
de números ordinales). | 

A cada Operador de implicación corresponde una clase de cuantificadores de uni- 
versalización. (Para cada nivel se puede definir un cuantificador de universalización 
de orden 1, que se aplique sobre los números enteros; un cuantificador de orden 
2, que se aplique a las funciones de enteros, etc.). 

Aunque este sistema no lleve proposiciones indecidibles manifiesta indirectamente 
el efecto de los mecanismos de limitación. Su aparente saturación se obtiene al precio 
de la unicidad de la noción de implicación y de la noción parecida de cuantificador 
universal. Cada una de estas nociones es reemplazada por un conjunto infinito de 
nociones diferentes que no es posible reunir bajo un concepto único. En general, se 
puede considerar que a cada operador de implicación corresponda un sub-sistema del 
sistema considerado. Existen teoremas indemostrables a un nivel dado que se hacen 
demostrables a condición de que se pase a un nivel más elevado *. 


226. PAPEL DE LA PARADOJA DE RICHARD. 


Las razones que han llevado a CHURCH a introducir su jerarquía de implicaciones 
están ligadas a un examen de la paradoja de RICHARD, que arroja una cierta luz sobre 
la estructura de los sistemas formales *., 


** CHURCH 4, Capítulo VI, págs. 45-50 

* CHURCH Á, pág. 49. | 

** La idea de una jerarquía transfinita de operadores de implicación se encuentra igualmen- 
te planteada en CHURCH 3. 

También se encuentra la idea de una jerarquía transfinita de operadores en CHURCH 2. Pero 
allí se trata de cuantificadores de universalización. | 

* Según la naturaleza del teorema de que se trate, se deberá ir más o menos lejos en 
la jerarquía de los subsistemas. 

** Véase CHURCH 3. 
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Un Ena Saa sólo puede estar a: de una infinidad numerable de ex- 
presiones * 


Conicienas un sistema LF y supongamos que contiene una formalización de la 
Teoría de Números. Ciertas ASpl de LF EOS ponce pues, a funciones de 
enteros de un solo argumento. 


Sea F, la función a la que corresponde la m-ésima expresión de este tipo. 
Entonces podremos definir una función G de la manera siguiente: 


Ga=1 +F,a. 


Esta función es diferente de cada una de las funciones F, y no le corresponde 
ninguna expresión de LF. 

Parece, pues, que no existe ningún sistema formal en el que todas las funciones 
de enteros sean representables. 


Pero nuestra función G puede considerarse como definida para todos los valores 
de su argumento. En efecto, se puede dar que, al recorrer la sucesión ordenada de las 
expresiones de LF, encontremos una expresión de la que podremos determinar si 
representa o no una función de enteros (por ejemplo, una expresión que corresponda 
a un problema aritmético no resuelto). Si esta expresión tiene en número 7, la función 
G no estará definida por el valor m de su argumento. 


La definición de la función G no es, por tanto, constructiva. (Sólo lo sería si se 
hubiesen resuelto efectivamente todos los problemas de la Teoría de Números). De 
tal manera, nuestra afirmación no puede ser mantenida. Podemos, pues, considerar 
legítimamente que existen sistemas formales en los cuales todas las funciones de 
enteros que son efectivamente definibles (desde un punto de vista intuitivo) son 
representables. 


Entre tanto podemos volver a considerar nuestro argumento desde otro punto 
de vista. 


El conjunto de las proposiciones derivables de un sistema es numerable * 


Si un sistema LF contiene una formalización de la Teoría de Números, debe estar 
provisto, para cada expresión Y correspondiente a una función de enteros F, una pro- 
posición derivable del tipo: 


TNen E —> Men (3 X)*. 


$5 En efecto, se puede establecer el rango de las componentes primitivas del sistema en un 
cierto orden y definir el nivel de una expresión como el mínimo número z tal, que esta ex- 
presión contenga solamente » componentes primitivas y no contenga más allá de la m-ésima. 
El conjunto de las expresiones de un nivel dado es finito; por tanto, se puede ordenar fácil- 
mente, obteniéndose así una enumeración del conjunto de las expresiones del sistema. 

*8 Es posible enumerar las proposiciones que se pueden derivar en una etapa, después las 
que se pueden derivar en dos etapas, y así sucesivamente. Se obtiene, finalmente, una enume- 
ración del conjunto de las proposiciones derivables del sistema. | 

87 La significación intuitiva es la siguiente: si X corresponde a un número entero, YX co- 
rresponden, igualmente, a un número entero. Tal proposición afirma que la ESPISSIón Y co- 
_rresponde, efectivamente, a una función de enteros. 
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Denominemos a tal proposición proposición asociada a la función F. 


Podremos extraer del conjunto de las proposiciones derivables de LF las proposi- 
ciones de este tipo. 


Llamemos F, a la función que corresponde a la p-ésima proposición de este 
tipo *. Como podemos enumerar efectivamente las proposiciones derivables de LF 
y reconocer siempre si una proposición dada tiene la forma de una proposición aso- 
ciada a una función, podremos esta vez proseguir efectivamente la enumeración de las 
funciones F, hasta el punto que deseemos. Y, como consecuencia de esto, podremos 
dar una definición constructiva de la función G. 


Por consiguiente, podremos concluir: o existen funciones definibles intuitiva- 
mente y para las cuales se pueden derivar en EF las proposiciones que les van aso- 
ciadas, o bien existe al menos una cierta expresión '$5 de LF is la que se puede 
derivar la proposición 


Ren EX > Ren (5 Y), 


y que, sin embargo, no representa una función de enteros *. Esto equivale a decir: 
nuestro sistema, o no puede bastar para la formulación de la Teoría de Números, o 
contiene teoremas que corresponden a enunciados falsos. 


Podemos salir de esta dificultad subrayando que esta conclusión sólo es válida 
en la medida en que el sistema LF responda a las condiciones siguientes: o bien LF 
sólo lleva un único operador de implicación, o leva un conjunto de operadores de 
implicación, y entonces existe un método efectivo que permite determinar si una 
expresión dada es uno de estos operadores. (Si el sistema LF no cumple esta condición, 
entonces no será posible extraer efectivamente del conjunto de proposiciones deriva- 
bles de EF las proposiciones asociadas a una función). 


Basta, pues, para obviar la dificultad descrita, con utilizar un sistema que lleve una 
pluralidad de operadores de implicación, definidos de manera que: 


a) Sea posible, para cada operador, demostrar por un argumento intuitivo que 
corresponde a una operación de implicación. - 


b) No haya procedimiento efectivo uniforme que permita determinar si una 
expresión dada es uno de estos operadores. 


El sistema que hemos descrito en el parágrafo anterior está construido de acuerdo 
con este programa. 


Ahora bien, este sistema no es gódeliano, lo que hace aparecer la relación que 
existe entre la paradoja de RICHARD y el Teorema de GÓDEL. 


$8 O también, sea Fp la función a la cual está asociada la p-ésima proposición de este tipo. 


*% En este último caso, como esta proposición no corresponde a una función de enteros, 
si h es el número de esta proposición, la función G no estará definida por el valor h de su 
argumento, y no podemos decir, por tanto, que existen funciones intuitivamente definibles, 
para las cuales no se pueden derivar las proposiciones que van asociadas a ellas. 
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227. LA JERARQUÍA DE NIVELES DE CANONICIDAD DE CURRY. 


CURRY ha propuesto una idea análoga partiendo del análisis de un determinado 
sistema de Lógica Combinatoria ” | 

Para evitar las dificultades ligadas al teorema de KLEENE-ROSSER-CURRY, se ha 
visto llevado a introducir la noción de componente canónica. Las componentes canó- 
nicas se definen por medio de axiomas y reglas apropiadas. Intuitivamente, represen- 
tan proposiciones. Estipulando que las variables sintácticas (utilizadas en la formula- 
ción de saturación deductiva del sistema considerado) no pueden ser reemplazadas 
sino por componentes canónicas (y no por componentes cualesquiera del sistema), se 
escapa a la contradicción sobre la que reposa este teorema ” 

La noción de canonicidad está definida por medio de un cierto predicado Can. 
Si A, es una componente cualquiera, la expresión Can A, podrá ser interpretada 
como significativa de que A, es una componente canónica. Sea d el número-G de 
A, y Can Na la proposición que representa en el sistema el enunciado Can A,. 

Pero el sistema así construido es suficientemente capaz para permitir una forma- 
lización de la Teoría de Números. Por tanto, se deberá esperar que presente, de una 
manera u otra, uno de los caracteres de no-saturación. 

Efectivamente, se observa que si se considera la proposición San Na como com- 
ponente canónica por sí misma, cualquiera que sea la componente A,, se puede 
derivar una contradicción en el sistema. Por tanto, deberemos introducir una jerar- 
quía (eventualmente transfinita) de niveles de canonicidad. 

La proposición Can Na será canónica de segundo nivel. En general, si Cam, es el 
predicado que expresa la propiedad ser una componente canónica del n-ésimo nivel, 
y si San, es la expresión que representa a Can, en el sistema, toda expresión tal que 
an, N, será una componente canónica de (nr + 1)-ésimo nivel. 


228. LA JERARQUÍA DE IMPLICACIONES DE MYHILL, 


MYHILL Y ha redescubierto ideas análogas partiendo del sistema de FrrcH *. Los 
sistemas clásicos evitan las paradojas imponiendo ciertas restricciones a la forma- 
ción de clases. ACKERMANN *% y FITCH han utilizado otro procedimiento: estos auto- 


*2 CURRY 7, págs. 62 y 63. 

*2 Como ha demostrado CURRY, se puede establecer la existencia de esta SES: sir- 
viéndose de la paradoja de RUSSELL. La demostración se hace, en tal caso, según el mecanismo 
indicado en el $ 222. 

La categoría de componentes canóntcas se define de tal forma que la expresión M no es 
una componente canónica. Por tanto, no se la puede hacer intervenir en la regla de la conse- 
cuencia ni es una proposición de las fórmulas 1(222) y 2(222). La demostración del $ 222 se 
hace, pues, imposible. 

22 MyHiLL 10. 

*% FircH 2. Repetido y desarrollado en FITCH 3, 6, 7, 8, 9, 10, 11 y 12. 

4 Sistema de los Principia Mathematica y sistemas emparentados. 

95 ACKERMANN 8. Este sistema ha sido ampliado en ACKERMANN 9 y 10. 
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res admiten la formación de clases sin restricción, pero modifican la lógica de pro- 
posiciones incluida en el sistema (en particular abandonando el principio de exclu- 
sión de tercero). 


Introduciendo estas modificaciones en su sistema (que lleva además una teoría de 
combinadores), FITCH a redescubierto la contradicción ligada al Teorema de KLEENE- 
ROSSER-CURRY y, para evitarla, ha debido sacrificar el cierre de su sistema respecto 
a la aplicación de la regla de consecuencia. 


Inspirándose en ideas de ACKERMANN sobre la implicación *, MYHILL ha encon- 
trado que la presencia de esta contradicción en el sistema se debía a un fenómeno de 
circularidad ligado al concepto de implicación. Y este autor ha propuesto prescindir 
de él recurriendo a una jerarquía de implicaciones, a la manera de CHURCH. 


Obtiene, así, un sistema suficientemente capaz para comprender las matemáticas 
clásicas, a excepción de la Teoría de Conjuntos de CANTOR. Este sistema es cerrado 
respecto a la aplicación de la regla de consecuencia, pero el Teorema de la Deducción 
adopta una forma menos capaz: si una proposición B puede derivarse de una propo- 
sición A sin hacer uso de un operador de implicación de orden superior a nm, tendre- 
mos el teorema: A ¿implica B a nivel (n + 1). 


229. EL SISTEMA DE WANG. 


Finalmente, y en fecha más reciente, WANG ha descrito las grandes líneas de un 
sistema extremadamente capaz al cual no se aplica el Teorema de GÓDEL (al menos 
de forma directa)”. (La cuestión de saber si es posible construir en este sistema 
proposiciones indecidibles por métodos directos aún no ha sido resuelta). 


Este sistema no es, hablando propiamente, un sistema formal en el sentido de los 
sistemas clásicos, sino más bien un esquema de sistemas. Puede ser definido como la 
reunión de una jerarquía transfinita de sub-sistemas, cada uno de los cuales se carac- 
teriza por un número ordinal que se puede considerar constructivo Y 


Para todo ordinal y, al menos hasta un cierto elemento de la segunda clase, se 
puede demostrar la coherencia del sub-sistema de orden y y formalizar la teoría de la 
verdad relativa a este sub-sistema en el sub-sistema de orden (u + 2). 


El sistema de WANG es indefinidamente extensible. Se presenta en la forma de 
una Teoría de Conjuntos. Cualquiera que sea el nivel alcanzado, no es posible señalar 


** Véase ACKERMANN 8. 

*" WANG 10 y 11. Véase en particular WANG 11, págs. 247-249; también, WANG 13, $ 9, 
págs. 77-82. 

%3 WANG emplea este término en un sentido más lato que CHURCH y KLEENE (véase a este 
respecto el $ 182). Los ordinales que utiliza en cada una de las etapas de la construcción de su 
sistema son ordinales que pueden ser definidos por medio de procroimnientos de definición 
y de demostración ya disponibles en este momento. 
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un límite a las posibilidades de construir nuevos conjuntos partiendo de los ya 
obtenidos. Por tanto, todo límite asignable puede ser rebasado; mo es posible fijar 
un límite que agotase todas las posibilidades del sistema. En este sentido puede 
decirse que posee una no-saturación de un tipo especial: se trata de un sistema de 
auto-engendramiento indefinido. 


Del mismo modo que en el sistema de CHURCH la noción de implicación es 
reemplazada por un conjunto infinito de nociones de implicación diferentes, e igual 
que en el sistema de CURRY la noción de canonicidad se despliega en una jerarquía 
de nociones de camonicidad diferentes, así, en el sistema de WANG, la noción de 
conjunto se encuentra relativizada en relación al nivel en que se sitúa. 


En cada nivel se introducen nuevas posibilidades de construcción, y así se obtiene 
una clase de conjuntos más vasta, Además, para todo ordinal p (al menos hasta un 
cierto elemento de la segunda clase), se puede hallar en el sub-sistema de orden (1 + 
+ 2) una función que enumere los conjuntos de orden yu (definibles en el sub-sistema 
de orden y). De esta manera una clase de conjuntos puede no ser numerable a un 
nivel determinado (por medio de procedimientos disponibles en un sub-sistema 
dado); pero se hace siempre numerable si se la eleva en dos unidades por encima de 
este nivel, | | 


230. (OBSERVACIONES GENERALES SOBRE EL ALCANCE DE 
LOS RESULTADOS PRECEDENTES. 


Estos diferentes resultados vienen a mostrarnos que los hechos de limitación 
están probablemente vinculados a mecanismos más profundos que los que aparecen 
en el curso de las demostraciones de los teoremas de limitación. Existen, en efecto, 
sistemas a los que no se aplican estos teoremas y que, sin embargo, comportan aspectos 
de no-saturación, 


Es lícito pensar que estos diferentes hechos tienen una raíz común. Lo que, en 
determinados casos, se traduce en la existencia de proposiciones indecidibles o en 
forma de una inadecuación entre un sistema y su metateoría (o algunas de sus 
partes), se traduce en otros casos por la descomposición de ciertas nociones y por la 
posibilidad de una progresión indefinida. 


Finalmente, ya sea preciso recurrir a una estratificación externa o a una extratifi- 
cación interna, siempre hay que sacrificar la unidad del sistema. 


No es posible incluir en un sistema todas las formas de razonamiento intuitivo 
que el proceso de la razón discursiva pueda proponernos. Dado un sistema cualquiera, 
siempre es posible enriquecerlo, pero nunca se puede asegurar haber agotado el 
campo del discurso, ni siquiera haber alcanzado el límite de lo que es efectivamente 
formalizable. 


El dominio de lo formal no implica la posibilidad de lo completo. 


CAPÍTULO X 
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231. (OJEADA GENERAL SOBRE LOS HECHOS DE LIMITACIÓN. 


Podemos clasificar como sigue los resultados tratados en los capítulos precedentes : 


1. Teorema de GÓDEL en sus diferentes formas ?, generalización de este Teore- 
ma? y teoremas conexos *. 

2. Teoremas sobre los límites de reflexividad de los sistemas formales: corolario 
de GÓDEL y su generalización por ROSSER *, Teorema de la Verdad *, Teorema de 
“TARSKI sobre la noción de definibilidad *, teoremas de ROSSER y WANG ”. 

3. Teoremas relativos al problema de la decisión: teoremas básicos* y conse- 
cuencias desde el punto de vista de la resolubilidad de ciertos sistemas formales *. 

4. Teoremas que establecen vínculos entre diferentes categorías de resultados : 
Teorema de la Estratificación de KLEENE y su generalización * y consecuencias de 
este Teorema *, Teorema de Posr y sus consecuencias *”, Lema y Teorema de 
“TARSKI *, generalizaciones semánticas del Teorema de GÓDEL * y relación de estos 
resultados con el Teorema de la Verdad *. 


* Enunciados VI (91), LXXVI (194), LXXVIH (194), LXXVIIN (194), LXXIX (194). 

” Enunciados VII (109), IX (115), X (116), XI (117), XII (123), XIV (123), XV (123), 
XVI (123), LXXXII (198). 

* Enunciados XVIII (126) y XIX (126). 

* Enunciados XX (127) y XXI (128). 

* Enunciado LXXXV (200). 

* Enunciado LXXXVII (205). 

” Véase $ 218. | 

Es preciso relacionar a esta categoría de teoremas el resultado obtenido por BETH, sobre 
“la función de BERRY relativa a un sistema LF. (Véase nota 5 del capítulo precedente). 

* Enunciados XXXVII (151), XLIII (155) y XLVI (156). 

* Enunciados XL (153) y L (159). 

1% Enunciados LXIV (174) y LXVIII (124). | 

1* Enunciados LXV (177), LXVI (178) y LX VII (179). Véase también $ 182. 

'* Enunciados LVII (163), LI (161), LVII (164) y LIX (164). 

'3 Enunciados LXIX (188) y LXX (189). | 

12 Enunciados LXXI (190), LXXH (190;, LXXHI (191), LXXX (195), LXXXIV (198) 
“y LXXXVI (201). | | 

15 Enunciado LXXV (193) y $ 199. 
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5. Teorema de KLEENE-ROSSER-CURRY *. 


6. Resultados sobre los campos de interpretación y los modelos: Teorema de 
LOWENHEIM-SKOLEM en sus diferentes formas * y consideraciones sobre la relatividad 
de los conceptos matemáticos *, Segundo Teorema de HENKIN *, resultados sobre la 
categoricidad de los sistemas de axiomas *. 


7. Existencia de sistemas no-gódelianos y sus propiedades *. 


Los teoremas del grupo 1 muestran que todo sistema formal de una cierta capaci- 
dad contiene proposiciones que corresponden a enunciados verdaderos y que, sin 
embargo, son indecidibles ??. 


Los teoremas del grupo 2 nos enseñan que un sistema formal no puede reflejarse 
totalmente en sí mismo: no es posible representar en un sistema todas las propieda- 
des metateóricas que a éste se refieren. 


Así, no se puede representar en un sistema la noción de objeto definible en este 
sistema. No se puede demostrar, en un sistema que responda a ciertas condiciones de 
coherencia, que este sistema admita un modelo regular. Ni siquiera se puede demos- 
trar, en un sistema coherente, que este sistema sea coherente *. 


Los teoremas del grupo 3 ponen de manifiesto que existen problemas de decisión 
insolubles, y en particular que el problema de la decisión para un sistema formal sólo 
puede ser resuelto por el hecho de que este sistema posea una determinada capacidad. 

Los teoremas del grupo 4 nos hacen percibir que los hechos de limitación cuya 
existencia queda atestiguada por los teoremas de los grupos 1 a 3 están emparentados 
entre sí. 


El Teorema de Estratificación de KLEENE indica que se puede encontrar una raíz 
común al Teorema de GÓDEL y al de CHURCH: es un hecho que las propiedades 


** Enunciado XCVIII (222). 

"* Enunciados LXXXVIIM (206), XC (206) XCH (208) y XCVI (215). 

"2 Véase $8 209, 210 y 211. 

'* Enunciado XCIV (215). 

“2 Enunciado XCVIH (216), $$ 216 y 220. 

2 $8 223, 225, 227, 228 y 229. 

Ciertas formas del teorema de GODEL afirman simplemente la existencia de proposi- 
ciones indecidibles. Otras formas del teorema afirman la existencia de clases incompletas. Pero: 
el hecho fundamental es el mismo en ambos casos; las proposiciones que son indecidibles en 
las clases incompletas consideradas corresponden a enunciados verdaderos. 

- *% Recordemos que la existencia de un modelo regular es una propiedad más fuerte que la. 
coherencia. 

Al grupo 2 se liga el resultado que concierne a la función de BERRY sobre un sis- 
tema LF: esta función no es representable en este sistema. Se trata de un claro hecho de limi-- 
tación que se refiere al poder reflexivo de los sistemas formales. La noción de función de 
BERRY relativa a un sistema LF hace intervenir las propiedades que posee este sistema LF em 
cuanto a presentación de números enteros. Decir que la función de BERRY relativa a un siste- 
ma LF no es representable en este sistema equivale a decir que no se puede disponer de nin-. 
gún medio que permita determinar, en este sistema, para todo entero 2m, cuál es el menor 
entero 2 que no puede ser definido en el sistema LF por medio de una expresión que con- 
tenga, como máximo, 72 componentes primitivos de LF, 
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metateóricas que hacen intervenir predicados recursivos no son todas del mismo nivel, 
sino que se distribuyen en una jerarquía irreductible de niveles. 

Se pueden construir propiedades metateóricas de un cierto nivel tales que todo 
sistema- donde estas propiedades pueden expresarse es no-resoluble. Y, por otra parte, 
dado un sistema de una cierta capacidad, se pueden construir propiedades metateóricas 
de un cierto nivel a las que corresponderán, en tal sistema, proposiciones indecidibles. 

PosrT ha demostrado de otra forma que existe un vínculo entre el Teorema de 
GODEL y los problemas de decisión, redescubriendo la existencia de proposiciones 
indecidibles (en ciertos sistemas) a par de un Teorema relativo a un problema de 
decisión insoluble. i 

Finalmente, las investigaciones de TARSKI permiten demostrar el Teorema de 
GÓDEL por medio de procedimientos semánticos y establecen un vínculo entre este 
teorema y el Teorema de la Verdad. El Lema de TARSKI (que demuestra la existencia 
de una proposición análoga a la proposición indecidible de GÓDEL) da simultánea- 
mente la clave de estos dos teoremas. 

El Teorema de KLEENE-ROSSER-CURRY establece para las lógicas combinatorias 
una propiedad análoga a la que es objeto del Teorema de GóDEL. Este último teorema 
nos permite, en efecto, decir que todo sistema sana eoreentE capaz que sea sintác- 
ticamente saturado es no-coherente. 

Los resultados del grupo 6 nos enseñan las relaciones existentes entre un sistema 
y sus modelos. El Teorema de LOÓWENHEIM-SKOLEM muestra que los conceptos mate- 
máticos no poseen un sentido absoluto, sino relativo al nivel del CEnBua]S en el que 
se los sitúa. ( 

El Segundo Teorema de HENKIN pone de manifiesto que las propiedades meta- 
teóricas de un sistema pueden variar según la naturaleza de los modelos que se 
considere. Y las investigaciones relativas a los modelos patentizan que un sistema 
formal de una determinada capacidad ofrece posibilidades varias de interpretación. 

Finalmente, la existencia de modelos no-regulares nos obliga a admitir que las 
nociones matemáticas básicas, uma vez expresadas en el marco de un sistema formal, 
pueden adoptar un sentido que se desvía de su sentido clásico, y que puede, incluso, 
hacerse incompatible con éste. 


232. LA INTERPRETACIÓN DE LOS. HECHOS DE LIMITACIÓN. 
OBSERVACIÓN PREVIA. 


Hasta aquí nos hemos situado en el terreno de los hechos: hemos clasificado un 
cierto número de resultados, operado ciertas aproximaciones, situado unas respecto a 
otras los teoremas de que nos hemos ocupado. 

En un cierto sentido está todo dicho: los hechos evocados son claros por sí mis- 
mos, su significación es suficientemente evidente y hacen manifiesta, a la vez, la 
capacidad de los métodos formales y las condiciones en las que operan con eficacia. 
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Sin embargo, podemos proponernos abandonar el dominio de las consideraciones 
formales para abordar otro plano del análisis que podría denominarse, si se quiere, 
filosófico. Los hechos que nos hacen descubrir las investigaciones sobre los funda- 
mentos pueden ser considerados como datos a la luz de una problemática que no se 
interese ya en las propiedades de los sistemas formales en cuanto tales, sino en la 
naturaleza de los sistemas formales en sí mismos, en su papel en la economía del 
conjunto del pensamiento, en lo que ellos aportan al conocimiento de la estructura 
de la existencia humana en general. 


Hay lugar para una reflexión que, situándose resueltamente fuera del marco del 
procedimiento formal, intente captarlas de manera global y comprender su sentido. 
Una reflexión de este tipo deberá esforzarse en situar los distintos procedimientos 
formales en la totalidad de la vida del conocimiento, en comprender cómo se articulan 
a otros procedimientos que pertenecen a esta misma vía, cómo están constituidas y 
cuál es su finalidad. Los resultados metateóricos son como indicaciones que deben 
hacer posible remontarse a ciertas estructuras fundamentales de la experiencia. 


En particular, los hechos de limitación surgen en el camino del esfuerzo de 
elucidación radical que el pensamiento matemático ha emprendido a partir de su 
propia experiencia. Deben manifestar, por tanto, las condiciones a que está sometido 
este pensamiento; deben enseñarnos algo sobre la manera en que este pensamiento 
se liga a su objeto. 


No podemos intentar aquí una interpretación de conjunto del pensamiento y ser 
de las matemáticas. Nos proponemos solamente, al situarnos en la perspectiva de 
tal problemática, sugerir algunos elementos de interpretación en lo que concierne a 
los hechos de limitación ?, 


Entre los diferentes hechos de limitación evocados en los precedentes capítulos, el 


que ha tenido mayor repercusión y el más significativo ha sido el que pone en evi- 
dencia el Teorema de GÓDEL. 


Como este teorema puede prestarse a ciertos malentendidos, conviene, antes de 
interrogarse sobre la significación positiva de los hechos de limitación, llevar a cabo 
una puesta a punto destinada a prevenir sobre falsas interpretaciones posibles. 


"* A fin de evitar todo malentendido, es importante distinguir el plano de las investigacio- 
nes formales del plano en que se sitúan estas consideraciones. 


Como subrayan fuertemente los formalistas, el estudio de los fundamentos de las mate- 
máticas debe emprenderse independientemente de cualquier apriorismo filosófico. En este punto, 
los formalistas divergen intensamente de los intuicionistas e incluso de HILBERT. (Véase, por 
ejemplo, a este respecto, CURRY 17, págs. 229 y 232.) 


La concepción de las matemáticas como ciencia de sistemas formales responde a esta pre- 
ocupación. 

El uso del método formal nos permite elucidar los problemas de fundamento sin poner en 
juego ninguna concepción previa del ser matemático. Así se hace posible un desarrollo total- 
mente autónomo y homogéneo de la ciencia matemática. Por tanto, no puede intentarse reintro- 
ducir subrepticiamente consideraciones filosóficas allí donde, justamente, se ha conseguido 
descartarlas. Pero es lícito introducir después algunas consideraciones de naturaleza filosófica, 
considerando los resultados formales como hechos propuestos a la reflexión. 
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Es indiscutible que los resultados de GÓDEL han marcado un fracaso relativo de 
la tentativa hilbertiana. HILBERT creía, en efecto, poder fundamentar el conjunto de 
las matemáticas clásicas por medio de una teoría de la demostración que se desarro- 
llase totalmente en un marco estrictamente finitista; para este autor se trataba de 
justificar el uso del concepto de infinito en matemáticas (no solamente bajo la 
forma de infinito potencial, como en análisis infinitesimal, sino también en la forma 
del infinito actual, como en la Teoría de Conjuntos de CANTOR) mediante considera- 
ciones finitas. Su distinción de la matemática y de la metamatemática no tenía otro 
fin que dotar al pensamiento matemático de un punto de apoyo sólido en un dominio 
totalmente accesible a la intuición, susceptible de prestarse a verificaciones efectivas 
en todas sus partes. | 


Identificando la existencia matemática sobre la no-contradicción, HILBERT espera- 
ba reducir el tratamiento de los problemas de existencia a manipulaciones siempre 
efectuables. Pues si la matemática autoriza las especulaciones sobre el infinito actual, 
e incluso llega a abrirnos el acceso a jerarquías cantorianas de infinitos, la metamate- 
mática es el dominio de las operaciones efectivas. 


Las demostraciones de mo-contradicción y, de manera general, todas las demos- 
traciones matemáticas, deben realizarse enteramente bajo el control de la intuición, 
en el sentido de que deben desarrollarse en el marco de una pura combinatoria. 


HILBERT considera que la matemática pertenece enteramente al orden de lo de- 
cidible. Así, en su memoria Sur Pinfini”, en la que propone una solución positiva al 
problema del continuo (que pregunta si es posible establecer una correspondencia 
biunívoca entre el conjunto de números reales (que se puede asimilar al conjunto de 
las funciones enteras) y la segunda clase de ordinales de CANTOR), enuncia dos lemas, 
el primero de los cuales viene a decir que este resultado es válido con toda generali- 
dad si lo es en la hipótesis en que los problemas matemáticos son resolubles, es 
decir, en que todas las funciones de enteros pueden ser definidas mediante recursiones 
ordinarias O tranmsfinitas (donde intervienen la operación lógica Para todo X ....), y 
el segundo afirma que toda función definida mediante recursiones transfinitas puede 
quedar definida mediante recursiones ordinarias. El papel de estos lemas es, por 
tanto, establecer que se puede conseguir una solución al problema del continuo, 
limitándose a considerar que los objetos matemáticos definibles mediante recursiones 
ordinarias, y excluyendo consiguientemente toda apelación al infinito (bajo la forma 
de las operaciones lógicas de generalización Para todo objeto y Existe un objeto 
tal que). 

El Teorema de GÓDEL nos ha enseñado que desde el momento en que una teoría 
posee una cierta capacidad (y este es el caso de la aritmética ordinaria), su no- 
contradicción sólo puede ser establecida en una metateoría donde intervengan 
procedimientos de demostración más capaces que los de la teoría misma, lo que 
supone que la metamatemática no puede contentarse con un marco estrictamente 
finitista, | | 


25 HILBERT 7. 
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También nos ha patentizado que un sistema formal nunca puede ser considerado 
como una representación adecuada de la teoría matemática que trata de expresar, al 
menos en el sentido de que no permite decidir efectivamente sobre la validez de 
ciertos enunciados. La matemática hilbertiana sólo puede aplicarse a teorías estricta- 
mente formalizadas; sus resultados sólo valen, por tanto, para lo que encierran los 
formalismos que ella estudia. Esto significa que mo puede pretender alcanzar una 
especie de verdad matemática absoluta y que, de todas maneras, dentro de lo que 
puede alcanzar, subsisten aspectos de indeterminación. 


Por otra parte, los resultados relativos al problema de la decisión (ligados a los de 
GÓDEL, como lo han demostrado los trabajos de KLEENE) nos han enseñado que hay 
problemas de decisión irresolubles, y en particular que ciertos problemas metamate- 
máticos no pueden recibir solución efectiva. Estos autores han demostrado que las 
matemáticas no pueden fundamentarse totalmente sobre procedimientos efectivos y 
que la existencia matemática, por consiguiente, no se circunscribe por las fronteras 
de lo efectuable. 


Pero si los resultados de GÓDEL y de CHURCH han impuesto una revisión de las 
concepciones hilbertianas sobre los fundamentos de las matemáticas, no puede decirse 
que signifiquen el fracaso total de la tentativa hilbertiana. Simplemente, han precisado 
en qué sentido y con qué medios tal intento podía ser conseguido. La distinción entre 
teoría y metateoría ha quedado establecida; los problemas metateóricos (y, en par- 
ticular, el de no-contradicción) quedan planteados, pero los cuadros metateóricos han 
debido ser flexibilizados y ampliados y, por ende, la noción de existencia matemática - 
ha recibido una interpretación menos rígida que el pensamiento hilbertiano. 


Acechan aquí dos errores de interpretación que debemos esforzarnos en evitar. 
El primero consistiría en dar al Teorema de GÓDEL un alcance que no tiene, viendo 
en él una especie de fracaso del método formal. 


Si se encuentran proposiciones indecidibles, ¿mo es obligado sospechar que las 
empresas de formalización sólo mos proporcionen una visión empobrecida de la 
realidad y que sacrifiquen a un falso rigor el contenido de verdad, que pertenece 
propiamente al dominio de las matemáticas? Y, por otra parte, si la justificación de 
las evidencias aparentemente más fundadas dependen de una demostración de no- 
contradicción que retrocede en cierto modo hasta el infinito, ¿no habrá que renunciar 
a esta pseudojustificación que parece no poder acabarse munca, regresando a las 
evidencias que siempre han sido la base efectiva de las grandes creaciones matemá- 
ticas? En definitiva, si es cierto que lo formal comporta limitaciones consabidas, ¿no 
nos hará perder todo contenido la preocupación de lo formal ? | 


Pero preciso es percibir que las limitaciones aquí consideradas no tienen un 
carácter absoluto, ni significan que el método formal esté condenado a la esterilidad, 
limitándose únicamente a circunscribir su campo de eficacia, 

Lo que en realidad nos enseñan, no es que la investigación del rigor comporte 


estrechos límites, más allá de los cuales se pierda el contacto con la verdad; al 
contrario : esta investigación muestra las insuficiencias del razonamiento natural y de 
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las evidencias demasiado inmediatas, y que, en este sentido, cOnProYe el instrumento 
indispensable de acceso a la verdad. 

Las limitaciones no constituyen barreras que nos encerrarían en la vanidad de un 
discurso sobre sí mismas, sino que trazan las perspectivas según las cuales, el ser 
matemático se hace accesible, dando una forma más precisa al dominio de lo ra- 
cional. 

Otro malentendido consistiría en rehusar al Teorema de GÓDEL todo alcance, 
viendo simplemente en él la realización de una contradicción velada. 

Como se ha visto, la demostración de GÓDEL está basada sobre una forma de 
enunciado paradojal. Pero el mecanismo de esta demostración mos revela que la 
transcripción formal de un enunciado circular es perfectamente legítima si se cuida 
de establecer la distinción rigurosa-entre el formalismo utilizado y su metateoría, y, al 
mismo tiempo, disponemos de medios formales suficientes para representar en este 
formalismo ciertas categorías de enunciados de su metateoría. Allí donde el razona- 
miento natural se ve conducido a un callejón sin salida, el razonamiento formalizado 
puede ofrecer procedimientos perfectamente correctos; el método formal nos permite 
precisamente criticar las pseudoevidencias del discurso no formalizado y situar mejor 
las fronteras de lo contradictorio, enseñándonos que éstas no se encuentran allí donde 
el.discurso no formalizado nos invita a encontrarlas. 

No existe, pues, ni fracaso de la empresa hilbertiana de formalización ni mante- 
nimiento puro y simple de las posiciones hilbertianas. El recurso a la formalización 
continúa siendo indispensable si se pretende fundamentar de manera rigurosa la 
exposición matemática; pero, al hacer aparecer propiedades que se sustraen al razo- 
namiento natural, el éxito de las investigaciones formales lleva a un reajuste de las 
intuiciones a que habían conducido las primeras fases del razonamiento. 

No es posible reducir todo a lo decidible —y este hecho puede ser considerado 
cierto—, pero lo decidible no agota las posibilidades de lo constructivo. 


233. INTUICIÓN Y FORMALIZACIÓN. 


Si tratamos de aislar cuanto puede haber de común en todos los resultados recor- 
dados en el $ 231, constatamos que afectan a todas las relaciones entre sistema 
formal y lenguaje no formalizado. 

Las expresiones que figuran en un sistema formal pueden interpretarse, es decir, 
puestas en correspondencia con expresiones extrañas al sistema (y que pueden per- 
tenecer, bien a otro sistema, bien a una lengua no formalizada). Puede decirse que, en 
tal caso, reciben un significado externo. 

Pero tales expresiones poseen, en el marco del sistema a que pertenecen, un sentido 
independiente de toda interpretación: este sentido es fijado por las reglas de 
formación y de derivación del sistema. Toda expresión construida de manera conforme 
a las reglas de formación se considera que posee un sentido y que puede figurar en 
las derivaciones del sistema. Y, por otra parte, las diferentes posibilidades de deriva- 
ción establecen entre las expresiones de un sistema toda una red de relaciones que 


22 
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e 


contribuyen a fijar su sentido. Cada una de las expresiones de un sistema formal 
(correctamente formadas) posee, pues, una significación interna que está determinada, 
por una parte, por el conjunto de las relaciones que sostiene con las restantes expre- 
siones del sistema desde el punto de vista de las posibilidades de derivación presen- 
tadas en el sistema, | 

La estructura de los sistemas formales es tal que esta significación puede ser 
analizada de manera rigurosa mediante un examen metateórico adecuado. 

Contrariamente, las expresiones de un lenguaje no formalizado poseen una sig- 
nificación que se origina en su relación con procedimientos efectivos u objetos que 
pueden ser conseguidos mediante tales procedimientos (por ejemplo, en la percepción 
visual o en un gesto de prehensión). Un lenguaje no formalizado se apoya en una 
experiencia vivida y las significaciones que se constituyen en tal lenguaje se refieren, 
en definitiva, al contenido de esta experiencia. 

Las significaciones a que sirve de vehículo el lenguaje matemático en particular, 
se arraigan en la experiencia sui generis mediante la cual hemos tenido acceso al 
dominio de la realidad matemática. Los objetos matemáticos no están dados como 
tales en el campo de la percepción y no pertenecen a un mundo puramente inteligible 
con el que podríamos establecer relación inmediata. Se nos manifiestan a través de 
ciertas evidencias, pero estas evidencias están mediatizadas por construcciones apro- 
piadas que utilizan, a uno u otro título, los datos perceptivos (ya se trate de cons- 
trucciones geométricas Oo de manipulaciones efectuadas sobre símbolos). Además, estas 
evidencias se encadenan según itinerarios que no se pueden recorrer arbitrariamente. 
Determinada evidencia mos lleva a otra determinada evidencia. Y esto es cierto no 
sólo para los nexos demostrativos, que nos permiten pasar de una propiedad a otra, 
sino también, y más profundamente, para la forma en que las teorías se construyen. 
El dominio de los objetos matemáticos no se nos muestra como un espectáculo en el 
que todos los puntos fuesen igualmente accesibles. Este dominio se desvela progresi- 
vamente ante nuestros ojos, y cada nuevo paso abre nuevas perspectivas. La existencia 
de otros objetos u otras estructuras se llega a descubrir solamente por el estudio de 
las propiedades de un cierto objeto o de una cierta estructura ”. Cuando hemos 
conocido de estos nuevos objetos o estructuras un conocimiento suficiente podemos 
definirlos de manera autónoma, sin apelar a las teorías anteriores en las que la nueva 
estructura tuvo su origen. (Muy a menudo, estas teorías anteriores se integran en la 
nueva teoría como casos particulares). Esto demuestra que los conceptos no se fijan 
de una vez para siempre; que muevas evidencias pueden constituirse a partir de 
evidencias anteriores; en una palabra, que la experiencia matemática está animada 
de una vida interna. 

En el movimiento incesante que encadena a las teorías entre sí, surgen campos 
jalonados de nuevos problemas y nuevos conceptos, y se elaboran las significaciones 
de las que el lenguaje matemático mo formalizado extrae su sustancia. De esta 
manera, el campo intuitivo se identifica al de la experiencia matemática: actos 


22 Así, a través del estudio de ciertos problemas planteados por el Análisis Infinitesimal, 
se llegó a descubrir las estructuras topológicas. 
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mediante los cuales descubrimos un objeto nuevo y, analizándolo, lo convierten en 
algo significativo. 


Todos los elementos del campo intuitivo están indisolublemente ligados entre sí, 
Cada concepto remite a los demás y lleva en sí la vida entera de las matemáticas. El 
análisis de un determinado contenido intuitivo va haciendo referencia progresiva a 
todos los pasos que han hecho posible su aparición y, finalmente, a todas las etapas 
del pensamiento matemático desde sus orígenes. 


Pero si el pensamiento matemático pretende conseguir el objeto tal como es, debe 
conseguir aislarlo de la experiencia vivida en la que se manifiesta y representarlo 
bajo una forma que sólo conserve de la intuición datos completamente elementales, 
fácilmente controlables y verificables. Su esfuerzo se centra en purificar la intuición 
en que se apoya, en arrancarla a su confusión inicial y endurecer las significaciones 
para revestirlas de un contenido plenamente determinado y seguro. Esto se hace 
especialmente urgente cuando se choca con dificultades (como las que aparecen en la 
Teoría de Conjuntos) que manifiestan precisamente los defectos de la intuición. 


En el momento en que aparece la exigencia del rigor, el recurso a la formalización 
se hace totalmente necesario. El sistema formal se convierte entonces en instrumento y 
objeto del pensamiento matemático; bajo su forma más abstracta, la matemática es 
la ciencia de los sistemas formales. 


Tenemos, por consiguiente, un proyecto de formalización que es inherente a la 
empresa matemática; inscrito ya en sus primeras etapas, se hace cada vez más 
aparente a medida que esta empresa se desarrolla y descubre estructuras más generales 
y, por consiguiente, más fundamentales. | 

Naturalmente este proyecto nunca queda explicitado; mo viene dado anticipada- 
mente en forma de un ideal, ni siquiera en forma de una ley arquitectónica; no se 
encuentra sino en las realizaciones efectivas que delimitan, en cada momento de su 
progresión, el campo abarcado por la ciencia matemática. Su contenido sólo se puede 
conocer mediante una operación reflexiva, analizando los modos de su actualización. 

Entonces se hace posible percibir, en la prolongación de sus instauraciones ac- 
tuales, lo que constituye su objetivo implícito. La ambición del proyecto de formaliza- 
ción integral es elaborar un sistema que contenga en sí mismo la génesis de su propio 
sentido y que pueda desde ese momento ser considerado como algo autónomo. 

Un sistema de esta naturaleza integraría todo el campo accesible a la intuición, 
pero al mismo tiempo quedaría aislado de toda referencia a la intuición. Recapitulan- 
do todos los resultados del pensamiento matemático, contendría en sí mismo la clave 
de todos los desarrollos ulteriores. Una vez construido, proliferaría por sí mismo, 
descubriendo de forma progresiva todas las virtualidades inscritas en el campo de lo 
deductivo. Aplicando uniformemente procedimientos establecidos de una vez para 
siempre, haría superflua toda iniciativa verdadera del pensamiento: ofrecería un 
cuadro operatorio en cuyo recinto todo problema podría encontrar solución de tipo 
mecánico. Sería capaz, en fin, de reflejarse totalmente en sí mismo: suministraría 
todos los procedimientos necesarios para formular y resolver los problemas que pu- 
diesen formularse a su respecto y sería, en sí mismo, su propia metateoría. 
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Lo que persigue el proyecto de formalización integral es, pues, la constitución del 
objeto matemático total. Pues desde el momento en que el campo intuitivo queda 
absorbido en el sistema, éste no puede considerarse como un mero instrumento. Al 
hacerse coextensivo a la realidad que trataría de conocer, no se distingue ya, final- 
mente, de la realidad misma. 

La distancia que en la investigación separa el pensamiento de su objeto, desapa- 
rece; el ente matemático está entonces simple e inmediatamente presente, mos- 
trándose tal cual es. Al dejar de desbordar su representación, se identifica con ella; 
ya no hay que alcanzarlo: su accesibilidad se consigue parte a parte, en la totalidad 
de sus articulaciones. 

El objeto total es también un objeto que se sostiene solo, sin el socorro “del 
pensamiento. Elaborado en una experiencia no está en continuidad con esta expe- 
riencia, superándola y sustituyéndola. Puede decirse que, al absorber el campo intui- 
tivo, absorbe la actividad misma en que se ha revelado progresivamente este campo. 
No es ya término de una experiencia: la experiencia es abolida en la presencia. Esto 
significa que toda dualidad queda suprimida: dualidad del ser y su representación, 
dualidad del pensamiento y de su objeto. 

Mientras que el ente matemático no se muestra al pensamiento sino a través de 
ciertas representaciones (forzosamente parciales), permanece distinto de este pen- 
samiento, como horizonte de su esfuerzo. En el momento en que se hace totalmente 
manifiesto y en que, por consiguiente, deja de distinguirse de sus representaciones, 
ya no queda lugar para esta inadecuación que caracteriza un pensamiento en devenir. 
La presencia es acto. En ella el pensamiento viene a coincidir con su objeto de tal 
manera que se puede hablar de una absorción del pensamiento en el objeto con más 
propiedad que el objeto en el pensamiento. 

El sistema total no es objetividad pura, sino síntesis de objetividad y de subje- 
tividad. Es realidad inteligible, pero inteligible en sí misma: su sentido no se ad- 
quiere a través de una referencia o una conciencia, sino en sí misma. Es decir, que 
el sistema total es una realidad totalmente separada del pensamiento y totalmente 
reflejada en sí misma. Si el ente matemático se hace presente en el sistema, es que, 
por el sistema, se hace presente a sí mismo. 


Nos encontramos, pues, ante la idea-límite de un sistema perfectamente cerrado 
que no remite nada ni ningún concepto al exterior del sistema. Cortado de toda raíz 
y de todo horizonte, viviendo de su propia inteligibilidad, uniendo paradójicamente 
los caracteres de la cosa a los de la consciencia. El advenimiento de un sistema así 
realizaría la desintegración de la experiencia, el fin del diálogo incesante con el 
mundo que constituye la vida de la ciencia, y el establecimiento de una totalidad ce- 
rrada, plena y silenciosa en la que no habría ya ni mundo ni ciencia, sino solamente 
el retorno eterno de lo homogéneo, el cambio perpetuo de lo idéntico a sí mismo * *s, 


28 bis Las relaciones entre intuición y formalización han sido discutidas por muchos auto- 
res. En particular, BETH ha mostrado el papel que juega la intuición en matemáticas, en un 
estudio que pone precisamente en evidencia la significación filosófica de los hechos de limita- 
ción. (Véase BETH 1 ter.) | 
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234. SIGNIFICACIÓN DE LOS HECHOS DE LIMITACIÓN. 
LA DUALIDAD IRREDUCTIBLE DE LO INTUITIVO Y LO FORMAL, 


Debe quedar perfectamente claro que no tratamos aquí sino de una idea-límite, 
que no tiene significación sino en la medida en que expresa, bajo forma teológica, 
el sentido inmanente de una empresa actual. Como tal, esta idea no puede ser ac- 
tualizada, puesto que, en su contenido, corresponde a uma metamorfosis radical de 
la experiencia tal como ésta es vivida. Los hechos de limitación nos indican con pre- 
cisión por qué el sistema total sólo puede entenderse como idea-límite, mostrándo- 
nos, en efecto, que no es posible formalizar completamente el campo intuitivo; que 
la dualidad de lo intuitivo y lo formal continúa siendo irreducible. 

El sistema formal presenta ventajas que no poseen las lenguas no formalizadas, 
pero no es posible representar de manera efectiva en el sistema formal todas las 
virtualidades que pueden ser evocadas en el cuadro de un lenguaje no formalizado. 
Hay cosas que nada significan desde el punto de vista formal. E, inversamente, hay 
cosas que parecen imposibles desde el punto de vista intuitivo y que, sin embargo, 
se revelan posibles desde el punto de vista formal. El recurso a un lenguaje riguroso 
permite, por tanto, corregir la intuición y criticar las pseudoevidencias que surgen 
al nivel de los análisis no-formalizados. 


Así, el uso de las paradojas en los estudios metateóricos muestra que es posible 
utilizar tales formas de razonamientos sin incurrir en contradicciones. 


Es, precisamente, esta posibilidad la que hace aparecer las restricciones a las que 
están sometidos los lenguajes no formalizados. La conquista del rigor tiene por con- 
trapartida la fragmentación del lenguaje y la renuncia a la idea del lenguaje total. 


El sistema total no es realizable ni como representación adecuada del campo in- 
tuítivo, ni como estructura formal capaz de reflejarse totalmente en sí misma, ni 
como conjunto de procedimientos canónicos susceptibles de proporcionar una solu- 
ción efectiva a todo problema matemático. 


La existencia de proposiciones indecidibles pone de manifiesto que no es posible 
encontrar en el campo deductivo la representación exacta de lo que pertenece al 
campo de la verdad intuitiva: en este campo siempre hay más de lo que se puede 
representar en el dominio de las derivaciones posibles. Para extender la represen- 
tación, es obligado pasar a sistemas cada vez más vastos, y, como el mecanismo que 
permite construir proposiciones indecidibles puede aplicarse siempre a los nuevos 
sistemas que se consideran, se puede continuar indefinidamente ampliando el sis- 
tema del que se ha partido sin conseguir integrar totalmente el dominio de la ver- 
dad intuitiva en el dominio de lo derivable. Así, pues, nunca se alcanza el sistema 
universal que sería la perfecta reduplicación de lo que es accesible a las operaciones 
del pensamiento intuitivo. 


Se pueden construir, indudablemente, sistemas a los cuales no se aplican los 
razonamientos de GÓDEL y otros similares, y en los cuales, por consiguiente, no se 
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encuentran proposiciones indecidibles. Pero se trata de sistemas escasamente capaces 
que sólo representan un sector muy limitado de las matemáticas intuitivas, O de sis- 
temas en los que ciertas nociones adoptan un sentido muy diferente del que poseen 
en el plano intuitivo. Estos últimos sistemas som, por otra parte, indefinidamente 
extensibles, poseyendo el medio de integrar en el formalismo una parte cada vez 
mayor del dominio de la verdad intuitiva, pero sin dar de ésta una representación 
adecuada. Ya se superpongan los sistemas unos a otros, o se superpongan, en el ám- 
bito de un sistema, niveles de demostración distintos, al progresar hacia el infinito 
esto se reduce, en definitiva, a lo mismo. 


Esto quiere decir que no podemos agotar, en lo actual, todas las posibilidades de 
razonamiento que nos son, en principio, accesibles. No existe sistema cerrado que 
sea el paradigma de todo discurso, el canon supremo de la razón. Cualquiera que sea 
el sistema que podamos considerar, siempre quedan formas de razonamiento que le 
son extrañas. | 

Los teoremas relativos al poder reflexivo de los formalismos describen un as- 
pecto particularmente importante de la inadecuación entre lo formal y lo intuitivo. 
Si queremos dar un equivalente formal de las consideraciones intuitivas a que pueda 
dar lugar un sistema determinado, mos veremos obligados, en un cierto número de 
casos, a recurrir a un sistema más vasto. Nuevamente nos encontramos, por tanto, 
esta misma necesidad de una transgresión indefinida de los cuadros formales que se 
puede establecer. Y aquí esta necesidad significa que ningún sistema formal puede 
incluir la representación de su propio sentido: las operaciones gracias a las cuales 
su sentido se precisa a la mirada del pensamiento le permanecen necesariamente 
extrañas. 


Así, la dualidad de lo subjetivo y lo objetivo no puede ser abolida; el forma- 
lismo no puede constituir una suerte de modelo objetivado del pensamiento ni puede 
encerrar la totalidad de lo inteligible. | 

Finalmente, los resultados que conciernen al problema de la decisión indican que 
el método formal no puede ser identificado, pura y simplemente, a la constitución 
de un mecanismo universal. El dominio de los problemas que son susceptibles de ser 
resueltos de manera efectiva, sólo parcialmente cubre el de los problemas meta- 
teóricos. Las posibilidades del pensamiento matemático no se agotan en el campo 
de lo decidible. Por consiguiente, hay lugar para formas de razonamiento que no se 
dejan reducir a procedimientos uniformes y siempre eficaces, del tipo susceptible 
de ser representado por medio de máquinas. El campo del pensamiento es mucho 
más amplio que el de los límites exactos del cálculo. 

La utilización del método formal no dispensa al pensamiento matemático de 
poner en práctica métodos que no se reducen a la aplicación de un programa de 
Operación determinado anticipadamente. Más aún, los sistemas formales mismos 
hacen aparecer problemas que no pueden ser abordados por medio de tales métodos. 
El pensamiento matemático mo puede hacer, pues, abstracción total del sentido in- 
tuitivo de los problemas que se plantea y de las operaciones que efectúa. Decir que 
no existe cálculo universal, es decir que no se puede todo reconducir a reglas pura- 
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mente formales de manipulación, que el dominio del sentido no se identifica con el 
de lo efectivamente practicable y que, hasta en las instauraciones formales, el contacto 
con las fuentes de significación intuitivas es indispensable. 

Esto hace aparecer de distinta manera que la dualidad del pensamiento y del 
objeto no puede ser abolida; que el sistema de lo inteligible no puede ser cercenado 
de su referencia a una experiencia ni puede absorberse en una objetividad cerrada. 

Las investigaciones metateóricas que utilizan el método de los modelos ponen 
de relieve, en manera mucho más positiva, esta conexión necesaria entre lo formal 
y lo intuitivo. El simple examen de los vínculos internos de un sistema no permite 
formarse una idea completa de sus propiedades: algunas de ellas se refieren a las 
interpretaciones que pueden proponerse del sistema estudiado, y toda interpreta- 
ción remite a un campo de objetos y de relaciones exteriores al sistema cuyo sentido 
debe poder determinarse independientemente de éste. Es posible, por supuesto, in- 
terpretar un sistema a través de otro, pero llega un momento en que se hace nece- 
sario apoyarse sobre las significaciones intuitivas. La demostración de coherencia, 
por ejemplo, demuestra que no se puede prescindir de todo recurso a una teoría in- 


tuitiva: es, en definitiva, la coherencia supuesta de esta última la que asegura la 
coherencia del sistema. 


Así, las propiedades metateóricas no resisten por su propia virtud fuera de toda 
referencia a un dato previo. El dato es el de la experiencia matemática elemental. 
Todo el esfuerzo de la teoría de la demostración estriba no tanto en eliminar este 
dato, sino en circunscribirlo de manera que sea posible considerarlo como si estu- 
viese sustraído a toda discusión ulterior. Es este el sentido de las discusiones que 
rodean la noción de constructividad. 


Pero al mismo tiempo que el método de los modelos liga las construcciones for- 
males a sus soportes intuitivos, hace manifestarse, en este mismo vínculo, una fuente 
de relatividad. 


En efecto, un sistema formal es susceptible de interpretaciones variadas, y los 
conceptos que son formalizados en un sistema pueden recibir sentidos diferentes se- 
gún el modelo que se elija para la interpretación. 


Las propiedades metateóricas que hacen intervenir una interpretación pueden 
variar, de la misma manera, según la naturaleza de esta interpretación. El paso por 
el método formal nos permite así percibir que ciertos conceptos matemáticos no 
representan, al nivel de las teorías mo-formalizadas en las que se manifiestan por 
primera vez, sino aproximaciones provisorias. Si bien se necesita en todo momento 
apoyarse parcialmente en la intuición, esto no quiere decir que basten los datos 
matemáticos intuitivos en su estado primario, anterior a toda formalización rigurosa. 
Sólo al nivel del sistema formal adquieren pleno rigor los conceptos matemáticos, 
pero este sentido no puede considerarse como absoluto. Por lo demás, no es posible 
construir un sistema de una cierta capacidad que admita solamente un tipo de 
modelo. | 

Así, de una parte, no es posible prescindir de todo recurso a la intuición, pero, 
de otra, siempre existe una inadecuación entre los planos intuitivo y formal. 
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Siempre quedan posibilidades intuitivas imposibles de reintegrar en lo formal”, y 
lo formal hace aparecer propiedades que no eran visibles en el plano intuitivo. Así, 
la existencia de modelos no-regulables nos enseña que la noción elemental de nú- 
mero entero no es susceptible de una caracterización formal unívoca, y la existencia 
de sistemas que no admiten sino modelos no-regulares nos muestra que una teoría 
matemática formalizada puede darnos una imagen muy diferente que la que nos 
proporciona la intuición de ciertas nociones matemáticas fundamentales. 


Los hechos de limitación ligados a la teoría de los modelos tienen, pues, una 
significación que se asimila a la de los demás hechos de limitación y nos hacen aper- 
cibir de manera más precisa que en matemática no existe lo absoluto, al menos en 
el sentido de que no existe un sistema definitivo que pueda ser considerado como 
integrante de la totalidad de la realidad matemática. 


235. RAZÓN DE SER DE LOS HECHOS DE LIMITACIÓN. 


Lo que importa reconocer es que todos los hechos de limitación que acaban de 
ser evocados reposan, en definitiva, sobre la naturaleza de los sistemas formales como 
lo testimonian las demostraciones de estos teoremas. 


Es, precisamente, el recurso al método formal lo que comporta las restricciones 
descritas en los teoremas de limitación; estas restricciones mo tienen un carácter 
meramente accidental, sino que están ligadas a la estructura del lenguaje formal, y 
en este sentido tienen un carácter de necesidad. 


Para ilustrar esta idea conviene resaltar lo que hay de esencial en los mecanismos 
de demostración cuyo detalle ha sido descrito en los capítulos precedentes. Este 
examen nos permitirá, al mismo tiempo, desentrañar lo que hay de común en los 
diferentes hechos de limitación y captar mejor lo que significa la oposición de lo 
formal y lo intuitivo. 


Ante todo, se imponen dos observaciones. 


Los teoremas de limitación son teoremas metateóricos. Como tales, implican que 
es posible establecer una distinción entre teoría y metateoría, y dar, en cada caso 
concreto, un sentido preciso a esta distinción. Como se ha visto, la metateoría de un 
sistema LF, puede ser formalizada en un sistema LF, y convertirse, a su vez, en ob- 
jeto de un estudio metateórico que podrá ser, eventualmente, formalizado en un 
sistema LF;. Por consiguiente, una metateoría podrá considerarse como una teoría 
respecto a otra metateoría. Pero lo que es esencial es que, en cada caso, es posible 
emprender un examen metateórico del sistema considerado, y que las consideraciones 
metateóricas propias de un sistema se sitúan fuera de este sistema (aunque puedan, 
en ciertos casos, ser formalizadas —al menos parcialmente— en el mismo sistema). 


27 Así, según WANG, el teorema de LóWENHEIM-SKOLEM significa que ningún sistema for- 
mal puede dar todos los conjuntos de enteros positivos (véase $ 209). 
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Por otra parte, todas las demostraciones metateóricas que hemos tenido que exa- 
minar hacen intervenir una representación aritmética de los sistemas que conciernen. 
Esto sólo es posible mediante el método de la aritmetización, que permite coordi- 
nar números enteros a los diferentes elementos que componen el sistema formal (ya 
se trate de componentes elementales o de diferentes tipos de expresiones que se 
pueden construir mediante estas componentes, o también mediante series de estas 
expresiones que se pueden formar en el sistema). 

Esto es así porque los sistemas formales constituyen un lenguaje enteramente 
objetivado, en tanto que el lenguaje no formalizado, en el cual se efectúan las ope- 
raciones intuitivas, es siempre (al menos en parte), en la medida misma en que sirve 
de vehículo a la intuición, un lenguaje vivido que no puede ser objetivado sin des- 
truirse como tal, | 

Esto no quiere decir que un sistema formal se reduzca a un simple ensamblaje 
de signos materiales. 

En tanto se presente bajo la forma de un sistema de nmotaciones simbólicas, no 
puede identificarse a su modo exterior de aparición. Los signos utilizados no son 
otra cosa que los portadores del sistema; su función exclusiva es hacerle fácilmente 
perceptible y accesible a las manipulaciones. Los elementos constituyentes de un sis- 
tema deben distinguirse, por tanto, de los signos mediante los cuales queda repre- 
sentado. La noción de sistema formal no comporta, por lo demás, indicación alguna 
sobre la naturaleza de estos elementos constituyentes. Un sistema formal indica so- 
lamente cuáles son los objetos que lo constituyen, cómo pueden formarse, a través 
de qué objetos, las proposiciones, y cuáles, entre éstas, constituyen teoremas. 

La naturaleza de los objetos que constituyen el sistema no afecta para nada a la 
estructura del sistema y a su función específica, y la forma de representación de 
esta estructura permanece arbitraria. (Estos objetos pueden considerarse como sím- 
bolos, pero también pueden considerarse como variables, o como conceptos abstrac- 
tos, o como objetos físicos o matemáticos.) Un sistema formal debe considerarse como 
una abstracción de sus presentaciones y de sus representaciones ”. 

Decir que un sistema formal es un lenguaje objetivado equivale a decir que su 
valor significativo se origina mo en su inserción en un comportamiento global y en 
un proyecto de comunicación (como en el caso del lenguaje vivido), sino de un cuer- 
po de prescripciones que determinan de manera explícita y exhaustiva cuáles son 
los elementos del sistema y cómo pueden ser manipulados. 

Las reglas (de formación y de derivación) que describen un formalismo están for- 
muladas de manera tal que permiten identificar sin ambigiiedad los elementos cons- 
titutivos del sistema. 

Es posible reconocer, efectivamente, si un cierto objeto es o no una componente 
del sistema, y en caso afirmativo determinar, efectivamente, de qué componente se 
trata %, Además, es posible clasificar en categorías perfectamente definidas los com- 


22 Véase 8$ 20 y 21. 
22 Un sistema formal, al ser inseparable de una cierta presentación, hace que las compo- 
nentes primitivas y las operaciones de formación del sistema se presenten en forma de signos 
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plejos de componentes que se considerarán dotados de sentido. Como las reglas que 
definen estas categorías de expresiones están formuladas en forma recurrente, es po- 
sible determinar, efectivamente, si un complejo dado de componentes del sistema 
pertenece o no a una de estas categorías. Es posible, en fin, definir exactamente lo 
que se denomina una derivación y, por tanto, reconocer, efectivamente, si una serie 
dada de expresiones dotadas de sentido constituye o no una derivación. 


Por otra parte, siempre es posible caracterizar todos los elementos de un sistema 
de manera biunívoca mediante los múmeros enteros. Las componentes primitivas 
del sistema deben, en efecto, aparecer de manera explícita, y cada componente pri- 
mitiva debe poder ser identificada sin ambigiiedad. Estas componentes forman tam- 
bién una o varias series discretas, finitas o infinitas *, de tal suerte que siempre es 
posible encuadrarlas en una serie numerable. 


En general, las reglas de formación y de derivación se formulan de manera recu- 
rrente, de tal suerte que, si disponemos de una representación numérica de las com- 
ponentes primitivas, se puede obtener una representación numérica de cualquier ex- 
presión o serie de expresiones del sistema. 


Gracias al procedimiento de aritmetización, las propiedades metateóricas pueden 
ser expresadas mediante funciones y predicados aritméticos. Y los razonamientos 
metateóricos se presentan como razonamientos de naturaleza aritmética. Los teore- 
mas de limitación hacen intervenir las relaciones que se dan entre ciertas proposi- 
ciones (del sistema estudiado) y ciertas propiedades aritméticas (y en esto ponen en 
juego una interpretación de ciertas proposiciones), pero, al mismo tiempo, reflejan 
singularidades que pertenecen propiamente a la estructura de la serie de enteros y 
que están ligadas a la noción de infinito. 


Para captar mejor el papel que juega la estructura de los enteros en los teoremas 
de limitación, consideremos sucesivamente los principales mecanismos de demostra- 
ción que hemos considerado en el curso de esta obra. 


El teorema de GÓDEL* concierne a una proposición que afirma de sí misma 
su propia inderivabilidad. Esta proposición puede construirse en el sistema LFG por- 
que la relación de derivabilidad puede ser expresada en forma aritmética y porque 
el sistema LFG contiene una formalización de la Aritmética. Gracias a estas dos con- 
diciones puede hacerse, a propósito del sistema LFG, un razonamiento análogo a 


distintos entre sí y fácilmente reconocibles. Por tanto, bastará, en la práctica, para reconocer 
si un cierto objeto es una componente del sistema, con reconocer si un cierto signo forma parte 
de la lista de signos correspondientes a las componentes primitivas del sistema, o si un cierto 
ensamblaje de signos corresponde a una componente del sistema (formado a partir de las com- 
ponentes primitivas mediante operaciones de formación del sistema). 

Como las reglas de formación están formuladas en forma recurrente, esta verificación es 
siempre efectivamente posible. 

20 Y en este caso se trata de series infinitas aumerables; pues el único edo de que se 
dispone para identificar de manera efectiva los elementos de una serie infinita es asociarlos 
con la serie de enteros (por ejemplo, a través de índices). Así, en el sistema descrito en el $ 6 
tenemos las tres series infinitas de variables: %X,, Ez, ...., Y,, Da, ...., B1, Ba, +... 

31 Véase CAPITULO Ill, en particular $8 72, 93 y 94. 
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aquel mediante el cual CANTOR demostró que el conjunto de los números enteros no 
es numerable. | 


Recordemos brevemente cómo procede la demostración de CANTOR. 


Supongamos que el conjunto En-E de los conjuntos de enteros sea numerable, es 
decir, que exista una correspondencia biunívoca entre este conjunto y el conjunto de 
los enteros. Á cada entero k corresponde entonces un conjunto de enteros Eny. El 
entero R puede pertenecer a su imagen En, o, por el contrario, no pertenecer a ella. 
Consideremos entonces el conjunto En, de los enteros j tales que j no pertenezca a 
su conjunto-imagen En;. Como En¿ es un conjunto de enteros, en virtud de nuestra 
hipótesis, existe un entero d tal que Ena es la imagen de d. Este entero d pertenece 
a Ena o no pertenece. 


Si d pertenece a Ena, entonces, por definición de Ena, d no puede pertenecer a 
Ena. Y si d no pertenece a Ena, entonces, de nuevo, por definición de Ena, d perte- 
nece a Ema. Así se concluye en una contradicción, debiéndose rechazar la hipótesis 
de que se ha partido. 


Para percibir más fácilmente la analogía que existe entre este razonamiento y el 
de GÓDEL, utilicemos la presentación abreviada que da este autor de su demos- 
tración *, 

Consideremos el conjunto de las proposiciones de LFG de una variable libre A(O). 
Este conjunto puede ser numerado, y podemos escribirlo en la forma: 2,(X), Ur(E). 
En todas las proposiciones de esta serie, la variable Y puede ser reemplazada por una 
cifra. A cada proposición abierta U,(X) corresponderá, pues, una serie infinita de 
proposiciones cerradas: M,(N,), UN»), ..... 

Cualquiera de estas proposiciones es o no es derivable. 

A cada proposición 91,(X) corresponderá, así, un conjunto de enteros: el con- 
junto de enteros k para los cuales A,(Nx) es derivable. 

Consideremos la clase Cl de enteros £ tales que la proposición A(N,) no sea 
.«derivable. 

En virtud de las hipótesis establecidas sobre LFG, la definición de la clase Cl 
puede representarse en LFG por medio de una proposición de una variable libre que 
«debe formar parte de nuestra enumeración. Sea 9,(Y) esta proposición. Formemos la 
proposición 2, (N;). 

Esta proposición es indecidible en LFG. 

- En efecto, supongamos que sea derivable. Esto significa que el entero ¿ tiene la 
propiedad representada por la proposición U,(%) y, por consiguiente, que pertenece 
-a la clase Cl, Pero entonces la proposición 91;(N;) no puede ser derivable. 

Supongamos, por el contrario, que esta proposición sea refutable. Esto significa 
que el entero ¿ no pertenece a la clase Cl, es decir, que es falso que U,(N;) no sea 
.«derivable; dicho de otra forma, que A¡(N;) es derivable. Pero si LFG es coherente, 
una proposición de LFG no puede ser al mismo tiempo derivable y refutable. Así, 
“A,(N;) no puede ser refutable. | 


22 Véase $ 72. 
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La argumentación de CANTOR se reduce a demostrar que ninguna enumeración 
puede agotar el conjunto En-E de los conjuntos de enteros. Dicho de otra forma, que 
dada una enumeración de conjuntos de enteros siempre se podrá establecer la exis- 
tencia de un conjunto que no pertenece a esta enumeración. 


La argumentación de GÓDEL muestra que, dada una enumeración de conjuntos 
de enteros, no es posible caracterizar todos estos conjuntos de manera efectiva; se 
puede establecer la existencia de un entero ¿ y de un conjunto En para los cuales no 
es posible decidir si este entero pertenece O no a este conjunto. 


Este resultado puede expresarse como sigue: si disponemos de una enumera- 
ción de los conjuntos de enteros que se pueden caracterizar de manera efectiva, es 
posible establecer la existencia de un conjunto que no pertenece ciertamente a esta 
enumeración. 


En otras demostraciones se vuelve a encontrar el mismo tipo de argumentación. 

KLEENE estableció la existencia de proposiciones indecidibles mediante un lema 
que le permite igualmente obtener un teorema relativo a un problema de decisión. 

Su lema *, basado en el procedimiento de la diagonal, se reduce a demostrar 
que, si disponemos de una enumeración efectiva *, de funciones efectivamente calcu- 
lables Y, es posible establecer la existencia de una función efectivamente calculable 
que pertenece a esta enumeración. | 

KLEENE asocia a esta función una determinada proposición dentro de un cierto 
sistema LFK, y muestra que esta proposición es inderivable al establecer que no 
puede pertenecer a la enumeración de las proposiciones derivables de LFK *, 

Por otra parte, este lema permite demostrar que no existe procedimiento efec- 
tivo que permita determinar si un sistema de ecuaciones dado define o no una fun- 
ción efectivamente calculable *. 


En efecto, si existiese tal procedimiento, sería posible, partiendo de una enume- 
ración efectiva de las funciones efectivamente calculables, establecer (mediante el 
lema) la existencia de una función efectivamente calculable que no estaría compren- 
dida en esta enumeración. 


CHURCH y TURING utilizan argumentaciones paralelas. 


CHURCH expone que si existiese un procedimiento efectivo que permitiese de- 
terminar si una fórmula bien construida del cálculo LF-A tiene una forma normal o 
no, entonces, partiendo de una enumeración efectiva de las fórmulas bien construi- 
das que tienen una forma normal, se podría (mediante el procedimiento de la dia- 
gonal) demostrar la existencia de una fórmula de este tipo que no pertenecería a esta 


"2 Véase $ 113. 

4 La palabra efectivo se utiliza aquí en el sentido preciso que le da la noción de recursi- 
vidad. Una enumeración efectiva es la que puede realizarse por medio de una función recursiva. 

35 En realidad, se trata de funciones recursivas. Aquí se utiliza el término más intuitivo 
de función efectivamente calculable para captar mejor el alcance del lema de KLEENE, evitando 
toda expresión excesivamente técnica. 

“e Véase $ 115. 

27 Véase $ 155. 


Sugestiones filosóficas 349 


enumeración Y, Partiendo de este resultado, CHURCH estableció su teorema sobre el 
problema de la decisión *, 


TURING ha puesto de manifiesto que si existiese un procedimiento efectivo que 
permitiese determinar si una máquina es una máquina-T no-circular o no lo es (o 
también: que permitiese determinar si un procedimiento destinado a calcular los 
términos sucesivos de una serie numérica es efectivo O no), en tal caso se podría 
derivar una contradicción al establecer la existencia de una máquina que fuese a la 
vez no-circular y circular “. La demostración de 'TURING utiliza el procedimiento de 
la diagonal la máquina dotada de propiedades contradictorias tiene por m-ésima ins- 
trucción calcular la m-ésima cifra calculada por la m-ésima máquina. 


La demostración del teorema de PosT* utiliza el mismo método de prueba que 
la demostración de GÓDEL. 


En efecto, se puede sistematizar como sigue el argumento sobre el cual descansa 
nuestra demostración. Partiendo de una enumeración efectiva de conjuntos de ente- 
ros efectivamente numerables, se define un conjunto Em, por la condición siguiente: 
la condición necesaria y suficiente para que un entero k pertenezca a Em, es que 
no pertenezca al £-ésimo conjunto de la enumeración. 


Se observa entonces que este conjunto Em, es uno de los conjuntos de la enume- 
ción, de donde se deriva una contradicción. Sea, en efecto, ¿ el número de orden de 
Em,'en la enumeración. Si el entero ¿ pertenece a Em,, entonces, en virtud de la defi- 
nición de Em, ¿ no pertenece a Em, y si ¿no pertenece a Em, en virtud de la misma 
definición también ¿ pertenece a En. 


PosT demuestra mediante esta argumentación que no existe procedimiento efec- 
tivo que permita determinar si un entero dado pertenece o no a un conjunto recur- 
sivamente enumerable. Y, por otra parte, este autor construye, mediante las propie- 
dades del conjunto Em;, una proposición indecidible. 

Este mismo tipo de argumentación se vuelve a encontrar en la base del teorema 
de estratificación de KLEENE %. Partiendo de una enumeración de los predicados de 
enteros de una determinada forma, KLEENE construye un predicado que no perte- 
nece a esta enumeración. | 

Consideremos el caso más simple, el del predicado X [(Y) P X Y] *. 

La enumeración de los predicados considerada corresponde a una enumeración de 
las funciones de un argumento definibles mediante un determinado sistema de ecua- 
ciones. Sea F,, Fa, ... esta enumeración. Para cada función se pueden formar las ex- 
presiones Fy 1, F, 2, ... . 

Estas expresiones pueden ser efectivamente calculables o no. 


0% Véase $ 152. 
32 Véase $ 153. 
1 Véase $ 157. 
* Véase $ 163. 
12 Véase $ 175. 
13 La demostración procede exactamente de la misma manera en los casos más compli- 
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Por tanto, se puede hacer corresponder a cada función Fy el conjunto de enteros 
mm para los cuales F, m es efectivamente calculable. 

A la serie de las funciones Fx corresponde, pues, una serie de conjuntos de en- 
teros. 


En tal caso, se puede definir un conjunto de enteros que no pertenezca a esta 
serie: el conjunto de los enteros % tales que las expresiones Fx k no sea efectiva- 
mente calculable. A este corresponde una cierta función F;, que no pertenece a la 
enumeración de las funciones F. 

Los predicados de la enumeración de KLEENE son de la forma: la expresión F, X 
es efectivamente calculable. Y el predicado que no pertenece a la enumeración es el 
que define la función F,: La expresión F,k no es efectivamente calculable. 

Mediando las equivalencias establecidas por su lema ** entre los predicados que 
hacen intervenir una propiedad efectivamente definida y los predicados de su de- 
mostración, KLEENE pudo establecer su teorema de estratificación y utilizarlo para 
reformular los teoremas de CHURCH y de GÓDEL. Las propiedades que intervienen 
en estos teoremas (existencia de un procedimiento de decisión de una parte, deriva- 
bilidad, de otra) pueden, en efecto, expresarse por medio de predicados que tengan 
una de las formas previstas en el teorema de estratificación. 

Consideremos también la demostración de KALMÁR *%. Se parte de una cierta 
enumeración de funciones de enteros de un argumento. Esta enumeración asocia a 
cada una de estas funciones un número entero. Una función comprendida en esta 
enumeración puede tomar por valor (para uno o varios valores de su argumento) el 
entero al que va asociada o bien no encontrarse nunca en esta situación. Considere- 
mos el conjunto de las funciones de esta serie que no toman jamás por valor el en- 
tero que les ha sido asociado. La función Stlm de KALMÁR define este conjunto. 
Como una función de enteros corresponde a un conjunto de enteros, se pueden 
presentar los siguientes casos : | | 

Se dispone de una cierta enumeración de conjuntos de enteros. Para todo en- 
tero 1, 7 puede pertenecer o no al conjunto que le ha sido asociado por dicha enu- 
meración. 

Consideremos entonces el conjunto de enteros j tales que j no pertenezca al con- 
junto asociado a j. Este conjunto está, a su vez, asociado a un cierto entero en nues- 
tra enumeración. Sea k este entero. 

Si este entero k pertenece a este conjunto, entonces no pertenece, y si no pertenece, 
entonces pertenece. La proposición indecidible de KALMÁR corresponde al enuncia- 
do: el entero k no pertenece al conjunto que le es asociado. 

Las demostraciones que utilizan el método semántico * presentan también la mis- 
ma estructura. 

Sea, por ejemplo, la demostración del lema de TARSKI *. Podemos considerar el 


1% Véase $ 173. 
1% Véase $ 126. 
** Véase CAPITULO VIII 
” Véase $ 188. 
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conjunto de las proposiciones de una variable individual libre (de un cierto forma- 
lismo). Este conjunto puede estar enumerado. En cada proposición es posible reem- 
plazar la variable por una cifra y obtener así una proposición cerrada. Dada una 
cierta clase de proposiciones Cl, cada proposición cerrada puede pertenecer o no a esta 
clase. La propiedad de no pertenecer a esta clase puede expresarse mediante una pro- 
posición de una variable individual libre, que forma parte de nuestra enumeración. 
Sea £ su número. 


Si se reemplaza la variable libre de esta proposición por la cifra correspondiente 
a t, se va a parar en las conclusiones que permiten establecer el lema. 

Como hemos visto, el lema de TARSKI inspira las diferentes demostraciones de 
tipo semántico descritas en el capítulo VIH, a excepción de la demostración autóno- 
ma del teorema de la verdad. Pero esta demostración utiliza también el mismo me- 
canismo que las otras. 


Lo que distingue el método semántico del método sintáctico es la naturaleza de 
las propiedades metateóricas utilizadas y las condiciones que permiten obtener la 
representación de estas propiedades en el sistema estudiado. | 

En general, todas las demostraciones que acabamos de evocar utilizan en una 
u Otra forma un razonamiento diagonal *. Unas utilizan el procedimiento de la dia- 
gonal propiamente dicha, en su forma directa Y; las demás utilizan la Paradoja de 
EPIMÉNIDES *, 

Pero el uso de esta paradoja está ligado a un razonamiento diagonal. En efecto, 
el mecanismo de demostración que se encuentra en todos los teoremas que utilizan 
la Paradoja de EPIMÉNIDES se puede presentar como sigue: 

Consideremos una clase de objetos C/ que puede ser enumerada, y cada uno de: 
sus miembros puede ser aplicado a un entero cualesquiera. (Estos objetos pueden 
ser, por ejemplo, funciones, predicados o proposiciones de una variable libre.) 

Consideremos, por otra parte, uma cierta propiedad metateórica P* que puede 
pertenecer a las expresiones formadas aplicando estos objetos a enteros. 

Esta propiedad P* hace corresponder a la clase de objetos C/ una serie ordenada. 
de conjuntos de enteros: a cada objeto de la clase Cl corresponde el conjunto de los 
enteros 2 para los cuales la expresión correspondiente (obtenida aplicando el objeto 


** Hemos recordado anteriormente sólo las principales demostraciones expuestas en los 
CAPITULOS Ill al VII Pero las mismas observaciones pueden aplicarse evidentemente a los 
demás, que representan solamente variantes de éstas. Así, los diferentes teoremas de ROSSER 
(Secciones 3-1V y 4-IV) utilizan el mismo procedimiento de demostración que el teorema 
de GODEL. 

%% Para el procedimiento de la diagonal, véase el CAPITULO Il, nota 70. 

Este procedimiento se utiliza en forma directa en el lema de KLEENE (VII1(113)) (y sus 
consecuencias, en particular IX (115) y XLM1I (155)) y en el teorema de CHURCH (XXXVII 
(151)), y bajo una forma ligeramente diferente en el teorema de TURING (XLVI (156)). 

*% Teorema de GóDEL (VI (91)) y teoremas conexos, salvo la forma de KLEENB del teore- 
ma de GóDEL (IX (115)), teorema de KALMÁR (XVI (126) y (XIX (126)), teorema de 
la Estratificación de KLEENE (LXIV (174)), teorema de Posr (LVII (163)), lema de TARSKI 
(LXIX (188)) (y sus consecuencias, en particular LXXI (190), LXXV (193) y LXXX (195), 
demostración autónoma del Teorema de la Verdad ($ 200). 
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en cuestión al entero 2) verifica la propiedad metateórica P*. (Así, por ejemplo, la 
clase C] puede ser la clase de los predicados de enteros de un argumento *, y la pro- 
piedad P* puede ser la propiedad verdadera, que se refiere a los enunciados obte- 
nidos aplicando un predicado de la clase Cl a un entero determinado *). 

Se define entonces un cierto conjunto de enteros En por la condición siguiente: 
la condición necescaria y suficiente para que el entero » forme parte del conjunto 
En es que no pertenezca al nm-ésimo conjunto de nuestra serie. 


Se ve que este conjunto corresponde a un objeto de la clase Cl, siendo, por tanto, 
del mismo tipo que los conjuntos de la serie considerada. Este conjunto En tiene, 
pues, un cierto número en la serie; sea k este número. 


Entonces se llega al enunciado: el entero k forma parte del conjunto En. Este 
enunciado tiene la significación siguiente: La expresión obtemida aplicando al en- 
tero k el objeto de la clase Cl asociado al conjunto En no tiene la propiedad P*. 


Así, pues, existe la posibilidad de aplicar a ciertas clases de objetos un razona- 
miento diagonal que subyace en los teoremas de limitación evocados anteriormen- 
te *. También existe la posibilidad de la diagonal utilizada en el teorema de TARSKI 
sobre la noción de definible * y en la demostración de KLEENE y ROSSER en el 
teorema de KLEENE-ROSSER-CURRY *. 


Este tipo de razonamiento no puede aplicarse a cualquier sistema formal. Es 
preciso, para que sea susceptible de aplicación a un sistema dado, que este sistema 
sea suficientemente capaz, en particular que contenga expresiones correspondien- 
tes a los enteros y que se pueda representar en ellos, al menos, ciertos predicados y 
ciertas funciones metateóricas. Dada esta condición, la razón por la cual se puede 
aplicar al sistema el razonamiento diagonal es que se pueda dar una enumeración de 
las expresiones de un tipo dado (por ejemplo, proposiciones de una variable libre). 


2% Si se considera un sistema formal se tendrá que utilizar, por ejemplo, el predicado Vr, 
definido de manera conforme al método semántico. Véanse $8 185 y 186. 

52 Si se considera un sistema formal, se hablará de la clase de expresiones predicativas de 
un argumento. 

22 En efecto, se trata de todos los teoremas que figuran en los CAPITULOS Ill a VIII 

% Teorema LXXXVII (205). 

08 Véase $ 222. 

El resultado que concierne a la función de BERRY relativa al sistema LF hace inter- 
venir también el procedimiento de la diagonal. El conjunto de los valores tomados por la 
función de BERRY sobre el sistema LF constituye, en efecto, un conjunto de enteros diferente 
de cada uno de los conjuntos de una cierta serie numerable de conjuntos de enteros. 

Sea LF un cierto sistema formal. Llamemos En, al conjunto de los enteros que se puede 
definir en LF por medio de una expresión de LF conteniendo como máximo una componente 
primitiva En, el conjunto de los enteros que se puede definir en LF por medio de una expre- 
sión de LF que contenga, como máximo, 2 componentes primitivas, y así sucesivamente. Si ha- 
cemos corresponder a En, el menor entero que se pueda definir en LF mediante una expre- 
sión de LF que contenga, como máximo, 1 componente primitiva, a En, el menor entero que 
se puede definir en LF por medio de una expresión de LF que contenga como máximo 2 com- 
ponentes primitivas, y así sucesivamente, obtendremos un conjunto de enteros que es cierta- 
mente diferente de En,, En,, etc., y que, precisamente, es el conjunto de los valores tomados 
por la función de BERRY relativa a LF. 
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Y esto responde a la naturaleza misma del sistema formal: el que las expresiones de 
un sistema estén construidas de manera recurrente a partir de una serie numerable 
de signos explica que se pueda enumerar una clase de expresiones de un determi- 
nado tipo. 


Lo que el razonamiento diagonal hace entonces aparecer —debido a las propie- 
dades paradójicas del conjunto que permite construir— es que ciertas propiedades 
metateóricas de un sistema en un momento dado cesan de ser susceptibles de verifi- 
cación efectiva. La argumentación de GÓDEL (que aparece en todas las demostracio- 
nes basadas en la Paradoja de EPIMÉNIDES) pone de manifiesto que existe, al me- 
nos, un conjunto para el cual el problema de la decisión Y no puede ser resuelto. Y 
el tipo de argumentación utilizado por CHURCH, KLEENE y TURING revela que exis- 
ten problemas metateóricos que no pueden ser resueltos de manera efectiva. 

Las consideraciones a las que se puede prestar un sistema formal nos hacen, pues, 
salir del dominio de lo que es efectivamente verificable, es decir, del dominio de lo 
decidible. Se puede considerar que la noción de decidible está adecuadamente re- 
presentada por la de recursividad, Los teoremas de limitación nos enseñan, por tan- 
to, que los procedimientos recursivos mo pueden agotar el campo de lo metateórico. 
Y la razón reside en que un sistema formal de una cierta capacidad puede siempre 
prestarse al razonamiento diagonal que, partiendo de una enumeración de los con- 
juntos de enteros de un cierto tipo, revela que existe, al menos, un conjunto de este 
tipo que no está comprendido en esta enumeración. Así, el fenómeno que descu- 
brimos en la base de todos estos teoremas es la imposibilidad de dar una determina- 
ción efectiva de todos los conjuntos de enteros. 

Un fenómeno parecido encontramos en los teoremas de limitación leadas a la 
teoría de los modelos. El teorema de LÓWENHEIM-SKOLEN, generalizado por HENKIN, 
revela que siempre es posible hallar, para un sistema de una determinada capacidad, 
un modelo numerable. | 

Un sistema suficientemente capaz ofrece, sin duda, el procedimiento de repre- 
sentar el razonamiento de CANTOR, que establece la existencia de conjuntos no-nume- 
rables. Pero siempre es posible, sea situándose en el plano metateórico (como hace 
SKOLEM *), o insertando el sistema considerado en otro más capaz (como WANG en 
su jerarquía de sistemas *), obtener una enumeración de estos conjuntos. Así, un 
sistema formal nunca nos permite alcanzar lo no-numerable, al menos de manera 
absoluta. | 

La interpretación que da WANG del teorema de LÓwWENHEIM-SKOLEM subraya el 
papel que aquí desempeña también el razonamiento diagonal: como siempre se 
pueden enumerar las proposiciones de un sistema que pertenezcan a una cierta 
clase de proposiciones (por ejemplo, las que afirman la existencia de un conjunto de 
enteros), hay medio de definir un conjunto cuya existencia no puede, ciertamente, 


56 Este problema consiste en dar un procedimiento efectivo que permita determinar, para 
todo entero, si este entero pertenece o no a este conjunto. y : 

57 Véase $ 209. 

5 Véase $ 229. 


23 
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ser demostrada en el sistema. Así, ningún sistema formal puede dar una representa- 
ción de todos los conjuntos de enteros * 


El razonamiento diagonal nos hace rebasar lo decidible, pero al mismo tiempo 
nos impide alcanzar lo no-numerable. 


La existencia de modelos no-regulares (para los sistemas que contienen la teoría 
de los números enteros en una u otra forma) nos conduce por otro camino a esta 
misma limitación fundamental, como hace observar KLEENE *. 


Un sistema que contenga la teoría de los números enteros debe comportar un 
axioma (o un esquema de derivaciones) que corresponda al axioma de inducción. 
Considerado en su forma intuitiva, el axioma de inducción vale para todos los pre- 
dicados de enteros, es decir, para todos los conjuntos de enteros. Por el contrario, 
cuando se expresa el axioma de inducción en un sistema formal, este axioma sólo 
tiene validez para los predicados que sean representables en este sistema. Ahora 
bien, siempre es posible enumerar las expresiones de un sistema que representen 
predicados de enteros y, por consiguiente, enumerar los conjuntos de enteros que co- 
rrespondan a los predicados para los que el axioma de inducción del sistema con- 
siderado es válido. Se puede, entonces, definir un sistema que no está comprendido 
en esta enumeración. Así, hay, al menos, un predicado para el cual el axioma de in- 
ducción no es válido. Los axiomas de la teoría de los números enteros, tal como pue- 
den ser expresados en un sistema formal, no podrían, pues, facilitar una caracteri- 
zación adecuada de la sucesión de enteros. Por este motivo, los sistemas que contie- 
nen estos axiomas admiten modelos no-regulares. 


La existencia de estos modelos está ligada, en general, a la de proposiciones in- 
decidibles en los sistemas que contienen la teoría de números enteros. Dicha teoría 
contribuye así a precisar el alcance del teorema de GÓDEL. 


Este teorema revela, en efecto, que ningún sistema de este tipo puede propor- 
cionar una formalización adecuada de la Aritmética intuitiva. Por tanto, se impone 
esperar al hallazgo de modelos que no correspondan a lo que nos proponemos for- 
malizar; dado que estos sistemas sólo dan una imagen formal e incompleta de la 
teoría de números enteros, deben admitir interpretaciones en las cuales no se en- 
cuentra la estructura de la sucesión de enteros. Esto es, precisamente, la razón de la 
existencia de los modelos no-regulares. 


La semejanza del teorema de GÓDEL y el teorema de HENKIN sobre la satura- 
ción semántica de la lógica de predicados de orden w” indica de manera precisa 
en qué sentido la presencia de estos modelos está ligada a la de proposiciones inde- 
cidibles. Según el teorema de HENKIN, toda proposición de LFP-w válida en sentido 
general, debe ser derivable, y este resultado se extiende a las lógicas aplicadas de los 
predicados que contienen una formalización de la teoría de números enteros. Ahora 
bien, según el teorema de GÓDEL, existe en tales sistemas proposiciones indecidibles. 


5% Véase Ss 209. 
8% Véase KLEENE 16, págs. 429-430. 
Teorema XCIV (215). 
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Una proposición de este tipo no puede, por tanto, ser válida respecto a todos los 
campos de interpretación del sistema al que pertenece. Por consiguiente, se debe 
esperar a que los campos de interpretación de este sistema no sean todos isomorfos 
entre sí, y (puesto que el sistema está construido con la finalidad de encontrar una 
formalización de la teoría de los números enteros) debemos esperar a encontrar para 
este sistema campos de interpretación cuyo dominio de individuos no sea isomorfo a 
la sucesión de los enteros. 


Se puede comprobar, en general, que si todas las proposiciones de un sistema 
fuesen decidibles, la noción de validez en sentido general, y la de validez, en sentido 
regular, coincidirían Y. Entonces ya no sería necesario distinguir (por lo que se refie- 
re a la validez de las proposiciones del sistema) los campos de interpretación regulares 
de los campos de interpretación generales, ni, por consiguiente, los modelos regulares 
de los modelos no-regulares: unos y otros tendrían la misma significación. 


La existencia de proposiciones indecidibles explica, pues, el papel que desem- 
peñan los modelos no-regulares. Y, recíprocamente, la existencia de modelos no-regu- 
lares explica que una proposición indecidible pueda corresponder a un enunciado 
verdadero y que existan, por tanto, proposiciones válidas que no constituyan teore- 
mas. En efecto, esta propiedad sólo se da si se define el término válido teniendo 
solamente en cuenta los campos de interpretación regulares. Pero una proposición 
puede ser perfectamente válida respecto a todos los campos de interpretación regu- 
lares del sistema al que pertenece sin ser válida simultáneamente respecto a todos 
los campos de interpretación no-regulares que el sistema pueda admitir. Es el caso, 
precisamente, de las proposiciones indecidibles. Si se define la «validez considerando 
todos los campos de interpretación posibles (regulares y no-regulares), estas proposi- 
ciones dejan de ser válidas. 


Como las proposiciones indecidibles corresponden a enunciados aritméticos, 
podremos percibir más fácilmente este hecho considerando un campo de interpreta- 
ción general que contenga un sistema de números mo-regular; por ejemplo, el sis- 
tema 1, 2, ..., 4%. La proposición indecidible de GÓDEL no es válida en relación a 
este campo. Sólo sería válida si nos limitásemos a considerar, como dominio de indi- 
viduos del campo, la sucesión de los enteros. Entonces el cuantificador de universali- 
zación de la proposición 3* debería ser interpretado como representativo de un ente- 
ro cualquiera. Y tendríamos: Cualquiera que sea el número entero s, este entero no 
es el número-G de una derivación de la proposición 3* %. Pero si el dominio de 
individuos del campo es el sistema de números no-regulares considerado anteriormen- 
te, entonces el cuantificador de universalización de la proposición Y* debe interpre- 
tarse como representativo de un individuo cualquiera de este dominio. Y si este 
individuo es el objeto p, el enunciado correspondiente no es ya cierto. (Pues este 
objeto no puede considerarse ya como el número-G de una derivación). 


“2 Véase $ 257. 
“2 Véase $ 216. 
“* Véanse $$ 94 y 96. 
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MOSTOWSKI ha puesto de manifiesto que la proposición indecidible de GÓDEL 
puede considerarse como una proposición que caracteriza la clase de los enteros *. Si 
se interpreta el sistema utilizado en un campo de interpretación cuyo dominio de 
individuos es la sucesión de enteros, esta proposición será valida respecto a este 
campo. Pero si se utiliza un campo de interpretación cuyo dominio de individuos es 
un sistema de números no-regular, esta proposición ya no será válida respecto a este 
campo. 


La existencia de modelos no-regulares nos demuestra que un sistema formal pue- 
de admitir perfectamente modelos cuyo dominio de individuos no posee el tipo de 
orden del conjunto de los enteros (y esto es igualmente aplicable a los sistemas que 
contienen los axiomas de PEANO). Ciertos sistemas admiten solamente modelos de 
este tipo. 


Así, aunque el sistema formal nos circunscriba a lo enumerable, no determina 
univocamente el tipo de orden que admite (para los dominios de individuos de sus 
modelos). Por consiguiente, debemos considerar, además del tipo de orden de los en- 
teros, los tipos de orden correspondientes a los ordinales de segunda clase (es decir, 
los tipos de orden de conjuntos enumerables). 

Nada tememos que decir, en particular, de los hechos de limitación señalados 
por ROSSER y WANG * a propósito de los modelos no-regulares, pues estos se vincu- 
lan al corolario de GÓDEL y, a su través, al teorema de GÓDEL. 

En cuanto a los hechos de limitación propios de las lógicas combinatorias, hay 
que subrayar que no presentan sino cierta analogía con los restantes hechos de 
limitación (pues las lógicas combinatorias son de naturaleza muy particular). 


Las demostraciones de KLEENE y ROSSER utilizan evidentemente el procedimiento 
de la diagonal. Pero la demostración de CURRY utiliza un mecanismo completamente 
diferente %. Se puede hacer observar, en todo caso, que este mecanismo consiste en 
construir una expresión que se niega a sí misma y que no deja de tener analogía, 
por esta circunstancia, con los enunciados construidos sobre el modelo de EPIMÉ- 
NIDES. | 

La existencia de sistemas no-gódelianos no hace sino precisar las condiciones en 
que es aplicable el razonamiento de GÓDEL. — 

El sistema de MYHILL * es no-gódeliano, pues no comporta operador de negación 
ni cuantificador de universalización. El sistema con jerarquía de implicaciones de 
CHURCH * es no-gódeliano por carecer de procedimiento efectivo uniforme que 
permita determinar si una expresión del sistema es un operador de implicación; la 
noción de derivabilidad (y, correlativamente, la de no-derivabilidad) para este sistema 
no corresponde, pues, a una propiedad efectiva única y una de las condiciones que 
hacen posible la utilización del EPIMÉNIDES no está presente. 


es Véase $ 201. 
e Véase $ 218. 
7 Véase $ 222. 
es Véase $ 223. 
“% Véanse $$ 225 y 226. 
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En cuanto al sistema de WAN6 ”, si es no-gódeliano, se debe a que es indefinida- 
mente extensible y, por consiguiente, permite siempre, añadiendo nuevos procedi- 
mientos de razonamiento a un sub-sistema determinado, convertir en decidibles todas 
las proposiciones de este sub-sistema. 

Estas consideraciones nos llevan a precisar en qué sentido se puede afirmar de un 
sistema formal que es un lenguaje objetivado. 


Si los sistemas formales presentan limitaciones, es que se prestan al razonamiento 
diagonal; es, por tanto, que su estructura corresponde (siguiendo formas de corres- 
pondencia que difieren según el sentido que se atribuya a los elementos del sistema) 
a la del conjunto de las series de enteros. Este conjunto tiene la propiedad destacable 
de no agotarse por una enumeración, de ser en cierto modo indefinidamente exten- 
sible, y de no poder, sin embargo, conducirnos a una totalización efectiva de todos sus 
elementos. Lo que demuestra el argumento cantoriano de la diagonal, es en efecto que 
ninguna enumeración puede proporcionar todos los conjuntos de enteros positivos. 
Para poder concluir, como hace CANTOR, que el conjunto de los conjuntos de enteros 
positivos es no-enumerable, hay que suponer que existe un conjunto que contiene 
todos los conjuntos de enteros positivos, es decir, adoptando el punto de vista del 
infinito actual, rebasándose el punto de vista constructivo. Siempre que permanezca- 
mos dentro del ámbito de lo numerable, permaneceremos dentro de lo constructivo. 


Como hemos podido ver, el sistema formal nos lleva siempre a lo numerable. 
Pero al mismo tiempo nos obliga a ir más allá de lo decidible. Se puede decir, pues, 
que el dominio propio de las manipulaciones formales es el dominio de lo constructi- 
vo, mientras que lo constructivo se distingue, por una parte, de lo decidible y por otra 
de lo que podría llamarse, utilizando la denominación de WANG, lo trascendental ”. 


La noción de constructivo no tiene un sentido absolutamente riguroso. Esta no- 
ción quedó definida, al menos, de manera negativa, en cuanto que excluye las totali- 
zaciones infinitas y mo permite introducir el concepto de infinito sino en forma 
potencial. 


Sin embargo, y siguiendo a WANG, se puede proponer un sentido positivo de la 
noción de infinito identificando la noción de propiedad constructiva con la de 
propiedad representable en su sistema de estratificación interna (que corresponde en 
realidad a una teoría de conjuntos) ”. En este sistema, cada sub-sistema está caracteri- 
zado por un determinado ordinal, de la primera o segunda clase, que puede ser 
considerado como constructivo en el sentido siguiente: 


Partimos de una cierta clase Ch de ordinales que pueden considerarse como 
definidos constructivamente, por ejemplo, de la clase de ordinales constructivos en el 
sentido de CHURCH y KLEENE ””, es decir, ordinales que pueden caracterizarse por 
procedimientos recursivos. Se consideran entonces todos los ordinales que se pueden 


"* Véase $ 229. 

"* Véase WANG 11, pág. 263. 
- Véase $ 229. 
- ** Véase $ 182. 
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definir en uno de los sub-sistemas caracterizados por un ordinal de la clase Cl. En 
general, se obtiene así una clase Cl, más vasta que la clase Cl. Se considera después 
todos los ordinales que se pueden definir dentro de uno de los-sub-sistemas caracteri- 
zados por un ordinal de la clase Cl,. Y así sucesivamente. ( 

Lo que caracteriza lo constructivo es la posibilidad de ir ed vez más pS la 
noción de después. 

El campo original de aplicación de esta noción es el de los enteros. La sucesión 
de enteros puede caracterizarse, en efecto, mediante la noción de sucesor, y es sabido 
que se puede reconstruir toda la serie de enteros a partir de O mediante la ds 
exclusiva del operador de sucesión. 

Pero la serie de enteros no agota el campo de. aplicación de esta noción. En 
efecto, se puede, permaneciendo dentro del punto de vista constructivo, hablar del 
objeto que viene después de la serie de los enteros (el tipo de orden de esta serie), e 
incluso, de manera general, se puede hablar del objeto que viene después de una 
serie creciente infinita de ordinales (el tipo de orden de esta serie es el ordinal- 
límite). 


Pero lo que queda excluido de la posibilidad de una totalización que nos haría 
pasar, por ejemplo, de una enumeración cualquiera de conjuntos de enteros a la clase 
de todos los conjuntos de enteros, o de una enumeración cualquiera de ordinales de la 
segunda clase al conjunto de todos los ordinales de la segunda clase. 


236. SIGNIFICACIÓN Y LÍMITES DEL FORMALISMO. 
ESQUEMA DE UNA PROBLEMÁTICA DE INTERPRETACIÓN. 


Los teoremas de limitación corresponden a propiedades metateóricas. Si nos per- 
miten, en definitiva, caracterizar a los formalismos como estructuras constructivas, es 
en la medida en que se consideren, desde el exterior, como entidades susceptibles de 
prestarse a un análisis objetivo. (Así, el Teorema de LOWENHEIM-SKOLEM es un 
teorema metateórico: no significa que no sea posible representar en un sistema 
formal un conjunto no-numerable; significa que siempre será posible enumerar tal 
conjunto, a condición de que se considere desde el exterior del sistema). 

Tratemos de comprender mejor lo que da al sistema formal, tratado objetivamen- 
te (en el sentido que acabamos de exponer), el carácter de constructivo. 


Se puede considerar que los elementos que intervienen en un sistema formal 
corresponden a actos tematizados, perfectamente distintos unos de otros. En el len- 
guaje vivido, las intenciones significativas que subyacen en el discurso bañan en cierta 
manera las palabras que lo componen en una atmósfera de sentidos que hacen de 
éste instrumentos eficaces de expresión. Los elementos del discurso, en la medida 
en que se ven arrastrados en el movimiento de la palabra, no pueden ser considerados 
como realmente distintos entre sí; hay que hablar más bien que de una sucesión 
discreta de momentos, de una totalidad provista de significación que es modulada, 
mediante variaciones sintácticas y semánticas, según las articulaciones de sentido que 
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se proyecta entre ellas. Las partes del discurso se'envuelven, pues, unas en Otras, 
fusión de todos los elementos en una unidad que no tiene otro contorno ) que: el del 
acto'de expresión del que son sus portadores. 


En el lenguaje objetivado que constituye el sistema formal, por el contrario, el 
movimiento de la palabra se ha retirado, dejando los elementos del discurso valerse 
por sí mismos, en una dispersión que permite precisamente considerar a cada uno 
por su propia cuenta y someterlos a operaciones de numeración. Una vez que un 
objeto lingúístico es retirado de esta corriente viviente que liga las componentes del 
lenguaje a las fuentes del sentido, no puede ya considerarse sino como la traza de un 
acto que ha sido tematizado, como la referencia de una operación que no pertenece 
ya a la actualidad de la conciencia, sino que ha sido proyectada fuera de ella en el 
mundo de las cosas. 


Al mismo tiempo este acto puede considerarse como una pseudocosa, está opera- 
ción, que había sido anteriormente iniciativa de una conciencia, se transforma en un 
proceso exterior que se desarrollará entre objetos referenciables, entre los cuales se 
instauran relaciones perfectamente definidas e inmutables. 


Entonces es posible llevar su atención sobre una sucesión cualquiera de actos 
así tematizados; se puede incluso aplicar a una serie estrictamente finita de pseudo- 
cosas la operación de sucesión y construir así una sucesión infinita cuyos tér- 
minos ya mo representan sino tematizaciones posibles. (Así, cuando consideramos 
la serie de enunciados obtenidos aplicando un predicado dado a los enteros sucesivos). 
Se puede ir más lejos aún y considerar un acto que vendría tras de los demás actos 
de tal serie. (Así, cuando, conforme a la Regla de CARNAP *, se pasa de la serie de 
las proposiciones A(x) a la proposición (0) A (0), determinado de esta manera una 
nueva serie que tiene el tipo de orden w + 1). Y así sucesivamente. 


Así, pues, todo objeto formal puede ser considerado como el índice de una tema- 
tización, como la proyección al exterior de una etapa vivida de la conciencia. Unas 
veces esta etapa es la posición efectiva de un término determinado (como en el caso 
de un enunciado sobre un individuo determinado, por ejemplo, sobre un determinado 
entero), y otras evocación exclusiva de operaciones posibles (como cuando se considera 
una sucesión infinita de términos, o cuando se evoca el término que viene después 
de esta sucesión). Pero en sí misma, como etapa, pertenece a la actualidad, tiene un 
carácter efectivo. Hay que distinguir, por tanto, en cada etapa de la conciencia 
matemática, el contenido a que apunta y la realidad que posee cuando es observada. 

En su realidad propia de cosa observada, la conciencia matemática siempre será. 
efectiva; pero también puede apuntar a operaciones virtuales como a términos 
efectivamente dados. Ahora bien, no es el contenido de aquello que se persigue lo que 
se tematiza, sino la forma en que se hace; así, toda tematización posee una realidad 
efectiva que se inscribe en lo actual. Por este motivo todas las tematizaciones cuya 
imagen pueden ser representadas por los elementos de un sistema formal son homo- 
géneas entre sí; aunque, en las visiones que representan, unas se refieran a actos 
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que han sido planteados efectivamente y las otras sólo a posibilidades de efectuación, 
unas y Otras corresponden a etapas efectivas. En tanto que una tematización dada 
corresponde a un acto, puede ser, a su vez, tematizada, pero sólo en una tematización 
nueva. Así se puede ir de tematización en tematización, pero nunca es posible reem- 
plazar lo actual por lo virtual: toda evocación de lo virtual reposa necesariamente 
sobre lo actual. El sistema formal representa este suelo de actualidad a partir del 
cual el pensamiento matemático puede progresar en la exploración de lo virtual. 


Pero si es posible perseguir lo virtual en lo actual, nunca es posible hacer pasar 
todo lo virtual en la esfera de la actualidad. Esto supondría que se puede alcanzar 
efectivamente el término último de una serie infinita después de haber planteado 
efectivamente todos los términos, y esto supondría al mismo tiempo que se pueda 
hacer coincidir el acto en tanto que acto con lo que él pretende (mientras esta 
coincidencia no sea asegurada, subsiste, en efecto, un horizonte de virtualidad que 
no se reintegra a la actualidad). Pero se trata de condiciones irrealizables. 


Por este motivo no podrían concebirse tematizaciones que correspondan a la 
totalización de todas las tematizaciones posibles. Toda tematización perteneciente a 
lo actual debería fundarse en un acto de posición que agotaría de una vez todo el 
campo de lo posible; por así decir, debería saltar en un solo movimiento una serie 
de términos dentro de la cual se pudiese progresar a voluntad. Al mismo tiempo, 
debería sobrevolarse a sí misma puesto que, en tanto que acto, se situaría a sí misma 
en alguna parte de esta serie. Indudablemente, se puede concebir la posibilidad de 
una tal operación de totalización, pero no se puede cumplirla efectivamente y, por 
consiguiente, no se la puede tematizar. 


Por lo demás, el único sentido que podría tener sería el de correspondencia con 
una reflexión total. Pero la reflexión total es un concepto puro que sólo podría 
convertirse en realidad mediante una metamorfosis radical de nuestra experiencia. 

Son los caracteres de las estructuras de la conciencia, y singularmente los carac- 
teres de la temporalidad que pertenecen propiamente a la conciencia, los que arrojan 
luz sobre el fenómeno ante el que nos encontramos. | 

Si los elementos de un lenguaje objetivado pueden ser considerados como el 
resultado de una tematización, es que la conciencia no es actualidad pura: a medida 
que se desarrollan sus operaciones, escapa, por así decir, a sí misma en una dimensión 
del pasado, que sin duda permanece ligada al presente, pero que, por el hecho mismo 
de haberse retirado de esta coincidencia inmediata de sí consigo misma que define al 
presente, se presta a una serie reflexiva en la que las operaciones que, en un mo- 
mento dado, tienen ocupado el foco de la presencia, se dan como objetos a los que 
se puede situar a distancia y cuyas relaciones mutuas simbolizan en forma objetiva 
las relaciones vividas que las vinculan en el movimiento de la temporalización. Así, 
la operación de sucesión simboliza esta incesante caída en el pasado que pertenece 
a la estructura de temporalidad. 


Cada mueva operación abandona, a su vez, el campo de la presencia para re- 
unirse, en la objetivación reflexiva, con todas las que ya pertenecen a lo que no es. 
Aquí tenemos, en el desdoblamiento ininterrumpido del sí consigo que caracteriza el 
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movimiento de la temporalización (y que caracteriza al. mismo tiempo el movimiento 
de la reflexión), la fuente de esta posibilidad siempre abierta de un después que 
caracteriza las operaciones constructivas. 


Pero la estructura misma de la temporalidad excluye la posibilidad de una re- 
flexión total; no existe un momento que sería en sí mismo la recapitulación de 
todos los demás, un presente que absorbiese en sí mismo el pasado y el porvenir y 
que se dilatase a todas las dimensiones de la experiencia. El único presente que nos es 
accesible es un presente marcado de precariedad; basculando sin cesar en la no- 
actualidad de lo que ya no existe, está al mismo tiempo abierto a la no-actualidad 
de lo que no es aún; en su misma desaparición, no deja de anunciar lo que, reali- 
zándose, va a alcanzar su perpetua evanescencia. 


La noción de constructivo, que se manifiesta esencialmente ligada al dominio del 
formalismo, es como una proyección objetiva de esta estructura de la conciencia. Y 
esto no tiene nada de sorprendente, pues dicha estructura nos viene dada por un 
campo operatorio en el que volvemos a encontrar los vestigios de los actos que 
han debido ser efectivamente puestos. Lo único que permite añadir la transcripción 
formal a la sucesión efectiva de los actos es la representación de sus prolongaciones 
posibles. Esta representación lleva, primero, a la serie de los enteros, y posteriormente 
a los ordinales de segunda clase, deteniéndose en las fronteras de lo mumerable. 

Ahora podemos continuar las consideraciones desarrolladas en el $ 234 sobre 
la oposición de lo intuitivo y lo formal, tratando de ligarlas a lo que nos sugiere la 
noción de constructividad. 


Como se ha podido ver, el formalismo no puede comprender en su totalidad el 
contenido de la intuición y, en tal sentido, la idea de una formalización total debe 
considerarse irrealizable. Pero el lenguaje vivido, en el que se expresa la intuición, 
deja de ser, en ciertos momentos, eficaz; no permite controlar las significaciones que 
él mismo ha contribuido a crear, y su fecundidad llega a ser fuente de confusión. El 
pensamiento matemático se ve obligado entonces a suspender el uso del lenguaje 
vivido, proyectando las significaciones que sostiene en un cuerpo de expresiones 
dotado de una existencia autónoma, cortado de este movimiento viviente que penetra 
en el lenguaje natural y que constituye la esencia de la comunicación. Para mejor 
conseguir su objeto, se forja un instrumento que posee los caracteres de la cosa y que, 
sin embargo, proporciona algo parecido a un modelo tangible de sus propias ope- 
raciones. 


El lenguaje simbólico posee precisamente esta doble propiedad: de una parte 
se presenta como una exterioridad enteramente accesible a la percepción, y por otra, 
es capaz de representar las fases que se concatenan en el plano del pensamiento 
intuitivo. De este modo hace posible un análisis riguroso de estas fases, pero este 
análisis es solamente indirecto: no se refiere ya a los contenidos significativos que 
se elaboran en la intuición, sino sobre su representación formal. La elucidación del 
sentido se convierte en investigación metateórica. Para aclarar la confusión, el pensa- 
miento matemático recurre mo ya a un método de reflexión, sino a un método de 
objetivación; para criticarse, no trata de reconceptualizarse en su acto mismo, sino 
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que se esfuerza en trasponer sus Operaciones dentro de una estructura objetiva y 
resolver las dificultades ante las que tropieza, imponiendo a esta estructura propieda- 
des adecuadas. Así vuelve a encontrar, con la instauración del sistema formal, la 
eficacia perdida: como el sistema formal se compone de entes que se presentan de 
manera explícita o que es posible obtener por medio de procedimientos efectivos, 
se puede hacer una descripción exacta y sistemática, se pueden someter a un control 
riguroso las expresiones que permite construir. | 


Pero es precisamente por este motivo por lo que los sistemas formales se en- 
cuentran sometidos a limitaciones internas; estas limitaciones se suscitan, como se ha 
podido ver, de la estructura misma de los sistemas formales. 


El éxito de la empresa es, por tanto, solamente parcial: la proyección en la 
objetividad procura un'mínimo de rigor, pero éste es siempre relativo respecto de 
un sector limitado del campo intuitivo. 


No podemos proponernos abolir el trabajo de la intuición. El formalismo, una 
vez constituido, tiene su conciencia propia y autoriza manipulaciones autónomas, 
pero sólo provisionalmente; su sentido continúa siendo relativo al campo de la 
intuición del que se ha desgajado. Hay un momento de la interpretación del que no 
se puede hacer totalmente abstracción. 


Pero, en definitiva, ¿cómo está relacionado el formalismo con la intuición ? 


La intuición comienza, ciertamente, por lo constructivo, se caracteriza por ser 
algo abierto: después de un entero siempre vienen otros, después de todo ordinal 
de la segunda clase siempre existen otros; después de todo conjunto de enteros 
siempre habrá otros conjuntos de enteros. Ninguna enumeración agota lo que es 
accesible al pensamiento constructivo, y, sin embargo, este pensamiento queda siem- 
pre dentro de lo enumerable: tras de haber determinado un objeto que no encaja 
ciertamente en una enumeración dada, es posible determinar una nueva enumeración 
en la que este objeto esté incluido, y así sucesivamente. Esta potencialidad que la 
intuición encuentra inscrita en sus distintas etapas es la manifestación de algo 
inagotable: siempre es posible rebasar todo término efectivamente accesible. Así, 
pues, esa potencialidad determina una especie de horizonte que nunca se da en 
forma actual, a la manera de los términos que se pueden efectivamente alcanzar y 
describir y que, sin embargo, se da implícitamente con cada término. Este horizonte 
es en cierto modo lo que existe de más presente, pues hace posible la percepción de 
todo lo que puede hacerse presente a la intuición. Se trata, por tanto, de una com- 
ponente necesaria de la estructura de la experiencia matemática, 


Es posible entonces, para el pensamiento intuitivo, representar este horizonte 
mediante una especie de operación de pase al límite, como uno de los objetos dados 
explícitamente por la experiencia. Esto es lo que ocurre cuando se adopta el punto 
de vista del infinito actual y cuando se habla de los conjuntos no-numerables. 


No se suprime, por tanto, el horizonte que acompañaba y hacía posible el des- 
pliegue del pensamiento constructivo. En el dominio de la aritmética cantoriana se 
da también la presencia de esta misma potencialidad indefinida que hace posible el 
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engendramiento de las clases sucesivas de los ordinales transfinitos. Reduciendo el 
horizonte a: un término objetivo actualmente. dado, no se la destruye: simplemente, 
se la hace retroceder. Y la operación se prosigue hasta un punto en que se choca con 
las contradicciones de. la teoría de conjuntos, es decir, hasta el momento en que, 
pretendiendo hablar de la totalidad de todos los conjuntos o todos los ordinales, se 
trata, totalizando todos los objetos matemáticos concebibles, de abolir esta estructura 
de horizonte que continúa siendo, sin embargo, una condición estructural del pensa- 
miento matemático. Las contradicciones que surgen ponen de manifiesto la confusión 
en que se ha incurrido y los límites de la conceptualización en lo que concierne a la 
noción de infinito. | 


Entonces se hace necesario, a fin de desembrollar la situación confusa en la que la 
intuición se ha visto arrastrada, recurrir a la formalización. El pensamiento matemá- 
tico no puede ser eficaz sino en la medida en que se vincule a condiciones rigurosas 
de realización. Y es en el dominio de lo formal donde se encuentran estas condicio- 
nes. Desde este momento sólo se reconoce la existencia matemática allí donde los 
objetos pueden ser representados en un formalismo no contradictorio. 


Pero el formalismo es el dominio de la construcción. Es ésta precisamente la que 
le infunde eficacia y al mismo tiempo la que marca sus límites. En la medida en que 
se circunscribe a lo constructivo, el pensamiento es capaz de dominar perfectamente 
su Objeto. Pero, al mismo tiempo, por el hecho de que lo constructivo comporte en sí 
la indicación de una potencialidad indefinida, siempre ofrece el medio de desbordar 
las representaciones que ha permitido construir. Así el sistema formal se ve arrastrado 
a una especie de transgresión indefinida de sus límites, que se manifiesta de manera 
negativa por los hechos de limitación, y positivamente por la posibilidad de construir 
sistemas indefinidamente extensibles. 


El formalismo en sí, al pertenecer a lo constructivo, se ve englobado en esta 
estructura de horizonte que acompaña al pensamiento constructivo. Este es el motivo 
de su penetración en lo intuitivo. Si la superación de la intuición hacia lo formal 
queda como condición indispensable de la realización de un pensamiento que no 
puede alcanzar sus objetos más que por Operaciones constructivas, lo formal no puede 
ser separado de su enraizamiento en la intuición ”. 


"> Esto no quiere decir que el sentido de los objetos formales dependa de una intuición 
previa. El formalismo, una vez constituido, queda independizado de las fases intuitivas que 
han podido preparar su aparición. Y desde el punto de vista del análisis formal, no es ne- 
cesario interrogarse sobre lo que es anterior a la formalización. Las investigaciones metateóricas 
se centran sobre los sistemas tal como se presentan y estudian sus propiedades intrínsecas. Cuan- 
do más, será posible plantearse el problema de la aplicación de las investigaciones formales 
y preguntarse en qué medida tal o cual sistema formal puede ser útil para tal o cual fin. 


Si se habla de un enraizamiento de lo formal en la intuición, es desde el punto de vista 
de una reflexión sobre el formalismo considerado como un momento de una determinada 
empresa del pensamiento. Sólo cuando intentamos reemplazar el formalismo en la totalidad 
de la experiencia se trata de comprender su función respecto al proyecto global del conoci- 
miento, se puede tratar de comprender su función respecto al proyecto global del conocimiento, 
interrogarse sobre su génesis y elucidar, de una parte, la relación en que se encuentra con los 
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Por este motivo queda vinculado al horizonte de que antes hablábamos. Este 
horizonte permanece necesariamente exterior, pero al mismo tiempo está en la fuente 
de su significado. Si lo formal no comprende lo intuitivo, es que el horizonte de 
lo constructivo desborda siempre las construcciones que se hayan podido efectiva- 
mente construir. 


La verdad del platonismo radica en que representa bajo forma de existencias 
ideales una estructura real de la experiencia, pues se pueden interpretar las afirma- 
ciones de existencia concernientes a las clases y a los conjuntos infinitos como sim- 
ples indicaciones que abren a la investigación nuevas perspectivas. Estas afirmaciones 
no representan sino la proyección, dentro de los entes ideales a que se presta la 
consistencia de los objetos construidos, de esta especie de llamada incesante que no 
termina munca de requerir al pensamiento para nuevas prospecciones. 


Si el sistema total es irrealizable es porque la experiencia matemática se despliega 
sobre el fondo de un horizonte inagotable. Este horizonte, al ser condición de posibili- 
dad de la experiencia y de lo representable, sólo puede ser pensado como condición 
de posibilidad. (Es más, sólo puede ser pensado en el seno de una reflexión que, 
adoptando como objeto la misma experiencia matemática, se encuentra necesariamente 
en discontinuidad con ella). Por consiguiente, no puede ser representado este ho- 
rizonte. Lo que pertenece a la estructura de lo constructivo, en tanto que tal, no 
puede ser conseguido en una construcción, pues una condición no puede presupo- 
nerse a sí misma. Si es cierto que la estructura de lo constructivo simboliza la de la 
temporalidad, la imposibilidad del sistema total se une a la imposibilidad de la 
reflexión total. 


La experiencia matemática sólo manifiesta caracteres que pertenecen a la expe- 
riencia humana como tal. No podemos acceder a una presencia pura. “Tanto en 
nuestro propio ser como en el mundo que nos ha sido dado y en la manera que nos 
ha sido dado existe una irreductible opacidad sobre la que intentamos perpetuamente 
ganar terreno sin poder abolirla. La presencia siempre está mezclada de ausencia y 
la positividad de negatividad. Hay una claridad que nos es accesible, pero siempre 


estratos más elementales de la experiencia y, por otra, el papel que desempeña respecto a 
los ideales implícitos de la ciencia. 

Cuando se examinan desde este punto de vista los hechos de limitación, se percibe que 
hacen aparecer, en el mismo interior del formalismo, una referencia a una fuente de eviden- 
cia que desborda el formalismo. A la vez porque se constituye partiendo de intuiciones y 
porque indica un horizonte de realidad que nunca llega a alcanzar, el formalismo remite a una 
capa de experiencia que sostiene, por así decir, sus resultados y alimenta su significación. Se 
constituye como formalismo dentro del movimiento mediante el que se separa de este soporte 
y conquista su autonomía, pero este movimiento sólo es posible en la medida en que la intui- 
ción no deje de proporcionar al formalismo el fundamento a partir del cual se erige y en el 
que funda su consistencia. 


La vida del espíritu posee una unidad que le es propia; sus diferentes momentos no están 
separados entre sí de manera absoluta. Cuando se trata de comprenderle según su unidad, no 
se puede dejar de captar las relaciones de fundamento que ligan entre sí estos diferentes mo- 
mentos, y en particular —por lo que nos ocupa— la relación que liga al campo de intuición 
al de la formalización y que funda el segundo sobre el primero. 
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vacilante, y lo que se revela es al mismo tiempo lo que se disimula. Nunca conse- 
guimos captar el ser, sino sus manifestaciones. 


La experiencia matemática no puede, por consiguiente, llenar esta distancia que 
separa lo formal de lo intuitivo, las construcciones posibles del sistema total, el infi- 
nito potencial del infinito actual. El pensamiento matemático sólo puede progresar 
en el descubrimiento de su objeto apoyándose sobre construcciones; lo que puede 
captar del objeto está en el formalismo que lo representa. Pero este objeto desborda 
siempre infinitamente las formas en las que se presenta. El ente matemático no se 
agota en sus manifestaciones. 


Hay que ver en este rodeo, forzoso por los dominios de lo operatorio, la condición 
de un pensamiento acabado que siempre se toma en la sucesión de sus actos y que no 
puede llegar a una plena caridad sobre sí mismo mi a una plena comprensión de sus 
objetos. No hay ni creación del objeto ni intuición adecuada de sus propiedades, 
sino acto de descubrimiento ligado a un perfeccionamiento progresivo de los ins- 
trumentos que los hace capaces de mostrar una realidad que los trasciende. 


Sería preciso, para prolongar estas observaciones, precisar el modo de funciona- 
miento de un pensamiento ligado a operaciones efectivamente realizables y, por otra 
parte, la relación que une el ser matemático a sus manifestaciones, haciendo aparecer, 
a partir de éstas, la huella en la experiencia matemática de la finitud del ser humano. 

Así nos veríamos llevados a una elucidación de la estructura de la existencia hu- 
mana en general. 

Está en la naturaleza de una existencia finita el no poder alcanzar las realidades 
fundamentales, sino en un acto de descubrimiento que sólo muestra sus manifesta- 
ciones. Y, recíprocamente, las realidades fundamentales sólo pueden revelarse a una 
existencia finita a través de figuras siempre inadecuadas. 


NoTA 1 


RESUMEN DE LA MEMORIA DE GÓDEL 
SOBRE LAS PROPOSICIONES INDECIDIBLES 


La célebre Memoria de GÓDEL sobre las proposiciones indecidibles* se divide en 
cuatro parágrafos: 


— El primero da una idea sumaria del Teorema Principal e indica el mecanismo 
de su demostración. 

— El segundo da la descripción del formalismo esdiado por GÓDEL y una de- 
mostración completa del Teorema Principal. 

— El tercero establece dos corolarios importantes de este Teorema, uno relativo 
a las proposiciones aritméticas y dl otro a la lógica de predicados de primer 
orden, 


— El cuarto establece el Teorema de la E de la no- contradicción del 
sistema. | 


Nosotros seguiremos la disposición de la Memoria de GÓDEL en lo que concierne 
a la división en parágrafos. Pero, por razones de claridad de exposición, introducire- 
mos en el interior de los parágrafos subdivisiones que no figuran en la Memoria de 
GÓDEL. 


237. INTRODUCCIÓN. 
El contenido de este parágrafo ha sido expuesto, con algunas modificaciones en 


la notación, en nuestro $ 72. 
GÓDEL designa el sistema formal que utiliza mediante la letra P. 


238. TEOREMA PRINCIPAL, 


Este parágrafo consta de tres partes: 
1) Descripción del sistema P. 


1 GÓDEL 3. 
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2) Aritmetización y teoremas de la representación en P de un cierto número de 
propiedades y de operaciones metateóricas de P. 
3) Enunciado y demostración del teorema y observaciones al respecto. 


1. Descripción del sistema P. 


1.1. Morfología del sistema. | 

Describiremos con el mayor detalle esta parte, para indicar de manera precisa 
cuál es la terminología utilizada por GÓDEL ?. 

1.1.1. Signos fundamentales *. 

1.11.1. Constantes: —, VW, 1L, 0, f, ()4 

111.2. Variables del primer tipo: Xx, Y1, 21, ...- 

1.11.3. Vartables del segundo tipO: X2, Ya, Za, .... 

1.114. Variables del tercer tip0: %Xz, Y3, Za, ...- 

Y así sucesivamente para todo número natural. 

1.12. Categorías de expresiones. 

1.12.1. Signos de primer tipo *. 

Son las combinaciones de signos de la forma: a, fa, ffa, ..., donde a es O o una 
variable del primer tipo. 

Si a = O, se hablará de signo de número. 

1.12.2. Signos del n-ésimo tipo, para m > 1%, 

Para n > 1, se entiende por signo del n-ésimo tipo lo mismo que por variable 
del n-ésimo tipo. | 

1.12.3. Fórmulas elementales ”. | 

Una combinación de signos de forma a(b), donde b es un signo del n-ésimo 
tipo y a un signo del (nr + 1)-ésimo tipo, es una fórmula elemental. 

1.124. Clase de las fórmulas: es la menor clase que contiene todas las fórmulas 
elementales y que contiene, al mismo tiempo que las fórmulas a y 5, las fórmulas 
— (a), (a) V (6), x; 11 (a)”. 

1.12.5. Proposiciones: fórmulas en las cuales no existen variables libres *. 

1.12.6. Signos de relación de n argumentos: fórmulas que llevan n variables 
libres del primer tipo y ninguna otra variable libre. 

112.7. Signos de clase: signos de relación de 1 argumento. 


” La comparación de esta nota con la Sección 2-11I mostrará en qué medida mos hemos 
apartado de GóDEL en terminología y elección de signos. 

2 En toda esta nota, las expresiones impresas en itálicas traducen expresiones de GODEL. 

% El símbolo II es el cuantificador de universalización; debe ser precedido por la indica- 
ción de la variable a la que afecta. Por ejemplo, x, 11 (4) debe leerse: para todo xi, se tiene (4). 

El símbolo f designa la función secesor. 

5 Correspondiente a los términos del $ 77. 

Los signos de número corresponden a las cifras del $ 77. 

* Corresponden a las expresiones del n-ésimo tipo del $ 77. 

* Corresponden a las proposiciones elementales del $ 77. 

$ Las fórmulas corresponden a las proposiciones del $ 77. 

* Corresponden a las proposiciones cerradas del $ 77. 
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113. Signos introducidos como abreviaciones : 
=, (Ex), =>. =". 


1.2. Parte axiomática. 

Los axiomas están formulados por medio de esquemas. 

Estos esquemas (a diferencia de los símbolos utilizados) son los de nuestro $ 79. 

Las reglas se formulan implícitamente en la siguiente definición: una fórmula c 
se denomina consecuencia inmediata de a y de b si a es una fórmula (— (b) V 0), 
de a si c es la fórmula v IL(a), donde v es una variable cualquiera. 

Clase de fórmulas demostrables: es la menor clase que contiene los axiomas y 
que es saturada respecto a la relación de consecuencia inmediata. 


2. Arittmetización del sistema P y teoremas preparatorios. 


2.1. Aritmetización del sistema P. 


Se asocia biunívocamente números enteros a los signos fundamentales, a las 
fórmulas y a las series de fórmulas de P*. La correspondencia así definida permite 
asociar una relación metateórica a una relación entre números enteros. 


2.2. Introducción de las funciones recursivas. 


Definición de la noción de función recursiva de números enteros Y mediante el 
esquema de recursión primitiva, del esquema de sustitución y de las dos funciones 
constante y sucesor, 

Definición de la noción de relación recursiva entre números enteros * 


2.3. Teoremas sobre las funciones y relaciones recursivas. 

Enunciado y demostración de cuatro teoremas (Teorema 1 a IV) sobre las fun- 
ciones y relaciones recursivas, que serán utilizados para demostrar los teoremas de la 
sección siguiente. Estos cuatro teoremas son los de nuestro $ 86 (1(86)) a IV(86)). 


2.4. Definiciones recursivas de un cierto número de concepciones metateóricas. 

Se definen cinco propiedades de enteros y después (a su través) cuarenta pro- 
piedades metateóricas que pueden expresarse bajo forma de relaciones entre números 
enteros o funciones de números enteros. | 

Todas estas funciones y estas relaciones entre números enteros están definidas 
de tal manera que, mediante la simple aplicación de los teoremas de la sección 
precedente, se puede afirmar que son recursivas. Se ve en particular que todas las 
categorías de expresiones del sistema P pueden expresarse por funciones o relaciones 
recursivas. Igualmente, las propiedades ser un axioma, ser consecuencia immediata 
(de una o dos fórmulas dadas), ser una figura de demostración (ser una serie de 
fórmulas cada una de las cuales es un axioma o consecuencia inmediata de fórmulas 


1* Los signos > y = corresponden a los > y <> del $ 78. 

11 El procedimiento utilizado es el descrito en el $ 84. 

12 G6óDÉL habla simplemente de funciones recersivas. En realidad se trata de funciones re- 
cursivas primitivas. 

1% Esta noción corresponde a la de predicado recursivo (primitivo) del $ 60. 
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que la preceden), ser una demostración de una fórmula dada, se Ein mediante 
relaciones recursivas. 


Se define, en fin, la propiedad ser una fórmula deaiable de la que no se 
puede afirmar que se exprese mediante una relación recursiva. 


2.5. Representación de las relaciones recursivas en P. 


Enunciado y demostración de un teorema (Teorema V) que afirma que toda 
relación recursiva es defimible en P (mediante un signo de relación de P) *. 
Este teorema corresponde al lema de nuestro $ 90 (enunciado V(90)). 


3. Teorema principal y observaciones. 


3.1. El teorema principal y su demostración. 

Sea k una clase de fórmulas. Se denomina Flg(x) (Folgerungsmenge von 
k) al menor conjunto de fórmulas que contiene todas las fórmulas de k y todos los 
axiomas, y es cerrada respecto a la relación de consecuencia immediata. Será w-n0- 
contradictorio * si no existe ningún signo de clase a tal que Flg(x) contenga a la vez 
todas las fórmulas [x,/mja* (para cualquier 2) y la fórmula Neg (v Gen a)”. 

El teorema (Teorema VI) se enuncia como sigue : 


(XCIX) A toda clave recursiva Y w-no-contradictoria de fórmulas, se puede hacer 
corresponder un signo de clase + tal que ni v ni Neg (v Gen r)" pertenezcan a 
Flg(x). 

Sigue la demostración. El desarrollo de nuestros $$ 93, 95 y 96 sigue en lo 
esencial la demostración de GÓDEL. 


23.2. Observaciones sobre este teorema. 


3.21. Si se pe dar una decisión formal (mediante la clase k) de la propo- 
sición y Gen r*, se podría demostrar efectivamente una v-contradicción. 


3.22. Observación proponiendo una utilización algo diferente del Teorema V, 
permitiendo formular de otra manera el Teorema VI 


3.23. Si k no es w-no-contradictorio sino solamente nmo-contradictorio, no se 
puede afirmar la existencia de una proposición indecidible, sino sólo la de una 


"* GODEL utiliza el término defimsble en el sentido definido en el $ 190. 

'5 La expresión no-contradictorio corresponde a la expresión coberemte del $ 35. La expre- 
sión w-20-contradictorio corresponde a la expresión w-coberemte del $ 36. 

16 Esta notación designa la expresión obtenida reemplazando la variable libre x, de « ADOS el 
signo de número correspondiente al entero 7. | 

17 Esta notación sintáctica designa la expresión obtenida ligando la variable 4 por un cuan- 
tificador de universalización y haciendo preceder de él la fórmula obtenida del signo de ne- 
gación. | 

15 GÓDEL entiende por esto una clase que puede definirse por una relación recursiva. 

1% Por estas notaciones sintácticas, GODEL designa, respectivamente, las fórmulas (x,) r (x,) 
y “— (x,) r (x,), que se pueden formar'a partir de la fórmula r (x,), utilizando el cuantifi- 
cador de universalización y después la negación. 

“0 Fs decir: demostrar efectivamente que se puede derivar o refutar esta proposición a 
partir de los axiomas de P y de la clase k. 
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propiedad para la que no se pS dar contraejemplo ni demostrar que conviene a 
todo número. 

3.24. Se puede « construir, a partir de una clase recursiva w-no-contradictoria, otra 
clase que es no-contradictoria pero no «w-no-contradictoria. Basta con añadir a k la 
proposición Neg (v Gen r), que no pertenece a Flg(x). 

3.25. Existe al menos una clase k recursiva y w-no-contradictoria que sólo con- 
tiene un número finito de fórmulas. Esto basta para demostrar que, aun utilizando el 
axioma de elección y la hipótesis generalizada del continuo, no se puede hacer 
decidibles todas las proposiciones de P (con tal que estas hipótesis no supriman la 
w-no-contradicción). 

3.26. La demostración del Teorema VI reposa esencialmente en las dos hipótesis 
siguientes : 


1) La clase de los axiomas y la relación de consecuencia inmediata son definibles 
recursivamente *. 


2) Toda relación recursiva es definible en P (en el sentido del Teorema V). 


En tales condiciones, todo sistema que verifique estas dos hipótesis y que sea 
w-no-contradictorio, existen proposiciones indecidibles de la forma (x) F (x), donde F 
es una propiedad recursivamente definida de números enteros. Y lo mismo sucede 
para toda extensión de tal sistema obtenido añadiéndole una clase recursivamente 
definible w-no-contradictoria de axiomas. 

Entre tales sistemas tenemos los de la Teoría de conjuntos de ZERMELO-FRAENKEL 
y de VON NEUMANN, y los sistemas de axiomas de la teoría de números ”. 


239. (OTROS TEOREMAS SOBRE LAS PROPOSICIONES INDECIDIBLES, 


En este parágrafo GÓDEL establece varios teoremas que están emparentados con 
su ESTE elias ol 


1. Teorema sobre las relaciones arttméticas. 


Se dice que una relación es aritmética si se la puede definir únicamente mediante 
funciones de adición y de multiplicación, y de las constantes lógicas —, V, (x), =, 
pudiendo aplicarse solamente estos dos últimos signos a números enteros. Una 
proposición constituida únicamente por medio de estas componentes se denomina 
artimética, 

Así tenemos en teorema (Teorema VII): 


(C) Toda relación recursiva es aritmética, 
La demostración se realiza por inducción estructural ”. 


“1 Es decir: pueden definirse mediante predicados recursivos. 
” Tales como el sistema LEN del $ 129. 
* Véase $ 32. 


1) 
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2. Teorema sobre las proposiciones aritméticas indecidibles, 


Como toda proposición de la forma (x) F (x), donde F es una propiedad recursi- 
vamente definida, es equivalente a una proposición aritmética (en virtud del teorema 
precedente) y esta equivalencia puede ser demostrada en P, tenemos el (Teorema 
VID: 


(CD) En todo sistema formal obtenido a partir del sistema P (o de uno de los 
sistemas de axiomas de la teoría de conjuntos) añadiéndole una clase recursivamente 
definible w-no-contradictoria de axiomas, existen proposiciones indecidibles *. 


3. Teorema sobre el cálculo restringido de funciones. 


Aquí se dan los siguientes dos teoremas : 


3.1. Teorema IX. 


(CID) En todos los sistemas formales anteriormente descritos se dan proble- 
mas indecidibles del cálculo. restringido de funciones, es decir, proposiciones de este 
cálculo cuya validez no se puede demostrar y para las que no se pueden encontrar 
contraejemplos, 


3.2. Teorema X. 
(CHI) Todo problema de la forma (x) F (x), donde F es una propiedad definida 


recursivamente, puede reducirse al problema decidir el carácter realizable de una 
proposición del cálculo restringido de funciones *. 


240. TEOREMA SOBRE LA DEMOSTRACIÓN DE NO-CONTRADICCIÓN DE P. 


En este parágrafo, GÓDEL establece un teorema (Teorema XI) que es, en suma, 
un corolario de su Teorema Principal, y que trata de la no-contradicción del sistema P 
y de sus extensiones. 


1. Enunciado y demostración del teorema. 


(CIV) Sea k una clase no-contradictoria recursiva cualquiera de fórmulas. La 
proposición que expresa que k es no-contradictoria no es k-demostrable *. 


En particular, la no contradicción de P no es demostrable en P (basta con tomar 
para k la clase vacía de fórmulas), a condición de que P sea no-contradictoria (en 
caso contrario, se puede demostrar cualquier cosa). | 


*1 Este teorema ha sido formulado casi en la misma forma en el $ 124. 

“5 En el $ 238, en 3.26. | 

26 Este teorema y el precedente han sido formulados en forma ligeramente distinta en 
el $ 124. | 

27 Una proposición se dice k-demostrable si pertenece a Flg (x). 
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La demostración de este teorema se puede hacer según el mecanismo indicado en 
el $ 127*%. 


2. Observaciones sobre este teorema, 


2.1. La demostración del Teorema XI es constructiva, puesto que permite, desde 
el momento en que disponemos de una demostración en la clase k de la proposición 
que expresa que k es no-contradictoria, derivar efectivamente una contradicción en k. 


2.2. El teorema se extiende fácilmente a los sistemas de axiomas de la teoría de 
conjuntos. 


2.3. Estos resultados no contradicen en absoluto el punto de vista de HILBERT. 
Este demanda simplemente que se efectúe la demostración de no-contradicción con 
medios finitos. Pero mosotros podemos suponer que existen demostraciones finitas 


que no pueden ser representadas en P (o en los sistemas de axiomas de la teoría de 
conjuntos). 


2.4. En el Teorema principal (Teorema VI) se puede reemplazar la hipótesis de 
la k-no-contradicción por la siguiente: la proposición que expresa que la clase k 
es contradictoria no es k-demostrable. 


=$ En el $ 127 se ha considerado de una vez la no-contradicción de P y no la no-contradic- 
ción de una clase recursiva cualquiera de fórmulas. Pero el mecanismo de la demostración 
es exactamente el mismn. 


Nota Il 


LAS EXPOSICIONES NO-TECNICAS 
DEL TEOREMA DE GODEL 


Existen varias exposiciones no-técnicas del “Teorema de GÓDEL. Estas exposicio- 
nes no se proponen reemplazar la demostración de GÓDEL por demostraciones más 
simples, sino hacerse comprender lo esencial de esta demostración, sin alcanzar pleno 
rigor. Es útil decir algo sobre estas demostraciones, ante todo porque aclaran el 
mecanismo fundamental de la demostración de GÓDEL, y después porque éstas permi- 
ten comprender a qué aberraciones se puede llegar si no se sigue el procedimiento de 
GÓDEL en todas sus articulaciones. Estas exposiciones no se presentan como demos- 
traciones, sino solamente como esbozos de demostraciones, por lo que es arriesgado 
tomar un esbozo por el objeto mismo que trata de representar, y apoyarse sobre ellos 
para elaborar una crítica que sólo tendría valor si este esbozo estuviese dotado de un 
tigor que no persigue. 


241. EXPOSICIÓN DE GODEL. 


Ha sido el mismo GÓDEL el primero en dar una exposición no-técnica de su 
teorema en el primer parágrafo de su Memoria sobre las Proposiciones Indecidibles *. 
Esta exposición ha sido reproducida con ligeras variaciones en el $ 72. La exposición 
en cuestión no tiene sino un carácter meramente introductorio. 

Pero existen otras exposiciones que forman parte de memorias o de obras no- 
técnicas, y cuyo fin es meramente descriptivo. La principal es la de RossÉRr ?. 


242. EXPOSICIÓN DE ROSSER. 


1. Preliminares. 


ROSSER indica en primer lugar las principales hipótesis implicadas por el Teore- 
ma de GÓDEL ”. 


1 GóDEL 3, págs. 174-176. 

” ROSSER 5. | 

3 ROSSER no da todas las hipótesis del teorema, sino solamente las que juzga indispensa- 
bles y que se ve obligado a llevar a su exposición. Este cuadro de hipótesis se puede comparar 
al más completo de los $8 107 y 108. 
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1. Se distingue una lengua formalizada LF, a la que se aplica el Teorema, y una 
lengua LB en la que se hace la demostración (metalengua) y que no es necesario que 
esté formalizada. Las expresiones de LF se pueden expresar en LB de tal manera 
que a las proposiciones de LF correspondan enunciados de LB. 

2. LF lleva un operador de negación, —, que se interpreta haciéndole correspon- 
der la operación lógica de negación (en LB). 

3. LF lleva expresiones que corresponden (biunívocamente) a los enteros y 
símbolos que desempeñan el papel de varzables. Si A es una proposición de LF que 
contiene una variable Ó y que corresponde a un enunciado A de LB que contiene la 
variable X, y si B es la proposición que se obtiene a partir de A reemplazando O 
por una expresión correspondiente al entero m, entonces B corresponde al enunciado 
B que se obtiene a partir de Á sustituyendo en él la sustitución correspondiente 
(reemplazando X por 1). 

4. Es posible describir una clase particular de proposiciones de LF que se de- 
nomina la clase de proposiciones derivables de LF. 

5. LF contiene un operador de implicación, —, que se interpreta haciéndole 
corresponder la expresión lógica sí .... entonces. | 

Y la noción de proposición deiivabla se define de tal manera que, si las propo- 
siciones Á y A —> B son derivables, la proposición B lo es también. 

Ros recuerda después el principio del método de aritmetización y las conse- 
cuencias que comporta la utilización de este método. Si P* es un predicado meta- 
teórico de un elemento Ec de LF, se puede encontrar un predicado aritmético P tal 
que el elemento Ec cumple el predicado P* si, y solamente si, el número e 
asociado a Ec cumple el predicado P. 


2. Lema fundamental. 


Expuestos estos preliminares, ROSSER considera tres formas del Teorema de 
GOÓDEL: la forma de GÓDEL *, la de ROssER* y la de KLEENE ', | 


Las dos primeras pueden demostrarse partiendo de un lema fundamental” que 
enuncia el fenómeno de la circularidad siguiente: mediando ciertas condiciones, se 
puede encontrar en LF proposiciones que afirmen de sí mismas una determinada 
propiedad. Este lema utiliza la función abreviada de sustitución Sbs?. 


LEMA 1. (CV) Sea P el predicado aritmético correspondiente al predicado 
metateórico P*. Supongamos que el enunciado X posee la propiedad de P y la fun- 
ción Sbs estén representadas en LF. En tal caso se puede encontrar una proposición 
A de LF cuyo námero-G es a, y que representa en LF el enunciado: a tiene la pro- 
piedad P. 


“ Véase $ 91. 

5 Véase $ 117. 

* Véase $ 115. 

” Este lema de ROSSER no debe contundise: con el lema de GOóDEL del $ 90 (enuncia- 
do V (90)). 

$ Véase $ 92. 


Exposiciones no-técnicas del Teorema de Gódel 377 


La proposición A expresa, pues, de sí misma que tiene la propiedad P*, 

DEMOSTRACIÓN.—En virtud de las hipótesis, el enunciado Shbs XX tiene la pro- 
piedad P es representable en LF por medio de una proposición B que contiene una 
variable O, 

Sea b el número-G de B. 

Sea A la proposición que se obtiene eplaaall en B la variable O por la 
expresión de LF que corresponde a b. Esta proposición A representa en LF el enun- 
ciado: Sbs b hb posee la propiedad P. 

Pero Sbs bh h es el número-G de A. Esta proposición A tiene, por tanto, las propie- 
dades anunciadas. 


3. Demostración de la forma original del Teorema de GOÓDEL. 


Este lema permite demostrar cómo sigue la formal original del Teorema de 
GODEL. 

Elijamos como predicado pe el predicado metateórico ser no-derivable en LF. 
Mediante la aritmetización, podemos hacer corresponder al enunciado la proposición 
cuyo número-G es X es no-derivable en LF un enunciado aritmético, — Dem X. 

GOÓDEL ha demostrado para un gran número de sistemás LF: 


1) La función Sbs es representable en LF. 


2) El enunciado Dem X es, por tanto, también el enunciado — Dem X son 
representables en LF. 


3) Si LF es w-coherente y si la proposición que representa en LF el enunciado 
Dem X es derivable en EF, el enunciado Dem X es verdadero. 


4) Si el enunciado Dem X es verdadero, la proposición que EeprEn este 
enunciado en LF es derivable en LF, 


El Lema 1 nos permite encontrar una proposición ¿cuyo número-G es g y que 
representa en LF el enunciado — Dem g. 

La proposición — Y, representará el enunciado Dem g. 

Entonces tendremos los dos lemas siguientes : 


LEMA 2. (CD Si LF es coherente, U¿ no es s derivable en LE. 


Pues si Ye es derivable en LF, se tiene: Dem 2. 

Y entonces la proposición que representa Dem g en LF es derivable. Esta propo- 
sición es — Ie. 

Si LF es coherente, 3¿ no bula pues, ser derivable. 


LEMA 3. (CVIID Sí LF es w-coberente, zS DU, noO es derivable en LF, 


Pues si LF es w-coherente y si — U¿ es derivable, el enunciado que representa 
— 3.,, es decir, Dem g, es verdadero. ? 

Esto significa que la proposición 3¿ es derivable. Pero entonces LF no es co- 
herenite. Ahora bien, si un sistema es w-coherente, es también coherente. 
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Por tanto, la proposición — Y¿ no es derivable. 
Los Lemas 2 y 3, considerados conjuntamente, dan el Teorema de GÓDEL en su 
forma original. 


4. Demostración de la forma de ROSSER del Teorema de GÓDEL. 


Para obtener la forma de ROSSER del Teorema de GÓDEL, basta con elegir como 
predicado P* un predicado Dem-R ligeramente diferente del predicado Dem y que 
no le es equivalente salvo en el caso de que FL sea coherente. 

ROSSER ha demostrado para una amplia clase de sistemas LF : 


1) El enunciado Dem-R X es representable en LF. 

2) Si LF es coherente y si la proposición que representa en LF el enunciado 
Dem-R X es derivable en LF, el enunciado — Dem (Neg X)?* es verdadero. 

3) Si LF es coherente, y si la negación de la proposición que representa en LF 
el enunciado Dem-R X es derivable en LF, entonces el enunciado Dem X es falso. 

El Lema 1 nos permite encontrar una proposición 3 cuyo número-G es r y que 
representa en EF el enunciado — Dem-R r. Supongamos que LF sea coherente. 

5 o po — Up representa el enunciado Dem-R +1, 

— Ya es derivable en EF, el enunciado — Dem (Neg r) es verdadero, es de- 

cir, que — 3p no es derivable en LF. 

Por otra parte, como Jn es la negación de — Y (que representa en LF el 
enunciado Dem-R r), si y es derivable en LF, el enunciado Dem r es falso, o sea, 
3 no es derivable en LF. 


Así, pues, si el sistema LF es coherente, contiene una proposición 3 que es in- 
decidible. 


5. Demostración de la forma de KLEENE del Teorema de GÓDEL. 


La forma de KLEENE del Teorema de GÓDEL puede demostrarse sin recurrir al 
Lema 1. 

KLEENE demuestra que se puede asociar (biunívocamente) números enteros a las 
funciones recursivas generales. 

Por otra parte demuestra que, para una clase extensa de sistemas LF : 


1) El enunciado X es un entero asociado a una función recursiva general es 
representable en LF. | 

2) Existe uma función F que emumera los números « tales que la proposición 
correspondiente al enunciado a es un entero asociado a una función recursiva general 
es derivable en LF. 

Se puede definir como sigue una cierta función recursiva general G: Ga = 1 + 
+ (el valor adoptado, para el argumento a por la función recursiva general asociada al 
entero Fa). 

A esta función va asociado un cierto entero g. 


” Si X es el número-G de la proposición A, Neg X es el número-G de la proposición — A. 
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Sea 3x la proposición que representa en LF el enunciado: g es un entero aso- 
ciado a una función recursiva general. 

Este enunciado es verdadero. Si se establecen hipótesis convenientes de coherencia, 
la proposición — BY, no podrá ser derivable en LF. | 

Pero la proposición 3y ya no puede tampoco ser derivable en LF, pues en tal 
caso habría un entero h para el cual tendríamos: F h = g. ( 

Y en tal caso también tendríamos: 


G h=1+ (el valor adoptado, para el argumento h, por la función recursiva 
general asociada a E bh). 
1 + (el valor adoptado, para el argumento h, por la función G). 

=14+6G0, 

Mediando hipótesis adecuadas de coherencia, la proposición Y es, por tanto, 
indecidible en EF. 


!l 


243. EXPOSICIÓN DE BERNAYS. 


BERNAYS da una exposición del Teorema de GÓDEL que se inspira en la misma 
exposición no-técnica de GÓDEL ”. 

En primer término enuncia ciertas condiciones generales a las que ázbe someterse 
un sistema LF para que el Teorema de GÓDEL le sea aplicable. Como su exposición 
no es rigurosa se contenta con la condición de coherencia simple sin hacer alusión a 
la «-coherencia. Después expone el procedimiento de la aritmetización e indica cómo 
se puede expresar en forma aritmética la propiedad ser una derivación de una pro- 
posición A. 

La demostración del teorema se resume como Er 

Sea LF un sistema que responda a las condiciones previstas. 

Sea Sp una serie de proposiciones de LF cuyo número-G es s y sea Á una pro- 
posición de LF cuyo número-G es a y que contiene una variable libre 6. 

Consideremos el emunciado metateórico: La serie de proposiciones Sp es una 
derivación cuya última proposición es la que se obtiene, partiendo de A, reemplazan- 
do en A la variable O, allá donde figure, por la expresión de LF que corresponda al 
entero a. 

A través de la aritmetización, este enunciado puede expresarse bajo la forma de 
un enunciado aritmético, Bra s a” 

A este enunciado corresponde en LF una proposición Min N, N,. Si Brn s a es 
falso, la proposición correspondiente es refutable en LF ?. 

Formemos la proposición (X,) — Brin Y, Y, 


'* BERNAYS 5, 81-88. 

11 Brm: predicado de BERNAYS. 

Utilizamos notaciones distintas a las de BERNAYS, a fin de no introducir innecesariamente 
nuevas notaciones. 

12 Esta frase aplica el lema de GóDEL (véase $ 90) al caso del predicado Bra. 
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Sea b el número-G de esta proposición. Supongamos que para un cierto entero 12 
el enunciado Brn m hb sea verdadero. 

En tal caso la proposición Min Ny N; es decivable en LF, | 

La serie de proposiciones os número-G es m es, pues, una derivación de la 
proposición 


(%,) — Tren A N,. 
De esta proposición se puede derivar la proposición 
a Tren N m N b- 


Pero esta conclusión no es compatible con la coherencia de LF. 

Por consiguiente, la hipótesis no puede ser mantenida. Es preciso que, cualquiera 
que sea 72, el enunciado Brn m b sea falso y, por tanto, que la proposición — Mtn 
Nm N, sea derivable en LF. | 

Así, pues, tendremos: (X) — Brn X b. 

A este enunciado corresponde la proposición (X,) — Ven X, N,. 

Esta proposición no es derivable en LF. En efecto, se obtiene sustituyendo X, por 
N, en la proposición (X,) — Vin Y, Y. 

Si fuese derivable existiría, por tanto, un cierto entero p para el cual el enunciado 
Brn p b sería verdadero. La proposición Brn N, N, sería entonces derivable en LF. 
Pero, en virtud de lo que id la proposición — “Ben N, N, es ciertamente deri- 
vable en LF. 

Así, pues, si el sistema LF es coherente, la proposición (E) — Brin E, N, no es 
derivable en LF. 

Existe, pues, una proposición de LF que corresponde a un enunciado verdadero y 
que, sin embargo, no es derivable en LF *. 


244. EXPOSICIÓN DE WANG. 


Como se ve, BERNAYS no utiliza la función Sbs, lo que le obliga a emplear un 
predicado Brn más complicado que el predicado Fdr de GÓDEL. 

WANG da una exposición del Teorema de GODEL * sirviéndose de la función 
Sbs, lo que le permite una mayor aproximación a la demostración original, 

He aquí cómo se presenta esta exposición. 

Consideremos un sistema LF que contiene una formalización de la Teoría de 
Números y que es coherente. Utilizando el procedimiento de la aritmetización, po- 
demos expresar mediante un predicado aritmético Fdr la propiedad ser una derivación 
de una proposición A. 

Por otra parte, podemos utilizar la función abreviada de sustitución Sbs *, 


'* BERNAYS no demuestra que la proposición en cuestión no es refutable en LF. 
Para poder demostrar este hecho hay que suponer que el sistema LF es w- -coberente, 
'* WANG 9, págs. 427-430. 

5 Véase $ .92. 
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Mediante las hipótesis hechas sobre el sistema LF, el predicado Fdr y la función 
Sbs pueden ser representados en tal sistema por la Js predicativa Ydr y 
por la expresión funcional Ebs. 


La proposición Ybr N, N, es derivable o refutable en LF según que el enunciado 
Fdr a b sea verdadero o falso **. 


Formemos la proposición (X,) — Ybr Y, (Ebs X, Eo). 


Denominemos a esta proposición X. 


(Se trata, en efecto, de la proposición Y del $ 93, y corresponde a la proposición 
(AX) e Ten X, E, de BERNAYS). 


Sea q su número-G. 
Reemplazando Y, por N¿*" en 2, obtenemos la proposición : 
E) — For Y, (Ebs N, N.). 
Denominemos 3* a esta proposición. 
(Se trata de la proposición 3* del $ 93.) 
Sea ¿ su número-G. 
En virtud de la definición de Sbs, tenemos (dada la manera en que se ha ob- 
tenido la proposición 3*): 
Sbsqq=1. 
Supongamos entonces que 3* sea derivable en LF. 
Existe, pues, un cierto número entero m para el cual el enunciado Fdr m ¿ es 
verdadero *. 
Entonces tenemos: (EX) Fdr X 2. 
O también: (EX) Fdr X (Sbs q 9). 
La proposición correspondiente, es decir 


(EX,) T br E, (€ bs N, NJ), 


es derivable en LF. 
Pero esta proposición es — 3*. 
Esta conclusión contradice la coherencia de LF y nuestra hipótesis no puede ser 
mantenida. | | od 
Por tanto, cualquiera que sea 72, tendremos: el enunciado Fdr m á o también 
Fdr m (Sbs q q), es falso. | 
Por tanto, la proposición correspondiente, 30r Ny (€bs N, N), es refutable 
en LF. 
Así, cualquiera que sea 7, la proposición 


— Ydor Na (€bg Ny, Ny, 
es derivable en LF. 


15 Este corresponde al lema de GÓDEL, en el caso del predicado Fdr. 
" Expresión de LF correspondiente al entero q. 
18 Esto corresponde, en la demostración de BERNAYS, a la hipótesis. Aran que, para 
un cierto entero sm, el enunciado Brn m b sea verdadero. 


382 Limitaciones internas de los formalismos 


En estas condiciones, si se establece una hipótesis conveniente de coherencia. 
sobre LF *, la proposición — 3* no podrá ser derivable en EF. 
Así, mediado esta hipótesis, la proposición 3* es indecidible en LF. 


245. EXPOSICIÓN DE BETH. 


BETH esboza una demostración que se asemeja en lo esencial a la de BERNAYS, 
pero que se presenta de manera ligeramente diferente ”. | | 

Sea un sistema LF que contiene una formalización de la Teoría de Números y que 
sea coherente. 

Nosotros suponemos que tal sistema se construye de manera que una proposición 
derivable en él no puede corresponder a un enunciado aritmético falso. 

Utilizando el procedimiento de la aritmetización, podemos definir un predicado 
Bih* de la manera siguiente: 

La condición necesaria y suficiente para que el enunciado Bib a sea verdadero es 
que a sea el número-G de una proposición A de LF tal que 


1) A no contenga más que una variable libre O, 
2) La proposición obtenida reemplazando, en A, la variable O por la expresión 
de LF correspondiente a a, no sea derivable en LF ””. 


Supongamos que este predicado sea representable en LF por medio de la expre- 
sión predicativa Mtb. 

Formemos la proposición VtH X ”. 

Sea b su número-G. 

Supongamos que el enunciado B1h bh sea falso. 

Como la proposición MtH Y (cuyo número-G es b) contiene solamente una va- 
riable libre, esto significa, en virtud de la definición de B1h, que la proposición Bt 
N, (obtenida reemplazando en Mtb X, la variable Y por la expresión Ny de LF que 
corresponde al entero b) es ciertamente derivable en LF. | | 

El enunciado correspondiente, es decir, Bih h, no puede, por tanto, ser falso, 
contrariamente a lo que hemos supuesto. 

Así, la proposición Mtbh N, corresponde a un enunciado verdadero y, sin embargo, 
no es derivable en LF. Su negación nunca será derivable en LF, pues corresponde a 
un enunciado falso * *'*, 


19 


Se trata, como puede verse, de la hipótesis de «w-coherencia. 
“ BETH 7, págs. 71-73. 
“* Predicado de BETH. 
” Si se utiliza el predicado Brn, tenemos las correspondencias siguientes : 

Bib a corresponde a (X) — Brn X a, 
y Brn s a corresponde a — Btbh a. 

“2 Esta proposición corresponde a la proposición 

(£,) — Pin £, £, 

de la demostración de BERNAYS. | 

=* bis La expresión anterior se inspira en la primera edición de la obra de BETH Les foun- 


tu 
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246. EXPOSICIÓN DE FINDLAY. 


1. Construcción de un enunciado indecidible no aritmético. 


- FINDLAY ha dado una exposición muy original del Teorema de GÓDEL sin utilizar 
notación simbólica alguna ”. La proposición indecidible construida por GÓDEL co- 
rresponde a un enunciado aritmético. Pero se puede describir el mecanismo de 
construcción utilizado por GÓDEL sin recurrir a la Aritmética, por medios puramente 
lingiísticos (es decir, tomados únicamente del lenguaje usual). 

Será útil hacer tres distinciones previas. 


a) Hay que distinguir las OEora de una lengua y los nombres que sirven 
para designar estas expresiones ” 


b) Hay que distinguir los id de hecho y las formas enunciativas * 
Una forma enunciativa es una expresión que contiene variables y que se convierte en: 
un enunciado de hecho cuando se reemplazan variables por expresiones de significa- 
ción constante. 


c) Hay que distinguir las descripciones completas y las descripciones incomple- 
tas. Una descripción incompleta es una expresión que contiene variables y que se 
convierte en una descripción completa cuando estas variables son reemplazadas por: 
constantes. | E 


Podemos construir de la manera siguiente un enunciado de hecho que es inde- 
mostrable ” 


1. Partamos de una expresión que constituya una demostración incompleta de: 
un cierto enunciado de hecho: 


daments logiques des Mathématiques (BETH, 7). La segunda edición de esta obra (BETH, 14), 
profundamente modificada, aporta ciertas modificaciones al Teorema de GóDEL que refuerzan 
su rigor. 


Para el Teorema de GóDEL propiamente dicho, ver BETH, 14, págs. 71-73. 


Para las nociones sintácticas presupuestas en la demostración del Teorema, ver ibíd. pági- 
nas 68-71. Para el Corolario de GÚDEL, ver ibid. págs. 73-74. . 

4 FINDLAY 1. 

as Como FINDLAY utiliza únicamente la lengua usual, mo puede distinguir rigurosamente- 

la lengua formalizada a la que pertenece la proposición indecidible de GóDEL y la sintaxis de 
esta lengua. FINDLAY reemplaza esta distinción por la que establece entre expresión y nombre 
de una expresión. 

28 FINDLAY utiliza las expresiones statement y statement-form. La distinción que hace aquí 
corresponde a la que hemos establecido entre proposición cerrada y proposición abierta (véase 
TABLA DE NOTACIONES 2.32.6). Como la exposición de FINDLAY se sitúa totalmente al' 
nivel de una lengua no-formalizada, evitaremos hablar de proposiciones. 

De otra parte, como hemos utilizado el término enunciado en un sentido general, llamare- 
mos enunciado de hecho al que no tiene variables (lo que FINDLAY llama declaración). 


27 Este enunciado corresponde evidentemente a la proposición indecidible de GODEL. 
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El enunciado de hecho que se obtiene reemplazando en la forma enunciativa A? 
la variable que contiene por el nombre de esta forma enunciativa. 


2. Construyamos una cierta forma enunciativa que contenga la descripción si- 
guiente: 


Es imposible demostrar el enunciado de hecho que se obtiene reemplazando, en 
la forma enunciativa A, la variable que contiene por el nombre de esta forma enun- 
ctativa. 


Nosotros utilizaremos, como nombre de estas expresiones, la misma expresión 
escrita en letras románicas. 


3. Construyamos la descripción siguiente: 


El enunciado de hecho que se obtiene reemplazando, en la forma enunciativa. 
Es imposible demostrar el enunciado de hecho que se obtiene reemplazando, en la 
forma enunciativa A, la variable que ella contiene por el nombre de esta forma 
enunciativa, la variable que ella contiene? por el nombre de esta forma enunciativa. 


4. Construyamos un enunciado de hecho que contenga la siguiente expresión : 


Es imposible demostrar el enunciado de hecho que se obtiene reemplazando, en la 
forma enunciativa, Es imposible demostrar el enunciado de hecho que se obtiene 
reemplazando, en la forma enunciativa A, la variable que ella contiene por el nombre 
de esta forma enunciativa, la variable que ella contiene por el nombre de esta forma 
enunciativa, 


Denominaremos a este enunciado de hecho enunciado A. Es este enunciado el 
que corresponde a la proposición indecidible de GÓDEL. 


Si queremos obtener efectivamente el enunciado de hecho que el enunciado A 
declara indemostrable, nos basta, según las estipulaciones del mismo enunciado A, 
con reemplazar en la fórmula escrita en el punto 2, la yariable A por el nombre de 
esta forma enunciativa. 


Entonces obtenemos el siguiente enunciado de hecho: 


Es imposible demostrar el enunciado de hecho que se obtiene reemplazando, en 
la forma enunciativa. Es imposible demostrar el enunciado de hecho que se obtiene 
reemplazando, en la forma enunciativa A, la variable que ella contiene por el nombre 
de esta forma enunciativa, la variable que ella contiene por el nombre de esta forma 
enunciativa, 


Volvemos a encontrar, pues, el mismo enunciado de hecho A. 


Por consiguiente, este enunciado afirma de sí mismo que es indemostrable. 


2% Aunque no se trate, hablando en puridad, de una proposición, utilizaremos la variable 
sintáctica A (reservada, en principio, a las proposiciones) para no tener que introducir una 
mueva notación. | 


22 Se trata de la variable sintáctica A. 
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2. Construcción de un enunciado indecidible de forma aritmética. 


Se puede utilizar este mecanismo de construcción para obtener el enunciado arit- 
mético que corresponde a la proposición indecidible de GÓDEL. 

Basta con asociar biunívocamente enteros a las expresiones de la lengua utilizada 
y hacer corresponder a las propiedades y operaciones sintácticas (relativas a estas 
expresiones) propiedades y operaciones aritméticas (relativas a 1 enteros que están 
asociados a estas expresiones). 

En particular, se hará corresponder a la propiedad demostrable una cierta propie- 
dad aritmética que denominaremos Dem, y se hará corresponder a-la operación de 
sustitución una cierta función aritmética. ' 

Para no vernos obligados a definir explícitamente esta función, utilizaremos la 
expresión : Reemplazar, en el número de una forma enunciativa de una variable * Sa 
el número de la variable por el número de una cierta constante. 

Una tal expresión significa: aplicar a los números asociados respectivamente a la 
forma enunciativa en cuestión, a la variable que contienen y a la constante en cues- 
ción, la función que corresponde a la operación de sustitución * 

Mediante estas correspondencias, nuestro enunciado A se convierte en: 


El número que se obtiene reemplazando, en el número de la forma enunciativa. El 
número que se obtiene reemplazando, en el número de la forma enunciativa A, el 
número de la variable que ella contiene por el número del nombre de esta forma 
enunciativa, no tiene la propiedad Dem, el número de la variable que ella contiene 
por el número del nombre de esta forma enunciativa, no tiene la propiedad Dem. 

Llamemos B a este enunciado. 

El enunciado B no es demostrable, pues, en caso de serlo, se podría mostrar que 
su número tiene la propiedad Dem, y se llegaría a una contradicción. 

Tampoco es refutable, pues si lo fuese se podría demostrar que su número tiene 
la propiedad no-Dem. Pero entonces se desembocaría en una contradicción, puesto 
que, si B es refutable, es que el número asociado a B tiene la propiedad Dem. 


3. Observaciones. 


Como puede verse, la exposición de FINDLAY pone a la luz el carácter circular de 
la proposición indecidible de GÓDEL, pero es menos satisfactoria que las exposiciones 
precedentes, pues no distingue netamente el dominio de los enunciados metateóricos 
y los de las proposiciones del sistema formal estudiado Y 

En cuanto a las exposiciones precedentes, establecen claramente esta distinción, 
pero no demuestran que la proposición indecidible de que tratan pertenezca efectiva- 
mente al sistema formal considerado. La parte más larga y difícil de la demostración 
de GÓDEL está precisamente consagrada al esclarecimiento de este hecho. 

La única manera de demostrarlo rigurosamente es a través de la utilización de las 


22 Diremos, para simplificar, número de una expresión en lugar de número asociado a 
una expresión. 

8% Si quisiésemos proceder con rigor, debiéramos emplear la función Sub del $ 88. 

$2 CHURCH ha formulado ciertas críticas respecto a esta exposición. Véase CHURCH 13. 


25 
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funciones recursivas y estableciendo, de una parte, el carácter recursivo de las nociones 
utilizadas y de otra el Lema de GÓDEL. 


247. OTRAS EXPOSICIONES Y ALUSIONES DIVERSAS. 


Existen otras exposiciones del Teorema de GÓDEL. Señalemos aquí una exposición 
de BErH más elemental (y menos adecuada) que la que hemos reproducido prscoden: 
temente Y. Señalemos también la exposición de HERMES-SCHOLZ* y la de 
KLEENE *. | | 

De otra parte, se encuentran alusiones a los resultados de GÓDEL en las nume- 
rosas Obras y artículos consagrados a cuestiones de lógica formal o a los fundamentos 
de las matemáticas. Algunos autores citan los Teoremas de GÓDEL dando una cierta 
idea de su contenido, otros sólo hacen breves alusiones. Se encontrarán alusiones 
diversas, indicaciones o comentarios relativos a los Resultados de GÓDEL (de valor 
bastante desigual) entre otros autores, en BETrH Y, CARRUCCIO Y, COP1*%, DE CESA- 
RE *, FEYS %, GEYMONAT *, GIORGI 2, GOKIÉLI *, KOLMAN “, LADRIERE *, LASLEY *, 
MCNAUGHTON *, MosTOWSKI *, PAP *, PÉTER*, QUINE*, ROUGIER Y, SÁNCHEZ- 
MAZzas *  SKOLEM %, THOMPSON 55 TURQUETTE *, 50 USHENKO 31 VAIDYANATHASWA- 
MI * , VON WRIGTH * y ZICH Y, 


22 BETH 2 y 6. 

"4 HERMES y SCHOLZ 1. 

"5 KLEENE 16. 

“2 BETH 5. 

“7 CARRUCCIO 1 y 2. 

“e Cop 1. 

** DE CESARE 1l. 

22 Feys 10. 

1% GEYMONAT 1. 

22 GIORGI 1. 

13 GOKIÉLI 1. 

114 KOLMAN 1l. 

15 LADRIERE 1. 

1 LASLEY 1. 

27 MCNAUGHTON 3. 

1% MOSTOWSKI 5. 

22 PAP 1. 

30 PÉTER 7, 9 y 10. Esta última obra es una traducción de PÉTER 7. Sin embargo, aporta 
ciertas modificaciones a PÉTER 7, en particular en lo que concierne a la interpretación de las 
relaciones que existen entre el Teorema de GóDEL y el Teorema de CHURCH. 

51 QUINE 3. 

2 ROUGIER 1. 

$3 SÁNCHEZ-MAZAS 1. 

4 SKOLEM 18. 

858 THOMPSON l. 

* TURQUETTE 1. 

37 USHENKO 1 y 2. 

58 VAIDYANATHASWAMI 1. 

2 VON RIGHT 1. 

2 ZICH 1. 


Nota III 


INDICACIONES COMPLEMENTARIAS 
SOBRE LAS PROPOSICIONES INDECIDIBLES 


Esta Nota comprende algunas indicaciones relativas a ciertos resultados sobre las 
proposiciones indecidibles y que, no desempeñando un papel esencial para nuestro 
objeto, no han sido citadas en las exposiciones precedentes. Aquí nos ocupamos de 
ellas exclusivamente a título documental. 


248. TEOREMAS DE CHWISTEK. 


CHWISTEK ha establecido la existencia de proposiciones indecidibles en ciertos 
sistemas por métodos distintos al de GÓDEL ”. (En particular, no emplea el procedi- 
miento de la aritmetización). 


Utiliza tres sistemas: LF,, LFa y LF,. 


Cada sistema LF, y LF; es un sub-sistema de LF, y el sistema LF; es además un sub- 
sistema de LF.. | 


Construye una cierta proposición Y¿ que pertenece a LF, y demuestra en LF, un 
teorema cuya significación es la siguiente: si la proposición Y¿ es derivable o 
refutable en LF,, entonces hay una contradicción en LF;, y por consiguiente también 
en LF.. 

CHWISTEK demuestra también un teorema que corresponde al Corolario de 
GÓDEL ?, 

Este teorema es también un teorema de LF.. 

Su significación es la siguiente: si existe en LF, un teorema que afirma la cohe- 
rencia de LF, entonces hay una contradicción en LF., 


Lo que equivale a decir: si es posible demostrar, en un sistema dado, que uno 
de sus subsistemas es coherente, este sistema contiene una contradicción. 


1 CHWISTEK 2. 
* Véase $ 127. 
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249. DEMOSTRACIÓN DE MOSTOWSKI. 


MOSTOWSKI ha dado una demostración del Teorema de GÓDEL que sólo se aplica 
a una parte del sistema considerado por GÓDEL y que (por esta razón) es más simple 
que la demostración de GÓDEL ?. 


MOSTOWSKI utiliza en esta demostración los métodos introducidos por TARSKI *. 

ULAM hace observar que la exposición de MOSTOWSKI sugiere la posibilidad de 
reemplazar el método de la arstmetización por un método de algebrización que sería 
más general *. 


250. (GENERALIZACIÓN DE CHAUVIN. 


CHAUVIN ha Dn tEniEs una generalización del Teorema de GÓDEL, que se puede 
describir como sigue * 


Sea LF un cierto sistema y F una Hón: que aplica biunívocamente las expre- 
siones de LF sobre el conjunto de los números enteros”. Se dice que LF es una 
lógica gódeliana de F si los predicados que deben intervenir en la construcción de 
GODEL son representables en LF, | 

Sea Cl una clase de funciones enteras definidas sobre el conjunto de los valores 
tomados por F*. Supongamos que el sistema LF disfruta de la propiedad siguiente: 
si un cierto enunciado P a bh es representable en LF y si G es una función de Cl 
representable en LF, entonces el enunciado P(Ga) (Gb) es igualmente representable 
en EF. 

Si el sistema LF es, además, una lógica gódeliana respecto a F, se puede construir, 
para cada una de las funciones de la clase Cl, una proposición de LF que es indeci- 
dible en EF. 


251. (GHENERALIZACIÓN DE KALMÁR. 


KALMÁR ha propuesto otro método de generalización que se asemeja bastante al 


de CHAUVIN?. 
Sea Cl una cierta clase de funciones de enteros. 


* MOSTOWSKI Áá. 

* En TARSKI 4. Véase también TARSKI 6. 

5 ULAM 1. 

S CHAUVIN 1 y 2. 

7” Esta función F hace corresponder, por tanto, a las expresiones de LF sus números-G. 

* Las funciones que pertenecen a esta clase hacen corresponder, por tanto, enteros a los. 


valores tomados por F. 
* KALMÁR 7 y 8. 
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Y sea Inf un predicado biargumental (desigualdad funcional) definido como si- 
gue: si F es una función de enteros y a un entero, la condición necesaria y suficiente 
para que el enunciado Inf F a sea verdadero es que la función F no tome nunca el 
valor a * 

Sea por otra parte, LF un sistema dotado de la siguiente propiedad : todos los 
enunciados Inf F a, donde F pertenece a la clase Cl, son representables en LF. 

Denominamos a tal sistema teoría de desigualdades respecto a la clase Cl. 

Una teoría de desigualdades se denomina ¿ncorrecta si incluye un teorema que 
represente un enunciado falso de la forma Inf F a. 

Y una teoría de desigualdades se denomina ¿ncompleta cuando tiene una propo- 
sición que representa un enunciado verdadero de la forma Inf F a que no sea un 
teorema. 

Se dice que un sistema LF es un sistema gódeliano si constituye una teoría de 
desigualdades respecto a una clase C/ que contiene una función KLM* tal que 
para un cierto entero k, la proposición que representa en LF el enunciado Inf Kim k, 
expresa de sí misma que no es un teorema de LF *. 

KALMÁR demuestra el Teorema de GÓDEL bajo la forma: 


(CVIID Todo sistema id constituye una teoría de desigualdades incorrec- 
ta o incompleta, j 

Este resultado significa simplemente que todo sistema al que se pueda aplicar el 
procedimiento descrito en los $8 125 y 126 y que responda a ciertas condiciones de 
coherencia * contiene proposiciones indecidibles. 


252. RESULTADO DE MOSTOWSKI PARA LA TEORÍA DE CONJUNTOS. 


La proposición indecidible construida por GÓDEL corresponde a un enunciado 
aritmético y concierne, por tanto, a los números enteros. Pero es posible construir en 
ciertos sistemas proposiciones indecidibles de maturaleza más compleja, que con- 
ciernen a los números reales. En esto consiste la demostración de MOSTOWSKI *. 

En cualquier caso, mientras que la Demostración de GÓDEL se aplica a todo 
sistema que contiene una formalización de la aritmética recursiva, la demostración de 
MOSTOWSKI sólo puede aplicarse a sistemas mucho más capaces que contengan una 
formalización de la Teoría de Conjuntos. 

Por otra parte, en tanto que la proposición indecidible de GÓDEL se hace deri- 
vable si se añaden al sistema considerado axiomas o reglas de derivación apropiados 
de naturaleza bastante elemental, la proposición indecidible de MOSTOWSKI continúa 


1* Véase $ 125. 

'* Función de KALMÁR. 

'” Véase $ 126. 

"2 Estas condiciones deben asegurar que el sistema no constituye una teoria de desigual- 
dades incorrectas. 

"% MOSTOWSKI 8. 
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— e: 


siendo indecidible salvo en el caso de que se añada al sistema considerado una 
hipótesis de carácter no-constructivo sobre la existencia de ciertos ordinales. 


Finalmente, a diferencia de la demostración de GÓDEL, la de MOSTOWSKI es no- 
constructiva. e 


MOSTOWSKI considera un sistema LF que corresponde a la Teoría de Conjuntos 
de VON NEUMANN-BERNAYS-GÓDEL ””. | 


Construye una proposición que afirma que el sistema LF admite un modelo de 
una especie particular, y demuestra que esta proposición es indecidible en el sis- 
tema LF. 


253. Los TEOREMAS DE USPÉNSKIJ. 


Señalemos, en fin, una versión del Teorema de GÓDEL debida a USPÉNSKIJ, que 
pone en relación la existencia de proposiciones indecidibles en ciertos sistemas y 
ciertas propiedades de los conjuntos recursivamente emumerables *. 


El estudio de UsSPÉNSKIJ se conecta a un estudio anterior de KLEENE *, en el que 
este autor aporta ciertos desarrollos a su teoría de predicados *. 

Poniendo en forma simétrica la demostración de su teorema de la estratificación *, 
KLEENE se ha visto llevado a descubrir una propiedad relativa a la separabilidad de 
los conjuntos recursivamente enmumerables; como consecuencia de ciertas observacio- 
nes de MOSTOWSKI, ha demostrado rigurosamente la existencia de esta propiedad. 

Se dice que dos conjuntos Em, y Enz pueden ser separados (o que son separables) 
si existe un conjunto Emz que contiene el conjunto Er, como subconjunto y que está 
separado de En,*. 

Si existe un tal conjunto Enz, se dice que los conjuntos En, y En, están separados 
por este conjunto. 

Se dice que dos conjuntos En, y Enz pueden estar separados por un conjunto per- 
tenectente a una cierta clase Cl si se puede encontrar en esta clase un conjunto En; 
tal que En, y En, estén separados por este conjunto. 

KLEENE demuestra que dos conjuntos recursivamente enumerables nunca pueden 
ser separados por un conjunto recursivo general. En efecto, se pueden construir dos 
conjuntos recursivamente enumerables separados en En-Kl, y En-Kl, que no puedan 
estar separados por un conjunto recursivo general. 


Esta proposición puede ser demostrada a partir del lema siguiente: 


(CIX) Dados dos conjuntos recursivamente enumerables separados En, y En 


'5 Véase CAPITULO Il, nota 17. 
* USPÉNSKIJ 1. 
7 KLEENE 15. 
1 Véase $ 172. 
'* Véase $ 174. 
“% Es decir: que ningún elemento es común con Em». 
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que contienen respectivamente En-Kl, y En-Kl, como subconjuntos, siempre se puede 
determinar un número k que no pertenezca al conjunto-reunión de En, y de Enz?. 


USPÉNSKIJ readopta este lema como definición de la no-separabilidad, e introduce 
a continuación la noción de no-separabilidad efectiva. Dos conjuntos En, y En, son 
no-separables (en el sentido de USPÉNSKIJ), si dados dos conjuntos recursivamente 
enumerables separados En, y En, que contengan respectivamente Em, y Eng como 
subconjuntos, existe un múmero £ que no pertenece al oe en ción de En; y 
de En,. 

Dos conjuntos En, y En, son efectivamente joa si existe una función 
parcialmente recursiva F tal que, si 4 y 4, son los números asociados a dos conjuntos 
recursivamente enumerables separados En, y Em,” que contienen, respectivamente, a 
Em, y En, como sub-conjuntos, el entero F a, 4 no pertenece al conjunto-reunión de 
En; y de En). | 

USPÉNSKIJ introduce, por otra parte, dos nociones relativas a la saturación sin- 
táctica (en sentido fuerte). 

Un sistema LF es no-saturable si es imposible encontrar una extensión * coherente 
y saturada (sintácticamente en el sentido fuerte) de LF. 

Un sistema LF es efectivamente no-saturable si existe una función parcialmente 
recursiva G tal que, si a es el entero asociado a una extensión coherente cualquiera 


LF, de LF”, entonces G a es el entero asociado a una proposición indecidible 
de LF.. 


USPÉNSKIJ considera sistemas que responden a las dos condiciones siguientes : 


a) Si A es un teorema (del sistema), entonces  “— A es también un teorema. 
bY Si — — “A es un teorema, entonces A es también un teorema. 


Hay que observar que, para todo sistema que responda a estas dos condiciones, 
la noción de no-saturabilidad coincide con la de no-resolubilidad esencial ”. 


También demuestra que, para todo sistema LF que responda a estas dos mismas 
condiciones, se dan también las dos condiciones siguientes : 


1) (CX) La condición necesaria y suficiente para que LF sea no-saturable es 
que los conjuntos En, y En,, formados respectivamente por los números de GÓDEL 
de las proposiciones derivables y por los de las proposiciones refutables de LF, sean 
no-separables (en el sentido de USPÉNSKIJ). 


2) (CXI) La condición necesaria y suficiente para que LF sea efectivamente 
mo-saturable es que los conjuntos En, y En, (definidos en el sentido anterior) sean 
efectivamente no-separables. 


2 Es decir: del conjunto formado por los elementos que no pertenecen a En, o Em. 

*- Se supone que se ha definido un procedimiento que permite asociar un entero a todo 
conjunto recursivamente enumerable. 

23 Véase $ 166. 

** Se supone que se ha definido un procedimiento que permite asociar (biunívocamente) 
enteros al sistema LF y a sus extensiones. 

25 Véase $ 166. 
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254. LA PROPOSICIÓN - INDECIDIBLE DE KREISEL. 


1. El lema y el teorema de KREISEL. 


KREISEL demuestra la existencia de una proposición indecidible dentro de una 
cierta forma de la teoría de conjuntos, utilizando el método de los modelos * 

Sea LFP-A una lógica aplicada de los predicados de primer orden correspondiente 
a una cierta forma de la teoría de conjuntos *. Este sistema LFP-A debe contener el 
predicado de pertenencia = (o uno que le corresponda), mediante el cual se pueda 
expresar que un elemento de un conjunto En pertenece a este conjunto. 

Por otra parte, debe ser posible formar, en este sistema, expresiones que definan 
estos conjuntos. ¡ 

Consideremos, en general, el formalismo de la teoría clásica de números, LEN. 
Este sistema contiene, como el sistema LFP-A, la lógica de predicados de primer orden. 

Denominaremos términos (de LFP-A o de LEN) a las constantes individuales de 
LFP-A o de LEN) y a las expresiones formadas aplicando una constante funcional o 
una expresión funcional (del LFP-A o de LEN) a constantes individuales « o a variables 
individuales (del LFP-A o de LEN). 

Aritmetizando el sistema LFP-A se puede expresar en forma aritmética el enun- 
ciado metateórico: LFP-A es coherente. | 

Este enunciado puede representarse en LFN por una cierta proposición €. 

HILBERT y BERNAYS demuestran que se puede interpretar el sistema LFP-A en 
el sistema obtenido añadiendo la proposición €, como nuevo axioma, a los axiomas 
de LEN *?, 7 

Más precisamente: demuestran que es posible hacer corresponder a los predica- 
dos y a los términos de LFP-A predicados y términos de LFN de tal suerte que, 
reemplazando en una proposición derivable de LFP-A a los predicados y términos 
que figuran en ella por los predicados y términos correspondientes de LFN, se ob- 
tiene una proposición de LFN que sea derivable en el sistema obtenido añadiendo la 
proposición € a los axiomas de LFN. 

KREISEL refuerza este resultado demostrando que la interpretación de LFP-A 
en LEN puede ser definida de tal manera que no sólo haga corresponder a los pre- 
dicados y términos de LFP-A predicados y términos de LEN, sino que también haga 
corresponder simultáneamente a toda expresión de LFP-A que defina un conjunto y 
una expresión de LFN que represente un entero. 

KREISEL se sirve de este resultado como de un lema para establecer la existencia 
de una proposición indecidible en LFP-A”, pero WANG redescubre el mismo teorema 
sin utilizar este lema *. 


* KREISEL 1. 

'" Véase $ 208. 

*£ HILBERT y BERNAYS 1. Segundo Tomo, págs. 234-253. 
” KREISEL 1, Teorema l. 

“ WANG 12, 4.2, pág. 38. 
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La demostración de KREISEL utiliza el procedimiento de la diagonal, y descansa 
sobre las dos siguientes hipótesis : 


LFP-A es w-coherente. 


LFP-A contiene un modelo de LFN (es decir: es posible hacer corresponder a 
toda proposición de LFN una proposición de LFP-A de tal manera que a toda propo- 
sición derivable de LFN corresponda una proposición derivable de LFP-A). 


WANG utiliza un procedimiento de demostración que hace intervenir el método 
semántico *, modificando, en consecuencia, las hipótesis de KREISEL. 


Veamos cómo se presenta la versión de WANG del teorema de KREISEL. 


2. El lema de W ANG. 


Supongamos que LFP-A contiene un modelo de LEN y denominémosle LFP-A mn 
por tanto, LFP-A,, forma parte de LFP-A que corresponde a LEN. 


En virtud del teorema de HILBERT y BERNAYS rememorado anteriormente, po- 
demos hacer corresponder respectivamente a los predicados, términos y proposiciones 
de LFP-A, otros predicados, términos y proposiciones de LEN; y en virtud de las 
hipótesis que acabamos de establecer, podemos hacer corresponder respectivamente 


a estos predicados, términos y proposiciones de LEN, predicados, términos y po 
ciones de LFP-A. 


Mediante esta doble correspondencia, podemos hacer corresponder, pues, res- 
pectivamente, a los predicados, términos y proposiciones de LFP-A, otros predicados, 
términos y proposiciones de LFP-Am. Denominaremos imagen-HB de un elemento 
de LFP-A al elemento de LFP-Am que lleva asociado en una tal correspondencia * 


Como LFP-AÁ pertenece a LFP-A, la imagen-HB de un elemento de LFP-A es un 
elemento de LFP-A. 


Diremos que el sistema LFP-A admite un modelo w-coberente si se puede asociar 
a toda proposición de LFP-A uno de los símbolos Vrí o Fal, de suerte que: 


a) “Todas las proposiciones derivables de LFP-A estén asociadas al símbolo Vri * 


b) Para toda proposición A(O0) de LFP-A,, que no contenga sino la única varia- 
ble libre O, la proposición — (89) A (0) sólo puede ir asociada al símbolo V+ri si al 
menos una de las proposiciones A(x)*% va asociada al símbolo Fal *. 


Si un sistema admite un modelo «w-coherente, es w-coherente. Pero la inversa no 
es necesariamente cierta. 


1 Véase Sección 1-VIIL 

*2 Imagen asociada a un elemento en virtud de la correspondencia descrita por HILBERT y 
BERNAYS. WANG utiliza la expresión: Bernays model. 

2 Esta condición asegura que la correspondencia así establecida determina un modelo. 

%% Las proposiciones A (kx) son las que se obtienen reemplazando en A (O) la varia- 
ble É) por una expresión de LFP-Am, que representa a un entero. 

25 Esta condición asegura que el modelo es «w-coherente. 
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Si el sistema LFP-A admite un modelo w-coherente Md, diremos que una propo- 
sición de LFP-A es verdadera o falsa respecto a este modelo según que vaya aso- 
ciada al símbolo Vrí o Fal en la o determinada por el modelo Mad. 

Es posible demostrar el lema siguiente % 


(CXID) Si LFP-A admite un modelo w-coherente Md, y si una proposición A de 
LFP-A y su imagen-HB tienen valores de verdad diferentes * respecto al modelo 
Ma, la proposición A es indecidible en LFP-A. 


3. Forma de WANG del teorema de KREISEL. 


Como el sub-sistema LFP-A, es (por hipótesis) un modelo de LEN, debe conte- 
ner expresiones quue correspondan a los enteros. Denominemos a estas expresiones 
cifras y designémoslas por los símbolos No, N;, N: ... 

Supongamos que LFP-A,, contenga una expresión funcional Yma que haga co- 
rresponder a toda la cifra (de LFP-A,,) su imagen-HB. Designemos por E y la ima- 
gen-HB del predicado de pertenencia E de LFP-A. 

Sea entonces En-Kr (conjunto de KREISEL) el conjunto de las cifras N, de LFP- 
An (y, por tanto de LFP-A) tales que se tenga: 


— Uma N; E: N.. 


Se trata, por tanto, del conjunto de las cifras de LFP-A tales que sus imágenes- 
HB no le pertenecen * | 

Sea (fr la expresión de LFP-A que representa este conjunto En-Kr. Se puede 
definir fr por la condición siguiente: 


La condición necesaria y suficiente para que se dé 
N¡,= €tr, 
es que se dé 
— Uma N;, E, N. 
Designemos por Efr, la imagen-HB de Efr, 
| y supongamos que: 


fr, = N,?. 


28 WANG 12, 2.7, pág. 33. 


87 Es decir, si la proposición A y su imagen-HB no son verdaderas o falsas al mismo tiem- 
po respecto al modelo Md. 


2% Las expresiones que hemos denominado cifras juegan, en el sistema LFP-A, el papel 
de conjuntos. Por ello se les puede aplicar el predicado E. 


El predicado E,, imagen-HB del predicado =, puede ser interpretado como la relación de 
desigualdad entre enteros. 


Observemos que la imagen-HB de una cifra no coincide, en general, con la cifra. 


2% Como el sistema LFP-A debe contener un modelo de LFN, debe ciertamente contener 
un predicado de igualdad. 
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e 


Formemos entonces la proposición : 
N, = €Efr. 


Es esta proposición lo que constituye el objeto del teorema de KREISEL, que po- 
demos formular como sigue * : 


(CXID) Supongamos que el sistema LFP-A admite un modelo w-coherente Md 
y que contiene un modelo de FLN en el que se puede definir la expresión funcional 
Jmoa. Sea Ett el término de LFP-A tal que, para todo i, la proposición 


(N;, E Efr) +> (ma N, E, N)) 
sea verdadera respecto al modelo Md. 
Y sea N; la cifra de LFP-A tal que la proposición 
Etr, = N, 
sea verdadera respecto al modelo Md. 
En tal caso, la proposición 
(1) N, E Ett 
es indecidible en LFP-A. 
En efecto, aplicando la definición de Efr, tenemos la proposición : 
(2) (NS Ef) > (— ma N, E ¡ Ny) * 
que es verdadera respecto al modelo M4. 
Como N, = Eft, y 3ma N, es la imagen-HB de N,, la proposición (3ma Nx 
E= ¡ Nx) es la imagen-HB de la proposición (N; = Efr). 
La proposición 2(254) afirma, pues, que la proposición 1(254) es equivalente a 
la negación de su imagen-HB. 


Si el modelo Md está definido de tal manera que los operadores proposicionales 
están asociados a las operaciones lógicas intuitivas que les corresponden, se puede 
concluir de lo que precede que la proposición 1(254) y su imagen-HB tienen valo- 
res de verdad diferentes respecto al modelo Md. | 


En virtud del lema de WANG, la proposición 1(254) es, por tanto, indecidible. 


4% Este enunciado es la forma de WANG del teorema de KREISEL (WANG 12, 4.2, pág. 38). 
La formulación que damos de ella es algo menos precisa que la de WANG; la descripción de- 
tallada de todas las hipótesis hubiese recargado inútilmente la exposición. 

KRBISEL supone que el sistema LFP-A es qy-coeherente, WANG supone que admite un mo- 
delo «w-coherente; 'WANG utiliza, por tanto, una hipótesis más fuerte que KREISEL. 

Por otra parte, KREISEL no debe suponer que la proposición (€tr, = Nx) es cierta, pues 
se asegura, mediante su lema, de que la imagen-HB de Etr es una cifra. Como WANG de- 
muestra, el teorema, sin hacer uso del lema de KREISBEL, debe añadir una hipótesis suplemen- 
taria respecto a la imagen-HB de Etr. No obstante, esto no modifica en nada la generalidad 
del teorema. | 

41 Basta con aplicar a Nx la condición formulada en el enunciado. 
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Estos resultados son válidos para toda forma de teoría de conjuntos formalizada 
en el cuadro de una lógica aplicada de predicados de primer orden que responda a 
las condiciones del teorema de KREISEL. 


255. LAS PROPOSICIONES INDECIDIBLES DE WANG. 


1. Existencia de proposiciones indecidibles que hacen intervenir la noción de verdad. 


WANG demuestra la existencia de proposiciones indecidibles en toda lógica apli- 
cada de predicados de primer orden correspondiente a una forma de la teoría de 
conjuntos. | | | 

El método de que se sirve para establecer estos resultados es el mismo que el que 
utiliza para demostrar el teorema de KREISEL, y que ha sido expuesto esquemáti- 
camente en el parágrafo precedente. 

Sea LFP-A una lógica aplicada de predicados de primer orden correspondiente a 
una cierta forma de la teoría de conjuntos. Supongamos, como en el caso del pará- 
grafo precedente, que LFP-A admita un modelo w-coherente Md y que contenga un 
modelo del sistema LFN que denominaremos LFP-A. 


Supongamos que se pueda definir en LFP-A,y: 

1) Una expresión funcional Gbg8 que represente la función abreviada de sus- 
titución Shs*%; | ¡ | 

2) una expresión funcional 3ma que haga corresponder toda la cifra LFP-A a 
su imagen-HB. | 

Supongamos, en fin, que sea posible formalizar en LFP-A la noción de verdad 
respecto a LFP-A,n, es decir, que se pueda definir en LFP-A una expresión predica- 
tiva Mrí dotada de la siguiente propiedad: si A es una proposición cualquiera de 
LFP-A,, y a su número-G, la proposición 

Vri N, <> A* 

es derivable en LFP-A *. 

Designemos por Pri, la imagen-HB de ri. 

Formemos en LFP-A, la proposición : 


(1) — Vri [3ma (Sbs Y L)]. 


Sea a el número-G de esta proposición, y sea N, la expresión de LFP-An que re- 
presenta al entero a, 


* Véase $ 92. 

*2 Na es la expresión de LFP-A, que representa el entero 4. 

*2 En virtud del teorema de la verdad (véase $ 187) no es posible definir en LFP-Am una 
expresión predicativa dotada de esta propiedad. Por este motivo, nuestra hipótesis supone que 
esta expresión puede estar definida en LFP-A (y no en LFP-Am). 
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A 


Reemplazando X por N, en 1(255), obtenemos: 
(2) — Bri, [Sma (Ebg N, Na). 

Sea bh el número-G de esta proposición 2(255). 

En función de las propiedades de la función Sbs, tenemos : 
Sos a a = bd. 

Y podemos derivar en LFP-A: 
Sbs N, N, = N,. 

Reemplazando (Sbg N, N,) por N, en 2(255), obtenemos : 


(3) e Bri, [3ma Ny]. 
Formemos, por otra parte, en LFP-A, la proposición 
(4) Tri N,. 


Las proposiciones 3(255) y 4(255) son indecidibles. 

Podemos enunciar este hecho bajo forma del teorema siguiente * 

(CXIV) $: el sistema LFP-A admite un modelo w-coberente y contiene un mo- 
delo de LEN en el cual se puedan definir las expresiones funcionales 3ma y Obs, y 
si es posible formalizar en este sistema la noción de verdad respecto al subsistema 
LFP-A,,, entonces las proposiciones | 


Tri N, y a Bei, [dma N,] 
son indecidibles en LEP-A. 


En virtud de las propiedades de Vri, como hb es el nmúmero-G de AN es po- 
sible, en efecto, derivar en LFP-A la equivalencia 


Vrí N, + — Pri, [Ima (Sbs N, N,)]. 

Y de esta equivalencia se puede derivar 
(5) - Mti N, <> Bri, [3ma N,]. 

La proposición Pri, [Sma Ny] es la imagen-HB de la proposición Pri N,. 

Como la proposición 5(255) es derivable en LFP-A, es verdadera respecto al mo- 
delo Md. 

Si el modelo Md queda definido de tal manera que los operadores proposiciona- 
les vayan asociados a las operaciones intuitivas que les corresponden, se puede con- 
<luir que la proposición VBri N, y su imagen-HB tienen valores de verdad diferen- 
tes respecto al modelo Md. En virtud del lema de WANG, la Pp LBri N, es, 
pues, indecidible en LFP-A, | | 
Se puede establecer el mismo NERO de manera directa sin utilizar el peña 


«de WANG. 


45 WANG 12, Teorema 1, pág. 37. 
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La proposición — Pri, [3ma Ny] es igualmente indecidible, pues si fuese deri- 
vable o refutable, en virtud de la equivalencia 5(255), la proposición Vri N, lo se- 
ría igualmente, contrariamente a lo que acabamos de demostrar. 

La proposición 3(255) puede considerarse como la imagen-HB de una proposi- 
ción que afirmaría de sí misma que no es verdadera. Corresponde, por tanto, a la 
paradoja de EPIMÉNIDES. 

WANG demuestra que se puede construir, partiendo de la proposición 3(255), 
una serie indefinida de proposiciones (cada una de las cuales es la imagen-HB de la 
precedente) que son todas indecidibles en LFP-A, 


2. Teorema de WANG respecto a la noción de designación. 


WANG demuestra la existencia de una proposición indecidible de otra forma, 
utilizando la paradoja de RICHARD. 

Para establecer este teorema no hace intervenir ya la noción de verdad, sino -la 
de designación (respecto a LFP-Am), demostrando, a propósito de esta moción, un 
teorema de limitación análogo al teorema de la verdad *. 

Supongamos, como antes, que el sistema LFP-A admita un modelo «w-coherente 
Md y que contenga un modelo LFP-A,, del sistema LFN, y que sea. posible definir 
en LFP-A las expresiones funcionales de Obs e 3ma. 

Supongamos, por otra parte, que sea posible definir en LFP-A una expresión 
funcional Sbg que haga corresponder a cada término de LFP-A el sucesor de este 
término. Esta expresión quedará caracterizada como sigue: si ¿es el número-G de 
un término 7 de LFP-A, Gqn N,* es el número-G del término o 7 obtenido apli- 
cando a 7 la función sucesor o *, 

Como LFP-A,n debe corresponder a la teoría de números, podemos suponer que 
existe en LFP-An una expresión funcional Min que corresponda al operador Min *. 

Supongamos, en fin, que sea posible formalizar en LFP-A la noción de designa- 
ción respecto a LFP-Am, es decir, que sea posible definir en LFP-A una expre- 
sión funcional (D8n dotada de la propiedad siguiente: 

Si 7 es un término de LFP-A, (que no contenga variables libres) y si + es su nú- 
mero-G, entonces la proposición 

O8n N t=7 
es derivable en LFP-A *, 


WANG demuestra que no es posible formalizar en un sistema la noción de desig- 
nación respecto a este mismo sistema. 


1% Véase $ 187. 

17 Ni es la expresión de LFP-A, que representa el entero . 

1% Como el sistema LFP-Am debe corresponder a la teoría de números, podemos suponer 
que contiene una constante funcional correspondiente a la función sucesor. Designaremos 
por g- esta constante funcional. Como se ve, la expresión GSqn hace corresponder a un término: 
dado el término obtenido añadiéndole una unidad. 

1 Véase $ 63. 

5% Véase nota 39 de la presente NOTA IIlL 
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He aquí el enunciado del teorema que establece esta propiedad * : 


(CXV) Es imposible definir en LFP-A, una expresión funcional D8n tal que, 
para todo término Tr de LFP-A,, que no contenga variables libres, siendo t el núme- 
ro-G de T, la proposición 


O8n N, = T 
sea derivable en LFP-A,,. 


La demostración de este teorema se basa en la utilización de la paradoja de 
RICHARD. 


3. Existencia de una proposición indecidible haciendo intervenir la noción de de- 
signación. 


Se puede utilizar como sigue la expresión Dsn para construir una proposición 
indecidible. 
Sean, respectivamente, = y, O8n, y Oqn, las imágenes-HB 


=, O8n y Sgn. 
Formemos en LFP-A,, la expresión 
(6) Min £ [Ima E =, D8n, [San, (Ima (Sbs YN). 


Sea c su número-G y N, el término de LFP-A,, que representa el entero c. 
Reemplazando Y por N, en 6(255) obtendremos : 
(7) Vin E [Ima L =, D8n, [San; (3ma (Sbs N, No)1]. 


Sea d el número-G de esta expresión y Na el término de LFP-A.n que representa 
al entero d. 


En virtud de las propiedades de la función Sbs, tenemos: 
Sbs cc =d. 
y podemos derivar en LFP-A 
bs N¿ N, = Na. 
Reemplazando (Sbg8 N, N¿) por Na en 7(255), obtendremos : 
(8) Min £ [Ima E =, D8n, [Saqn, (Jma Na]. 


En virtud de las propiedades de Og8n, como d es el nmúmero-G de 7(255), se pue- 
de derivar en LFP-A la proposición : 


O8n Na = Min XL [Sma Y =, Osn; [Ggqn; (Jma (Obs N, No))11. 
Y de esta proposición se puede derivar: 
(9) -—D8n Na = Min X [3ma X =, Osn, [Sqn; (Jma NI] 


En virtud de las propiedades de la expresión funcional Min, existirá un entero 
m tal que: 


Min E [3ma € =, Dn, [Saqn; (Jma Na] = N 


5% WANG 12, 5.1, pág. 39. 
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Este entero puede ser comsiderado como el menor número cuya imagen-HB es 
igual a su propio sucesor. 


Se puede demostrar que la proposición 
O8n Na = Nn 
es verdadera respecto al modelo Md. 
Y se puede demostrar también que la proposición 
O8n (San Na) = 7 No 
es igualmente verdadera respecto a este modelo. 
Entonces tenemos el teorema * : 


(CXVID) Si el sistema LFP-A admite un modelo w-coberente Md y contiene un 
modelo de LEN en el cual se pueda definir las expresiones funcionales 3ma y Obs, 
y si es posible definir en LFP-A la expresión funcional Sqn y formalizar en LFP-A 
la noción de designación respecto al sub-sistema LEP-A,, la proposición 


O8n (Sqn Na) = 7 Ny 
es indecidible en LFP-A. 


256. OBSERVACIONES DE HELMER Y DE FINSLER. 


Podemos preguntarnos si las proposiciones indecidibles poseen una significación. 

HELMER se ha planteado esta pregunta y la ha contestado utilizando la distin- 
ción entre enunciados (de una lengua no formalizada) y proposiciones (de una len- 
gua formalizada) *. Se puede decir que un enunciado sólo tiene sentido si se dispone 
de un criterio que permita decidir su verdad o su falsedad. No ocurre lo mismo con 
las proposiciones de un sistema formal. Una proposición, aun en el caso de que sea 
indecidible, tiene una significación por el hecho de estar construida de acuerdo con 
las reglas de formación del sistema. 


La proposición indecidible de GÓDEL corresponde a un enunciado matemático 
que concierne a la no derivabilidad de una cierta proposición. Este enunciado posee 
una significación, aun en el caso de que la proposición a que concierne sea indeci- 
dible, pues para que podamos decidir sobre su verdad o falsedad basta con que po- 
damos reconocer si una serie dada de símbolos constituye o no una derivación de la 
proposición en cuestión. Y las reglas del sistema utilizado están formuladas de tal 
manera que disponemos efectivamente de un tal criterio de verificación. 


FINSLER ha reconsiderado desde otro punto de vista la distinción entre sistema 
formal y lenguaje no formalizado *, Este autor opone la noción de derivación (en 


52 WANG 12, Teorema 2, pág. 40. 
52 HELMER 2. 
5 FINSLER 2. 
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un sistema formal) a la noción absoluta de demostrabilidad. La noción de derivación 
es relativa a las reglas del sistema a que se refiere, mientras que la noción de demos- 
trabilidad se refiere a una significación intuitiva. El sistema debe, evidentemente, 
estar construido de tal forma que las derivaciones que se puedan efectuar en él sean 
aceptables desde el punto de vista de la idea absoluta de demostrabilidad (lo que se 
reduce a exigir que el sistema obedezca a ciertas condiciones de coherencza). 


257. PROPOSICIONES INDECIDIBLES Y MODELOS NO-REGULARES. 


Como hemos indicado en el $ 235 *, existe un nexo entre la existencia (en los 
sistemas que contienen una formalización de la teoría de números enteros) de propo- 
siciones indecidibles y la existencia (para estos mismos sistemas) de modelos no- 
regulares. | 


Un reciente estudio de KEMENY *, consagrado al análisis de ciertos conceptos fun- 
damentales de la semántica, ilustra de manera particularmente clara la naturaleza de 
este nexo. Al mismo tiempo arroja luz sobre las relaciones que existen entre la no- 
ción de saturación sintáctica y la de saturación semántica. j 


Cuando se formaliza una teoría matemática, mos esforzamos en construir un sis- 
tema formal que represente correctamente la estructura de esta teoría. Hay que pre- 
ocuparse, por tanto, para que los modelos de este sistema tengan exactamente la mis- 
ma estructura. Tenemos, por consiguiente, un modelo perfectamente determinado o 
una categoría perfectamente determinada de modelos. Si el sistema admite efectiva- 
mente este modelo o estos modelos podemos estar seguros de que admite una forma- 
lización de la teoría estudiada. Pero es posible que represente al mismo tiempo otras 
estructuras que las de esta teoría, o, dicho de otro modo, que admite modelos no- 
isomorfos a los que se tiene a la vista. Si se pretende obtener un sistema que repre- 
sente de manera verdaderamente adecuada una estructura matemática dada, se debe 
suprimir esta indeterminación y construir un sistema que admita únicamente mode- 
los que tengan esta estructura; en tal caso se debe construir, por tanto, un sistema 
categórico. | 

Pero el teorema de GÓDEL nos enseña que todo sistema en el cual se puede for- 
malizar la teoría de números enteros es incompleta (en sentido sintáctico). No es po- 
sible, pues, formalizar de manera adecuada la teoría de números enteros. Esto signi- 
fica que los sistemas a los que es aplicable el teorema de GÓDEL admiten otros mo- 
delos que los que se tiene a la vista cuando acometemos la formalización de la teoría 
de números enteros. 


Partiendo de esta observación, KEMENY propone distinguir dos categorías de 
modelos: los que se tiene efectivamente a la vista cuando se contruye el sistema y 
los demás. 


2 Véanse págs. 354-356. 
5 KEMENY 4. 
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Denominemos campo de interpretación natural de un sistema LF a un campo de 
interpretación correspondiente a la estructura que se quiere representar en el sistema 
LF, y campo de interpretación no-natural de un sistema LF a un campo RE interpre- 
tación de LF que no sea natural. 


Correlativamente, denominemos modelo natural de un sistema LF a un campo 
de interpretación natural de LF tal que toda proposición derivable de LF sea válida 
respecto a este campo, y modelo no-natural de un sistema LF a un modelo de LF que 
no es natural *. Se dice que dos campos de interpretación de un sistema LF son equs- 
valentes cuando toda proposición de LF válida respecto a uno de estos campos, es váli- 
da respecto al otro y solamente entonces. 


Se dice que dos modelos de un sistema LF son equivalentes cuando los campos 
de interpretación que constituyen son equivalentes. 


Una constante de un sistema LF se denomina constante lógica de este sistema 
cuando se encuentra puesta en correspondencia con el mismo elemento en todos los 
campos de intepretación naturales de LF que tienen el mismo dominio de individuos. 

Una constante de un sistema LF se denomina constante extra-lógica de este sis- 
tema cuando no es una constante lógica del mismo. 


KEMENY introduce dos restricciones que le permiten dar un sentido más preciso 
a la noción de campo de interpretación matural y al mismo tiempo introducir ciertas 
simplificaciones en sus definiciones : j 


1) Todos los campos de interpretación naturales de un sistema deben tener el 
mismo dominio de individuos; 


2) todo campo de interpretación de un sistema que no difiera de un campo de 
interpretación natural más que por los elementos con los cuales son puestos en co- 
rrespondencia las constantes extralógicas del sistema es igualmente un campo de in- 
terpretación natural de este sistema. 


Es posible demostrar que los campos de interpretación naturales no juegan un 


7 La terminología utilizada en la exposición presente difiere algo de la de KEMENY. La 


hemos adoptado para armonizar el contenido de esta exposición con el de la Sección 4-1 
y de la 3-IX. 


KEMENY designa por la expresión semi-modelo la noción que designamos aquí por campo 
de interpretación. El utiliza el término modelo en el sentido habitual de modelo (véanse 88 24 
y 26), y utiliza el término ¿nterpretación para designar los modelos de un sistema que res- 
ponda efectivamente a la intención que se tiene cuando se construye este sistema (modelos mna- 
turales en la terminología aceptada más arriba). KEMENY introduce directamente las ¿mterpre- 
taciones como una categoría especial de modelos sin pasar (como se hace arriba) por una de- 
finición intermedia que utilizaría la noción de semi-modelo. 


Los modelos mo-naturales de KEMENY corresponden aproximadamente a los modelos mo- 
regulares en el sentido de HENKIN (véase pág. 312) y en el sentido de ROSSER y de WANG 
(véanse págs. 314-315). Como KEMENY sigue una vía de aproximación muy diferente de la de 
HENKIN y de la de ROSSER y WANG, mo se puede considerar que estas nociones coincidan 
exactamente. En todo caso, por lo que concierne a los resultados que son evocados arriba, no 
hay ningún inconveniente en identificar la noción de modelo no-natural y la de modelo no-re- 
gular. 
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papel particular sino en la medida en que tienen que ver con un sistema incompleto 
(en sentido sintáctico). 

Nosotros diremos que una proposición de un sistema: LF es analiticamente ver» 
dadera si es válida respecto a todo campo de cai natural que se pueda 
proponer para EF. 

Y diremos que una proposición de un sistema LF es válida en sentido general 
si lo es respecto a todo campo de interpretación (cualquiera) que se pueda proponer 
para LF *, : 
| KEMENY propone una definición de la saturación semántica (absoluta) más res- 
trictiva que la definición ordinaria *: un sistema LF se dice saturado (en el sentido 
de KEMENY) si Dr proposición analíticamente verdadera de LF es derivable en EF, 
y recíprocamente % 

HENKIN ha dello que toda proposición de LFP-w válida en sentido general 
es derivable en LFP-w y recíprocamente *. Y él ha demostrado que este teorema se 
extiende a toda clase de sistemas. 


KEMENY demuestra que, para todo sistema LF perteneciente a esta clase, las pro- 
piedades siguientes son equivalentes entre sí: 


1) Todas las proposiciones LF son decidibles. 


2) Todos los campos de interpretación (y, por tanto, todos los modelos) de LF 
son equivalentes. 


3) La noción de proposición válida en sentido general coincide con la de pro- 
posición analiticamente cierta, 


4) El sistema LF es saturado (en el sentido de KEMENY) *. 


Así, la noción de saturación sintáctica (en sentido fuerte) es idéntica a la de sa- 
turación semántica (absoluta), a condición de que se defina la saturación semántica 
refiriéndose únicamente a los modelos naturales. 


8 Como se ve, si se identifican las nociones de campo de interpretación natural y campo 
de interpretación regular, la noción de proposición analiticamente verdadera se hace idéntica 
a la de proposición válida en sentido regular (véase pág. 308). 

La noción de validez en sentido general utilizada aquí es la misma que ha sido introducida 
en el $ 214. KEMENY designa a esta noción con el término universal. 

22 Véase pág. 70. 

* La definición de la página 70 utiliza la noción de validez en sentido general. Un sis- 
tema LF es saturado en el sentido previsto por esta definición si todas las proposiciones de LF 
válidas respecto a todos los campos de interpretación de LF son derivables en EF y recíproca- 
mente. Un sistema LF es saturado en el sentido de KEMENY si todas las proposiciones 
de LF válidas respecto a todos los campos de imterpretación naturales de LF son derivables en 
LF y recíprocamente. Ahora bien, una proposición puede ser válida respecto a todos los campos 
de interpretación naturales, sin serlo respecto a otros campos de interpretación. Puede hacerse, 
pues, que todas las proposiciones válidas respecto a todos los campos de interpretación sean 
derivables, sin que por ello todas las proposiciones válidas respecto a todos los campos de 
interpretación naturales lo sean. En otros términos, un sistema puede ser saturado (en sentido 
semántico) en el sentido de la definición ordinaria, sín serlo en el sentido de KEMENY. 

** Teorema XCIV (véase pág. 311). 

2 KEMENY 4, Teorema 36, pág. 25. 
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“Y, por otra parte, la noción de proposición válida en sentido general no se dis- 
tingue realmente de la noción de proposición analiticamente verdadera más que en 
el caso en que todas las proposiciones no son decidibles. En otros términos, sólo en 
el caso en que el sistema sea no-saturado en sentido sintáctico los modelos no-natu- 
rales juegan un papel diferente al de los modelos naturales. | | 


La presencia de proposiciones indecidibles en un sistema, indica que los axiomas 
y las reglas de este sistema no dan una caracterización adecuada de la estructura ma- 
temática que se trata de formalizar. Este hecho debe traducirse, cuando se trata de 
interpretar el sistema, por la exigencia de modelos que no corresponden a la es- 
tructura considerada. Hay proposiciones del sistema que corresponden a enunciados 
verdaderos en todas las interpretaciones que parecen naturales para el sistema, y que, 
sin embargo, no son teoremas del sistema. Pero esto sólo se verifica para ciertas in- 
terpretaciones; el sistema admite que tienen un cierto carácter anormal (en el sen- 
tido de que no corresponden a la estructura que se pretende formalizar) y en las que 
las proposiciones en cuestión mo corresponden ya a enunciados verdaderos. 


Así, la anomalía que se comprueba en las propiedades sintácticas del sistema co- 
rresponde a otra anomalía que es de maturaleza semántica. Cada una de estas ano- 
malías traduce un mismo hecho fundamental: la imposibilidad de encontrar una re- 
presentación formal adecuada de la estructura matemática considerada. Ya nos situe- 
mos en el punto de vista sintáctico o en el semántico, se constata que existe una in- 
adecuación entre lo intuitivo y lo formal. 


Se parte de una cierta aprehensión intuitiva para ir hacia una formalización tan 
estricta como sea posible. Después, remontándose desde el sistema que se ha edifica- 
do hacia sus interpretaciones posibles, se observa que la estructura de este sistema 
es compatible con interpretaciones distintas de las que se esperaba encontrar. El 
sistema no constituye un cuadro bastante determinado en relación con lo que se le 
pretendía hacer expresar. Hay en él como una especie de exceso respecto a la es- 
tructura que debía representar. Este margen, esta indeterminación relativa, que se 
traduce en el plano sintáctico por la presencia de proposiciones indecidibles y en el 
plano semántico por la de modelos no-regulares. 


Nota IV 


LA INDUCCION TRANSFINITA 


258. REPASO DE ALGUNAS NOCIONES SOBRE LOS NÚMEROS ORDINALES. 


Sea un conjunto En ordenado según una relación R. 

Se puede agregar a este conjunto un elemento característico que denominare- 
mos su tipo de orden. | 

Si este conjunto tiene un primer elemento, se dice que es bien ordenado, y su 
tipo de orden se denomina número ordinal. 

Es posible definir operaciones con los números ordinales y establecer entre ellos 
una relación de orden, <=. 


Se distinguen dos especies de números ordinales. 

Sea En un conjunto bien ordenado de números ordinales. 

Si En tiene un último elemento, su tipo de orden es un ordinal de primera es- 
pecte. | R | | j 

Es posible representar un ordinal de primera especie mediante la operación: + 1. 
Si u es el último elemento de En, siendo En formado por todos los ordinales < y, or- 
denados según su magnitud, se representará el tipo de orden de En por la notación 
p + 1. (Así, w + 1) es el tipo de orden del conjunto de ordinales: 1, 2, 3, ..., w.) El 
ordinal (u + 1) puede denominarse sucesor del ordinal y. 

Si el conjunto Er no tiene último elemento, su tipo de orden es un ordinal de 
segunda especie. Es posible representar este ordinal mediante la operación de pase 
al límite. Se puede mostrar, en efecto, que el tipo de orden de un conjunto En orde- 
nado de ordinales que no tiene último elemento es el menor ordinal superior a todo 
número de este conjunto. 


Si ; es un ordinal cualquiera de En y É el tipo de orden de En, todos los térmi- 
nos de En, a partir de un cierto rango, están comprendidos entre y, y €. El número 
É posee, pues, una propiedad análoga a la del límite de una serie creciente de núme- 
ros reales. Se puede representar el conjunto Er bajo la forma de una sucesión : 


Po, Pl PB) +..) Piz .->5 Muy PMuutly +») Mya +... 
donde v es un ordinal cualquiera inferior a É. 
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o e a A a e a A A AA A A 


Entonces, el número ordinal É podrá representarse mediante la notación : 


v<é 


Por tanto, tendremos: todo número ordinal de segunda especie es el límite de la 
sucesión de todos los números ordinales que le son inferiores, ordenados según su 
magnitud. 


Todos los números ordinales finitos (0, 1, 2, ...) son números ordinales de pri- 
mera especie. 


Se designa por w el tipo de orden del conjunto de los ordinales finitos, ordenados 
según su magnitud; «“w es un número ordinal de segunda especie. Los números ordi- 


nales = w se denominan números ordinales transfinitos. 


Mediante la teoría de los números ordinales es posible desarrollar una teoría de 
los números cardinales para los conjuntos infinitos. A todo conjunto puede asociár- 
sele un número cardinal. 


El número cardinal de un conjunto En (finito o infinito) puede ser considerado 
como la clase de todos los conjuntos que tienen la misma potencia que el conjunto 
En (es decir, que pueden ser puestos en correspondencia biunívoca En). 


A todo número ordinal v se puede hacer corresponder un número cardinal uní- 
vocamente determinado: el del conjunto bien ordenado del que v es el número or- 
dinal. A los números cardinales asociados a los ordinales tramsfinitos se les denomi- 
na alepbs. 


A todo cardinal finito corresponde un solo ordinal. 


Contrariamente, a todo aleph corresponde una infinitud de ordinales. Basándo- 
nos en las propiedades de los múmeros ordinales es posible introducir una ordena- 
ción entre los alephs. 


Basándonos en la correspondencia existente entre números ordinales y cardinales, 
se puede jerarquizar los números ordinales en clases. 

La primera clase de ordinales contiene todos los ordinales finitos. 

La segunda clase de ordimales contiene todos los ordinales transfinitos que son 
los tipos de orden de conjuntos numerables: clase de los ordinales asociados al pri- 
mer aleph. | 

- En general, la clase de ordinales de rango (v + 1) contiene todos los ordinales 
asociados al aleph de rango v. 


259. EL PRINCIPIO DE INDUCCIÓN TRANSFINITA. 
El principio de inducción tramsfínita es una generalización de principio de in- 


ducción ordinaria a los números ordinales tenashaLcos. válida solamente la primera 
para los ordinales finitos. 
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Se la puede formular como sigue: si uma propiedad P es válida para el ordinal 
O, y si, cuando es válida para todos los ordinales inferiores a un cierto ordinal y, 
vale también para u, vale también para todo ordinal. 


Dicho de manera más precisa : 


Si una propiedad P vale para el ordinal o, 
si, cuando vale para el ordinal qu, vale también para su sucesor (u + 1), 
y si, cuando vale para todos los ordinales 4, de un conjunto ordenado, vale también 
para el ordinal 
lím 
É= —— 
v<é 


vale para todo ordinal. 


Py, 


El principio de la inducción ordinaria corresponde al caso sólo si se consideran 
las dos primeras condiciones. 


El principio de inducción transfinita puede no tomarse en toda su generalidad, 
pero sólo para una cierta categoría de ordinales: la propiedad P vale entonces sola- 
mente para los ordinales de esta categoría. 

GENTZEN, en su demostración de no-contradicción para la Aritmética, utiliza un 
principio de inducción transfinita que se extiende solamente a un segmento de la se- 
gunda clase de ordinales transfinitos. Se trata del segmento determinado por el pri- 
mer número-e, es decir, del conjunto de los ordinales inferiores del primer número-e. 

Se denomina primer náúmero-e al primer número ordinal v que cumple la ecua- 
ción w” = Y. 

Es un número ordinal de segunda especie que es el límite de la sucesión: vo, vi, 
Va, ..., definida por el esquema recursivo 


Se = 1 


Va+1 = Y 
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INDICE DE NOTACIONES 


1. INDICACIONES GENERALES SOBRE LAS CATEGORIAS DE 
EXPRESIONES UTILIZADAS. 


1.1. LENGUA BASE Y LENGUA FORMALIZADA, 


Debemos considerar sistemas totalmente formalizados, cuyos elementos de base 
se presentan en forma de signos de los que debe darse la lista completa. Estos signos 
pueden agruparse según reglas explícitamente formuladas (reglas de formación) y 
las expresiones así formadas pueden encadenarse entre sí, a partir de algunas de ellas, 
según otras reglas igualmente formuladas de manera explícita y completa (reglas de 
derivación). | | 

Pero las consideraciones que desarrollamos a propósito de estos sistemas no pue- 
den tener lugar en el interior de estos sistemas mismos. Nos vemos precisados a ser- 
virnos de una lengua base, en la cual las expresiones no están definidas de manera 
rigurosa sino en su sentido intuitivo. Esta lengua base es el español, completado por 
un cierto número de notaciones que deben permitirnos hablar cómodamente de cier- 
tos Objetos matemáticos y de ciertos objetos formales (en particular, de los sistemas 
formalizados). Por oposición a esta lengua de base, denominaremos a los sistemas 
totalmente formalizados lenguas formalizadas. 


Las expresiones, las propiedades y los razonamientos que conciernen a una len- 
gua formalizada se denominan, respectivamente, expresiones y razonamientos y pro- 
piedades metateóricas. 


En los razonamientos metateóricos, la Aritmética juega un importante papel. Se 
trata de la Aritmética en su forma ordinaria, que sólo en parte está formalizada. 
Esta no utiliza una notación simbólica sometida a reglas precisas de manipulación, 
salvo para designar los enteros, las operaciones con enteros, ciertas funciones y cier- 
tos predicados de enteros. Las demostraciones descansan, en gran parte, sobre méto- 
dos de razonamiento intuitivos, apelando a ciertas propiedades intuitivas de enteros, 
así como a funciones y a predicados de enteros. Á esta Aritmética parcialmente for- 
malizada la dénominaremos Aritmética intustiva, Como sus razonamientos se expre- 
san en español, podemos considerar que pertenecen a nuestra lengua base. | 


29 
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El conjunto de reglas y propiedades relativas a la estructura de una lengua for- 
malizada, constituye lo que se denomina sintaxis de esta lengua. La sintaxis de una 
lengua formalizada contiene en particular las reglas de formación (que indican cómo 
se pueden construir las expresiones que se consideran dotadas de sentido) y las reglas 
de derivación (que indican cómo pueden efectuarse las derivaciones): éstas son las 
reglas sintácticas. 

Para formularlas, se utilizan expresiones de la lengua española y símbolos apro- 
piados, denominados símbolos sintácticos. Las expresiones que describen operaciones 
que se cumplen en la lengua formalizada de que se habla, se denominan expresiones 
sintácticas. Se puede considerar que la sintaxis de una lengua formalizada pertenece 
a la lengua de base de que nos servimos para describirla (o, más exactamente, se for- 
mula en esta lengua). | 


1.2, VARIABLES Y CONSTANTES. 


Los símbolos que tendremos que considerar se dividen en dos especies: la de las 
vartables y la de las constantes. 

Las varsables son símbolos que pueden ser reemplazados por constantes que per- 
temecen a la misma categoría (por ejemplo, la de los individuos, o la de los predi- 
cados). Una variable designa en cierto modo en vacío el lugar que puede ser ocupado, 
en una expresión, por una constante de una categoría determinada. 

Las constantes son símbolos que designan objetos concretos perfectamente deter- 
minados (por ejemplo, un número entero o una clase de enteros). Por supuesto, en 
un sistema totalmente formalizado, las constantes se consideran independientemente 
de su significación intuitiva, y su sentido queda fijado exclusivamente por las epa 
que indican cómo podemos servirnos de ellas. 


1.3. ELEMENTOS PERTENECIENTES A LA LENGUA BASE, 


En la lengua base, además de los elementos pertenecientes a la lengua española, 
debemos considerar las siguientes categorías de símbolos y expresiones : 


1.31. Simbolos de la Aritmética intuitiva. 


Son de varios tipos, correspondiendo a varias categorías de objetos: ¿nmdividuos 
(el símbolo cero, los enteros naturales, los ordinales), operaciones, funciones, predi- 
cados (o propiedades) referentes a individuos. 


1.32. Simbolos correspondientes a las operaciones lógicas elementales, 


Pueden considerarse (puesto que no nos encontramos aquí a un nivel totalmente 
formalizado) como notaciones abreviadas para las expresiones españolas correspon- 
dientes (tales como y, 0, si, ... entonces, ...). 
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1.33. Símbolos pertenecientes a la sintaxis de la Aritmética intuitiva, 


Permiten designar diferentes expresiones (o categorías de esprtiones) de la Arit- 
mética intuitiva y formular reglas relativas a algunas de estas expresiones (o catego- 
rías de expresiones). 

Esta sintaxis incluirá variables y constantes. 

Cada vez que podamos hacerlo sin introducir ambigiedad, recurriremos al so 
autónimo de los símbolos de la Aritmética intuitiva. Utilizar un símbolo de manera 
autónima es utilizarlo como nombre que sirve para designarse a sí mismo. 


1.34. Simbolos que designan propiedades metateóricas. 


Las propiedades designadas por estos símbolos pueden adoptar la forma de fun- 
ciones (es decir, de expresiones que adoptan un valor determinado cada vez que se 
especifica a qué objetos se aplican) o de predicados (es decir, de expresiones que 
pueden dar enunciados verdaderos o falsos, según la naturaleza de los objetos a los 
cuales se aplica). 

Prácticamente, gracias al procedimiento de aritmetización *, las propiedades me- 
tateóricas pueden expresarse por medio de funciones y de predicados aritméticos. 


1.35. Símbolos pertenecientes a la sintaxis de la lengua formalizada en estudio. 
Encontraremos cuatro especies de símbolos : 


1.35.1. Símbolos utilizados para designar las diferentes categorías de objetos que 
pertenecen a la lengua formalizada que se está estudiando (nombres para estos Ob- 
jetos). 


1.35.2. Variables, que sirven para formular reglas y ciertos razonamientos me- 
tateóricos. 


1.35.3. Símbolos para designar ciertos objetos particulares de la lengua forma- 
lizada. 

Cada vez que podamos hacerlo sin introducir ambigiiedad, recurriremos al so 
autónsmo de los símbolos de la lengua formalizada en estudio. 


1.35.4. Símbolos que representan funciones u operaciones sintácticas. 


1.36. Símbolos para designar ciertos objetos o ciertas categorías de objetos. 


Se trata de nombres para objetos determinados. Es necesario disponer de estos 
nombres para simplificar las exposiciones y evitar ambigitedades. Nos veremos lle- 
vados a utilizar tres especies de símbolos de este género. 


1.36.1. Nombres para ciertos objetos formales definidos mediante consideracio- 
nes formuladas en la lengua de base. 


1 Véase $ 68. 
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1.36.2.. Nombres para ciertos objetos sintácticos pertenecientes a la sintaxis de 
la Aritmética intuitiva o a la sintaxis de la lengua formalizada estudiada. 


1.36.3. Nombres para ciertos objetos de la dónaia base, tales como las operacio- 
nes lógicas. | 


1.37. Simbolos representativos de las funciones utilizadas en la enterpretación de un 
_ststema formal, E d 


Tendremos que considerar aquí dos categorías de funciones: 


1.37.1. Funciones que sirven para asociar los objetos de un sistema formal con 
los elementos de un campo de interpretación (o de un modelo) *. Denominaremos a 
tales funciones : funciones de interpretación. 


1.37.2. Funciones que forman parte de un campo de a dón y con las 
cuales están asociados ciertos elementos del sistema. 


1.38. Símbolos que representan enunciados cualesquiera. 


1.39. Simbolos que representan relaciones de la teoría de conjuntos. 


Observación.—Para designar una proposición de la lengua de base, nos servire- 
mos del término enunciado, a fin de distinguirlas de las expresiones que constituyen 
las proposiciones de la lengua formalizada. 


1.4. ELEMENTOS PERTENECIENTES A LAS LENGUAS FORMALIZADAS. 


141. Observación general. 


Tenemos que considerar varias lenguas formalizadas diferentes. 


Sin embargo, si se ep aparte el caso del formalismo de la conversión-A”, el de 
los sistemas canónicos * y el de las lógicas combinatorias *, se encuentra en ellas los 
mismos tipos de expresiones. Esencialmente, sólo se diferencian entre sí por sus axio- 
mas. Denominaremos a estas lenguas: lenguas formalizadas de tipo clásico. Podemos, 
por tanto, juzgar suficiente describir de manera general los tipos de expresiones que 
intervienen en las lenguas formalizadas que utilizamos, sin imponernos la obligación 
de considerar por separado cada una de ellas. 


Introduciremos dos categorías de símbolos: simbolos constructivos y símbolos 
abrevsativos. Sólo los primeros son indispensables, pues contituyen el material me- 


” Véanse SS 24 y 28. 

Véase 1.44 más adelante. 
2 Véase 1.45 más adelante. 
* Véase 1.46 más adelante. 
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diante el cual es posible, sirviéndose de reglas de formación, construir todos los tipos 
de expresiones que constituyen la lengua formalizada. | 

Los segundos se introducen solamente con el objeto de abreviar la escritura, y 
constituyen expresiones que se podrían escribir explícitamente por medio de símbo- 
los coristructivos. Naturalmente, se les podría considerar como' símbolos sintácticos 
que designan ciertas expresiones de la lengua formalizada. Pero esto llevaría a cier- 
tas confusiones: es importante reconocer, en todo razonamiento metateórico, lo que 
pertenece a la lengua de base y lo que pertenece a la lengua formalizada. 

Considerando estos símbolos abreviativos como si formasen parte de la lengua 


formalizada, nos autorizamos a efectuar sobre ellos las operaciones de la lengua for- 
malizada. E 


1.42. Simbolos constructivos, 


He aquí las diferentes categorías de símbolos constructivos que tendremos que 
utilizar (para las lenguas formalizadas de tipo clásico). 


1.42.1. Símbolos para individuos. 


(Los individuos son los elementos primeros a los que se puede atribuir propie- 
dades o entre los cuales se puede establecer relaciones funcionales, pero que no pue- 
den jugar ellos mismos el papel de propiedades o relaciones funcionales). 

1.42.2. Símbolos para funciones. 

1.42.3. Símbolos para predicados. 

142.4. Símbolos para propsedades de un nivel cualquiera (predicados, predi- 
cados de predicados, y así sucesivamente.) 

1.42.5. Símbolos para operaciones lógicas. 


1.43. Categorías de expresiones, 


Las diferentes categorías de expresiones que se pueden contruir (en las lenguas 
formalizadas de tipo clásico) mediante símbolos constructivos, son las siguientes : 


1.43.1. Cifras. 

1.43.2. Términos. 

1.43.3. Expresiones de m-ésimo tipo ciendo rm cualquier valor). 
1.43.4. Proposiciones elementales. 

1.43.5. Proposiciones. | 

143.6. Proposiciones cerradas. 


1.44. El formalismo de la conversión-A. 
Este formalismo posee una estructura bastante diferente de la de los formalismos 
tratados en los puntos 1.42 y 1.43. 


Sus elementos constructivos se reducen a un operador y a una serie ilimitada de 
variables. 
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Incluye, por lo demás, dos categorías de reglas: 


1) Reglas de formación, que indican cuáles son las combinaciones de elementos 
constructivos que están dotados de sentido (fórmulas bien formadas). 


2) Reglas de operación, que indican cuáles son las transformaciones que pue- 
den practicarse sobre las fórmulas bien formadas. 


145. Sistemas canónicos. 


Estos sistemas sólo llevan un número finito de elementos constructivos; no po- 
seen sino un número finito de axiomas, y sus reglas de derivación son reglas de tipo 
combinatorio que se presentan bajo forma de esquemas. 


1.46. Lógicas combinatorias. 


Se pueden distinguir dos categorías de variables formales (variables que pueden 
pertenecer a un sistema formal): ¿ndeterminadas y sustitutivas. 


Las indeterminadas son símbolos cuya significación no se ha fijado. 


Las variables sustitutivas son elementos de un sistema formal que permite prac- 
ticar (dentro de ciertas expresiones) operaciones de sustitución. 


Las lógicas combinatorias son sistemas que no llevan variables sustitutivas, sino: 


1) Componentes primitivas (que desempeñan el papel de constantes). 

2) Otras compomentes que pueden ser imiroducidas por vía de definición (y que 
desempeñan también el papel de constantes). 

3) Una operación única, denominada aplicación. 


Por otra parte, se puede añadir a estos elementos, para facilitar ciertas considera- 
ciones metateóricas, símbolos que juegan el papel de indeterminados. A tales símbo- 
los los denominaremos adjuntos. 


2. INDICE COMPLETO DE LAS NOTACIONES UTILIZADAS. 


Este índice proporciona la lista completa de las notaciones utilizadas, e indica, en 
cada caso, el objeto que designa o su significación intuitiva (cuando se trata, por 
ejemplo, de un símbolo de operación lógica). En el caso de notaciones que exigen 
explicaciones más detalladas, el índice indica el lugar de la obra donde estas nota- 
ciones están definidas. 


2.1. LENGUAS UTILIZADAS. 


2.11. Lengua de base: ...o ccoo coo coo coo ooo ono ono io LB, 
Partes de esta lengua: ... ... 0.0.0.0... 00. ... £Bp LB, ... 


2.12. 
2:19: 


2.14, 
2.14.1. 


2.14.2. 


2.143. 


2.144. 
2.14.5. 
2.146. 
2.14.7. 


2.148. 


2.149. 


2.14.10. 


2.1411. 


2.14.12. 
2.14.13. 


2.14.14. 
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ÁSttMÉLICA INTUILIVA. 0... coo coo coo... 0... 0... ... 
LAI forma parte de LB*. 

Lenguas formalizadas en general : 

y este mismo símbolo acompañado de índices”. 
Lenguas formalizadas particulares, 

Formalismo de SHEPHERDSON para la teoría de 
conjuntos : O 
Formalismo de GÓDEL des avi ea sd 
(Sección 2-III, pág. 105). 

Formalismo de ROSSER ... ... A 
LFG, (pág. 170), LFG;, (pág. 170), , LFG, 
(pág. 170), LFG.,. (pág. 169), LFG ,... (pág. 169), 
LFG. y (pág. 169), LFG, (pág. 169), LFG;¿ (pá- 
gina 169), ..., LFGu:+n (pág. 170), LFG-R (pá- 
gina 160), FLG-Q (pág. 170). 

Formalismo de HEYTING: 

Formalismo de KLEENE: 

Formalismo de MYHILL: 

Formalismos de la teoría de números : clásica: 
LFN (pág. 181), LFN* (pág. 186), LFN-C (pá- 
gina 197), LFN-G (pág. 188), LFN-T (página 
195), LEN-V (pág. 262). 

Lógica aplicada de predicados de primer orden : 
LFP-A (págs. 220 y 392). 


LAI, 


(pág. 305). 


(pág. 169). 


(pág. 186). 
(pág. 157). 
(pág. 323). 


Subsistema de LFP-A correspondiente a la teotía de números clásica : 


LFP-Am (pág. 393). 
Lógica de predicados aplicada de orden w: 
LFP-w (pág. 309). 


Formalismo de la teoría de números clásica obtenido a partir de 


LFP-w : 

LFP-wN (pág. 312). 

Formalismo de KALMÁR: 

Formalismos de TARSKI: ... . ao CEE 
LFT, (pág. 275), LFT, (pág. 276), So LEE, 
(pág. 276), ..., LFI-Q (pág. 274). 

Formalismo de la conversión-A... ... ... 


($ 146, pág. 202). 


2.2. SÍMBOLOS DE LB. 


2.21. 


LFR 


LFT 


LF-A 


(pág. 172). 
(pág. 267). 


LB comprende todos los símbolos de la lengua española, y además los 


símbolos siguientes : 
Simbolos de LAI. 


* Véase 1.1 anteriormente. 
” Estos índices pueden ser numéricos o literales. 
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PAra 
221 dol: 


2.21.1.11. 


2.21.1.12. 
2.21.1.13. 
2.21.1.14. 


2.21.1.15. 


2.21:1,2. 


221.2. 


ETA E 
22 1:3.k 


2.21.3.1.1. 
2.213,12. 
2.21.3.13, 
2.21.3.1.4. 
2.21.3.1,5. 
2.21.3.1.6. 
221317 
2.21.3.1.8, 
2.21.3.19. 


2.21.3.1.10. 
2.21.3.1.11. 
2:21.3,1.12. 


2.220 


Individuos, | | 
Constantes cadividades é constantes pertenecientes. a h CAreeona de 
individuos). | 


Números enteros : 
O, 1, 2, 


Primer ordinal: pala: sd, dotar able a a. 0 


Primer náúmero-e : ; vence o 60 (pág. 195). 
Símbolos para designar números enteros perfectamente ads 


(pero cuyo valor numérico no está dado EpcieniO): 


a O Eric 

y estas mismas letras afectadas de lie 

(41, Bi, Cr, ..., Mi, bi, Ci, ...). | 

(Estos símbolos podrían ser considerados como designaciones sintácticas 
para los números enteros.) 

Símbolos para designar números ordinales ES perfectamente de- 
terminados (pero cuyos valores no están dados explícitamente): | 
p, v, É, y estas mismas letras afectadas de índices. 

(Puede aplicarse aquí la misma observación del 2.21. 1.14) 

Variables individuales (estas variables pueden ser reemplazadas por 
constantes individuales) : | 

X, Y, Z, y estas mismas letras afectadas de índices. 

(Xy Yi, La, ...., Xz, Yo, La, -.0-00). 

AS | 

Las operaciones aritméticas (adición, multiplicación, etc.) pueden con- 
siderarse como funciones de los números a que se pa 


Funciones. 


Constantes funcionales. 

+ : adición (pág. 85). | 
x : multiplicación (pág. 85). 
— : sustracción, 


Akn : función de ACKERMANN de 87). 

AÁkn, | e | o 
Akn, |) funciones auxiliares de ACKERMANN (pág. 87). 
AÁRkn. 


Cnt  : función constante (pág. 88). 
Exp  : exponenciación (pág. 85). ( 
(Expresaremos la expresión habitual a” en la forma: Exp a b.) 


Min : el mínimo número que... (pág. 92). 


Scc  : función sucesor (pág. 85). 


función de selección que aísla la ¿-ésima variable en una suce- 
sión de n variables (pág. 88). 
Variables funcionales : 


Selina . 


P, X, Y, y estas mismas letras afectadas de índices. E 
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2.21.4. Predicados, | 
2.21.4.1. Constantes predicativas. 
221411 =  : igual a. 
2.2141.2. + : diferente de, 
2.21413. >  : mayor que. - 
221414 <<  : menor que. 
221415. >=  : mayor que o igual, 
2.2141.6. X=  : menor que o igual. 
2.21.4.2. Variables predicativas : 
-—Q,X, Y. 

2.21.5. _Signos de agrupación : 

o los dos signos de paréntesis. | 
2.21.6. Convenciones de escritura, 


Con el fin de reducir el uso de paréntesis y corchetes, adoptaremos las 
convenciones siguientes. | 


4) Cuando dos símbolos están escritos a continuación el uno del otro esto sig- 
nifica que el primero se aplica al segundo?. 


b) Cuando varios símbolos van escritos uno a continuación de otro, se utiliza la 
regla de la asociación a izquierda: el primero es aplicable al segundo, la expresión 
así obtenida es aplicable al tercero, y así sucesivamente. 


c) Una expresión escrita entre paréntesis debe ser considerada, desde el punto de 
vista de las convenciones precedentes, como si desempeñase el papel de un símbolo 
único. 

Estas convenciones serán utilizadas cada vez que sea posible sin perjudicar la 
claridad de las fórmulas. Se utilizarán iS cuando se trate de aplicar fun- 
ciones O predicados a sus argumentos. 


Cuando se aplica una función a varios afgumentos, por ejemplo a las variables 
Xy, X2, ...., Xp, se la puede considerar como un operador que, aplicado al primer ar- 
gumento X,, da un nuevo Operador que se aplica, a su vez, al segundo argumento X:, 
y así sucesivamente. | 

Por ejemplo, si se aplica la función SeJn) : a las variables X,, X>, ..., Xp, en lugar 
de escribir Sel) (X,, Xa, ..... Xm) | 
se podrá escribir (... ((Sel (X,) XX) -. A, | 
o, utilizando nuestra convención, SelY X, Xz ... Xp. | ¿ 


2.22. Simbolos de operaciones lógicas u operadores lógicos. 
2.22.1.: : Operadores de un argumento, 

(Estos operadores se colocan delante de su argumento.) 
Z: 22 Lilo =  : negación. 
2.2212.  X  : operador de abstracción. 


£ Las funciones y los predicados están representados por grupos de tres letras. Cada uno 
de estos grupos de tres letras debe considerarse que constituye un símbolo único. | 
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2.22.1.3. (X) : cuantificador de universalización, 
(para todo X ...). 

2.22.1.4. (EX): cuantificador de particularización, 
(para un cierto X ...). 

2.22.1.5. Observaciones sobre los dos comniiticadores; 


Los dos operadores de cuantificación se refieren a una variable”. Esta 
variable debe considerarse como parte integrante del operador. 

Diremos de un cuantificador que menciona la variable X que es a nombre de la 
variable X”, 

Una expresión constituida por un cuantificador seguido de su argumento sólo 
se considera dotado de sentido si este argumento contiene la variable mencionada en 
el cuantificador y si no contiene ya un cuantificador a nombre de la misma variable. 
(Esta precaución está destinada a evitar toda ambigiedad). 

Sea A un enunciado aritmético”. Para indicar que este enunciado comporta la 
variable X escribiremos: A(X). La expresión A(X) puede servir de argumento a un. 
cuantificador a nombre de X. 

Así, pues, podemos, partiendo de A(X), formar dos nuevos enunciados : 


(X) A(X) : para todo X, A(X), 
(o también : 
cualquiera que sea X, X cable el enunciado A), 
(EX) A(X): existe un X tal que A(X), 
| (o también: 
existe al menos un X que cumple el enunciado A). 


En las expresiones (X) A(X) y (EX) A(X), la variable X que figure en A(X) se 
dice que está ligada por el cuantificador. 

Una variable no ligada (cuya mención no figura en ningún cuatibicndor de la 
expresión a la que pertenece) se dice que es libre. 


2.22.1.6. Observaciones sobre el operador de abstracción. 


El operador de abstracción permite construir un predicado por medio 
de un enunciado. La expresión constituida por un operador de abstracción seguido de 
su argumento sólo se considera dotada de sentido cuando responde a las tres condi- 
ciones siguientes : 


a) Este argumento constituye un enunciado. 
b) Contiene la variable mencionada en el operador y esta variable figura en dl 
como variable libre. 


* Las variables que intervienen en LB son las de LAI (véase 2.21.1.2). | 

1% Para designar un símbolo (en este caso la variable X) lo utilizaremos según el uso autó- 
nimo. Para designar una expresión de un cierto tipo, utilizaremos, según el uso autónimo, 
el símbolo que la representa. 

1 Véase el punto 2.23.2.3. 
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c) No contiene ya un operador de abstracción que mencione la misma variable. 

Una expresión puede llevar un cierto número de operadores de abstracción. 

Sea A(X) un enunciado aritmético que contiene la variable X como variable 
libre. 

La expresión A(X) puede servir de argumento al operador de abstracción X. 
Podemos así, partiendo del enunciado A(X), formar la expresión: X A(X). 

Esta expresión debe leerse: la propiedad, para un X, debe ser tal que se dé A(X) 
(o, más sencillamente: verificar el enunciado A(X)). 

Esta expresión constituye un predicado. 

En la expresión X A(X), la variable X se dice eliminada por el Sedo X. 

Un predicado formado mediante operadores de abstracción puede ser tratado 
como cualquier predicado: por tanto, se pueden construir enunciados aplicándole a 
variables o a constantes individuales. 

Para aplicar un predicado tal que X A(X) con una variable o una constante 
individual, basta con reemplazar, en A(X), la variable X por la variable o por la 
constante individual en cuestión. 

Así [X A(X) Y da: A(V). 

y I[X AGO] a da: Ala). 

Ejemplo: partamos del enunciado (X = Y). 

Podemos formar el predicado X (X.= Y), que significa : 
la propiedad de ser igual a Y. 

Aplicando este predicado a la constante 10, por ejemplo, obtenemos el enun- 
ciado: 10 = Y. 

Podemos eliminar igualmente la variable Y y formar el predicado X Y (X = Y), 
que significa: la propiedad, para un X y cad un Y, de ser iguales, Este es el predi- 
cado de igualdad. 

Aplicando a las constantes 4 y 10, por ejemplo, obtendremos el enunciado (por lo 
demás falso): 4 = 10. | 


2.22.2. Operadores de dos argumentos. 

(Estos operadores se sitúan entre sus argumentos.) 
2.22.2.L $  : conjunción (y). 
2:22:2.2. V  : disyunción (o). 


2.22.2:): > : ¿implicación (si ...., entonces). 

2.22.2.4. <>: equivalencia (es equivalente a). 

2.22.3. Comvenciomes sobre los paréntesis. 

2.22.3.1. La acción de un operador acompañado de paréntesis se extiende hasta 


los paréntesis asociados. 
Ejemplo: (AV (BE C) > (AVB)8 (AV C): 
la acción del operador de implicación se extiende hasta los paréntesis extremos. 
2.22.3.2. La acción de un operador no acompañado de paréntesis se extiende 


- hasta los paréntesis más próximos O hasta el operador más próximo de 
fuerza superior a la suya. 
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2.22,3.3. Los operadores se clasifican asi : 
a) Operadores más fuertes: qe y <>», 
b) Operadores de fuerza media: € y V, 
c) Operadores más débiles : operadores de un argumento. 
2.22.3.4. Cuando varios operadores de un argumento se suceden sin paréntesis, 
cada uno ejerce su acción hacia la derecha tan lejos como el último de 
entre ellos. | 
2.23. Sintaxis de LAI. 
2.23.1.. . Variables, 


Las variables sintácticas son utilizadas para la formulación de ciertas 
reglas y de ciertos esquemas. Pueden ser reemplazadas por los símbolos de LAI 
pertenecientes a la misma categoría. Así, una variable sintáctica individual puede ser 
reemplazada por un símbolo de individuo. El sentido intuitivo de una tal variable es 
el siguiente : expresión de la categoría individuo. 


2.23.1.1. Variables sintácticas individuales : 
a, B, y, y estas mismas letras afectadas de índices. 
Representan enteros, 
2:.23.1.2. Variables sintácticas funcionales : 
F, G, H, y estas mismas letras afectadas de índices. 
Representan funciones. | 
2.23.1.3. Variables sintácticas predicativas : 
P, Q, R, y estas mismas letras afectadas de índices. 
Representan predicados. 
2.23.1.4. Variables sintácticas para términos aritméticos : 
0, y esta misma letra afectada de índices. 


(Término aritmético : 


4) Toda constante individual es un término aritmético. 

b) Toda variable individual es un término aritmético. 

c) Si F es un función de 2 argumentos, y si 0, O, ..., 0, sOn términos aritméti- 
cos, F0,0 .... 0, es un término arstmético.) e | 


2.23.1.5. Observaciones. 


1. En un esquema relativo a LAI, una expresión tal que F ay az deba 
leerse: expresión de la forma F a as, donde F representa una función y donde 
Ay Y Ag PEPIPSeuran números enteros, 

Una expresión de esta forma se convierte en un enunciado de LAI desde el mo- 
mento en que se reemplaza F por una función determinada, por ejemplo, suma de, y 
a, y 4% por números enteros. 

2. Para evitar complicaciones inútiles, admitiremos expresiones tales 
que F X, X; ..., Xy, donde figuren a la vez variables sintácticas y variables individua- 


les de LAI. Una tal expresión debe leerse : 
donde F representa una función y donde X,, Xa, .. 


de LAI, 


Este uso puede justificarse perfectamente : 
los símbolos X,, Xz, ..., 
más sencillamente, que se utilicen estos símbolos según el uso autónimo. 


2.29,Z. 


2292 1 
2 LD 
LLL 

Para indicar que un enunciado Á contiene las variables X,, Xo, ...., 


A (X,, Xa, ...., Xp). 
Este uso puede justificarse : 


Temos: 


Constantes. 
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expresión de la forma F X, Xz ... 
., X, son variables individuales 
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Xp, 


basta con admitir la utilización de 


X, como variables sintácticas para variables individuales o, 


Las constantes sintácticas se > utilizan para designar ciertos objetos de LAI. 
Individuos, operaciones, funciones, predicados : | 
uso autónimo. 

Fracciones decimales, 

Fd, y este mismo símbolo afectado de índices. 
Enunciados : | | 

A, B, C, y estas mismas letras afectadas de índices. 


X2, .... y Xy según el uso autónimo 


2.24, 


2.24.1. 


2.24.1.1. 
2242: 
2.24.1.3. 


2.24.1.4. 
2.24.1.5. 
2.24.1.6. 
2.24.1.7. 


2.24.1.8. 
2.24.1.9. 


2.24.1.10. 
2.24.1.11. 
2.24.1.12. 


Propiedades metateóricas, 


Xn, escribi- 


basta con admitir que se utilicen los símbolos X,, 


Estas propiedades se expresan mediante funciones y predicados aritmé- 
ticos. Sin embargo, nosotros agruparemos éstos bajo una rúbrica especial, debido al 
papel que desempeñan en los razonamientos metateóricos. 


Funciones, 


Crd 
Dis 
Enm-K 
Enm-L 
Enm-R 
Enm-A 
FRI 


Imp 


Neg 
Nmc 


Sbs 
Seq-n 


h Sim 


Sub 
Unv 


: función de coordinación 
: disyunción 
: función de enumeración Gi LFK) 


» p2d 


de (para LFG-R) 
A (para LF-A) 


: función de KLEENE 

: ¿implicación 

: negación 

: número de enteros que son los números-D de 


una máquina-T no-circular 


: función especial de sustitución 
: función de selección sobre una serie M- defi 


nible 


- consecuencia immediata 
: resultado de una sustitución 
- universalización 


(pág. 
(pág. 
(pág. 
(pág. 
(pág. 
(pág. 
(pág. 
(pág. 
(pág. 


(pág. 
(pág. 


(pág. 
(pág. 
(pág. 
(pág. 


158). 
122). 
158). 
158). 
160). 
213). 
154). 
179). 
121). 


217). 
126). 


217). 
236). 
122). 
122). 
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2.24.1.13. 


2.24.2. 
2.24.2.1. 
2.24.2.1.1. 
2.24.2.1.2. 
2.24.2.1.3. 
2.24.2.1.4. 
2.24.2.1.5. 
2.24.2.1.6. 
2.24.2.1.7. 
2.24.2.1.8. 
2.24.2,1.9, 


2.24.2.1.10. 
2.24.2.1.11. 
2.24.2.1.12. 
2.24.2.1.13. 
2.24.2.1.14. 
2.24.2.1.15. 
2.24.2.1.16. 
2.24.2.1.17. 
2.24.2.1.18. 
2.24.2.1.19. 
2.24.2.1.20. 
2.24.2.1.21. 
2.24.2.1.22. 
2.24.2.1.23. 


2.24.2.2. 


2.2): 
2.25.1. 
2.25.1.1. 
2.25.1.2, 
2.25.1.3. 
2.25.1.4. 
2.25.1.5. 
2.25.1.6. 
2.25.1.7. 
2.25.1.8. 
2.2.1.9. 


Val : valor de un término de LNF-V para la atribu- 

| ción de valores asociado a una serie Se (pág. 
Predicados, 
Predicados explícitamente definsdos. 
Brn : Predicado de BERNAYS (pág. 
Bib : Predicado de BETH (pág. 
Can : ser una componente canónica (pág. 
Cany : ser una componente canónica de nivel n (pág. 
Cnv : convertible (pág. 
Cri : coherente (pág. 
Dem : derivable (pág. 
Dem-R : derivable en el sentido de ROSSER (pág. 
Dem-Q2 : derivable en LFG-2 (pág. 
Fal : falso (pág. 
Fdr : ser una derivación (pág. 
Fdr-R : ser una derivación en el sentido de ROSSER (pág. 
Mem-Rp: miembro de la clase Cl-Rp (pág. 
Nen : Jer un número entero (pág. 
PkiY : predicado de KLEENE (n + 2) argumentos (pág. 
Pkl : predicado de KLEENE (de tres argumentos) (pág. 
Prm : ser un número primo (pág. 
Pro : ser una proposición (pág. 
Pur : ser una proposición verdadera (pág. 
Sts : satisfacer a una proposición de LNF-V (pág. 
Unm : predicado de TURING (pág. 
Var : ser una variable (pág. 
Vri : verdadero (págs. 60, 262 y 


Predicados no explícitamente definidos : 
P*, Q*, R*, y estos mismos símbolos afectados de índices. 


Sintaxis de la lengua formalizada estudiada, 


. Nombres para las categorías de objetos de la lengua formalizada * 


Constantes individuales 2 ....ooooccccnncooncconnncnonarananos Ct, 
Variables individuales: ...o.oooooonocccnncccnnccnnnnonannconano Va, 
ESGNELOMES= aro ediaS Fn, 
PECA ICAO E: a os Pd, 
LOIMIROL= A si ióe nos Te. 
Expresiones del n-ÉSiMO PO: .o.oooconccccnncnncnonnccnncon Ex(*) 
PEOPOSICTONELS <A ds Pr. 
Proposiciones Cerradas: .o.ocoocconcccnconnonnconconnncnnacnos Pf. 
Series de proposiciones : o.ooooccccconccnnncnaonnonananononnon Sp. 


:2 Para el sentido de las expresiones que siguen, véase posteriormente 2.31 y 2.32. 


> 


264). 


379). 
382). 


328). 


328). 
204). 
178). 
123). 
161). 
170). 

60). 
123). 
161). 
268). 

52). 
155). 
155). 
121). 
178). 
185). 
266). 
220). 
121). 
264). 
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2.25.1.10. 
2.25.1.11. 


2,2302. 


2. 2):2:k, 
Zi 
2.25.2.3. 
2.29.2.4, 


Z LL ode 


2.25.2.6. 


2.25.2.7. 


2.25.2.8. 


Lied): 


2.25.2.10. 


2.23.2:11, 


2.25.2.12. 


22d: 


Series de simbolos: .......... ON Sy. 
Elementos cualesquiera: ............. A O 

Estos diferentes símbolos pueden eventualmente ir afectados de índices. 
Variables sintácticas *. 

La misma observación que para 2.23.1., pero haciendo jugar a la len- 
gua formalizada el papel de LAI. 

Variables para cifras: | 

k, y este mismo símbolo afectado de índices. 

Variables para varsables individuales : 

O, y este mismo símbolo afectado de índices. 

Variables para variables del n-ésimo tipo: 

O”, y este mismo símbolo afectado de índices. 

Variables para términos : 

Tr, y este mismo símbolo afectado de índices. 

Variables para expresión del n-ésimo término y expresiones correspon- 
dientes a propiedades del n-ésimo tipo: 

A, y este mismo símbolo afectado de índices. 

Variables para variables proposicionales : 

II, y este mismo símbolo afectado de índices. 

Variables para proposiciones : 

A, B, I' (alfa, beta y gamma mayúsculas), y estos mismos símbolos 
os de índices. 

Vartables para proposiciones cerradas : | 

A*, B*, I'*, y estos mismos símbolos afectados de índices. 

Variables para series de símbolos : 

2, y este mismo símbolo afectado de índices. 

Vartables para fórmulas bien formadas del formalismo de la conver- 
sión-A E 

Y (úpsilon mayúscula), y este mismo símbolo afectado de índices. 
Variables para componentes de una lógica combinatoria”: 

A, Ay, .... A; Ay, Ap, AF. 

Observación : 

Para indicar que una proposición Á contiene la variable 0”, escribire- 


os: A(O”). 


Nombres para objetos particulares de la lengua formalizada. 

Uso autónimo. 

(En particular en el caso de expresiones funcionales y predicativas * y 
de proposiciones.) 


13 Para el sentido de las expresiones que siguen (cifras, etc.), véanse posteriormente los pun- 
tos 2.31 y 2.32. 

14 Véase $ 221. 

15 Expresiones complejas que juegan, respectivamente, el papel de funciones y de E 
cados. Véase después 2.31.2.3 y 2.21.224. 
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2.29.4. 
2.29.4.1. 


2.25.4.2. 


2.25.4.21. 


2:23:4:22. 


2.25.4.3. 


2.26. 
2.26.1. 
2.26.1.1. 
2.26.1.2. 


226.13. 


Funciones y operaciones sintácticas. 


Operaciones de sustitución, 


_ Designaremos por la notación 


[Ec,/Ec,] A 


la expresión que se obtiene reemplazando el elemento Ec, por el ele- 


mento Ecz en la proposición A. 

Ec, y Ec¿ pueden ser constantes O. vaiobles individuales de los tér- 
minos, de las funciones, etc. La notación anterior es una forma de ex- 
presar, en el plano metateórico, uma operación de sustitución que se 
produce en la lengua formalizada. 0 


Extenderemos esta notación al caso de sustituciones simultáneas : 


[Ec;,, Ec;a, ..., Ecin/Ecy, EC;o, .. ., EC5n) A 
designa la expresión que se bene reemplazando, en la proposición A, 
los elementos Ec;,, EC;j2, ..., ECin, respectivamente, por los elementos 
Ec,,, Ec, ais ECjp. 
Funciones de Godel : 
Designaremos así a la función metateórica que permite pasar de una 
expresión de la lengua formalizada a su número de Gódel* y la fun- 
ción inversa. Estas funciones permiten representar, de manera abrevia- 
da, Operaciones metateóricas. | | | 
Función directa: 
Ngd (Ec) : número de Gódel del elemento Ec (pág. 98). 
Función inversa: 
Ngd”? (a) : elemento de la lengua formalizada cuyo número de Godel 
esa” (pág. 98). o ? 
Operador de difimición. 


El símbolo =, situado entre dos expresiones, indica que la expresión 


de la izquierda está definida mediante la expresión de la derecha. 


Este operador es considerado, desde el punto de vista de su campo 
de acción, como más fuerte que los operadores lógicos. 


Nombres para ciertos objetos metateóricos. 
Nombres para ciertos objetos formales definidos en LB. 
Expresiones algorítmicas : 


Al, y este mismo símbolo afectado de índices. 


Bases : 
Ba, y este mismo símbolo afectado de índices: 
Clases : 
Cl, y este mismo símbolo afectado de índices. 


- Clases particulares. 


1* Véase $ 68. 
5 El símbolo a se utiliza aquí según el uso autónimo. 


2.26.1.4. 


30 


2.26.1.3.1. - 
2.26.1.3.2. : 


2.26.1.3.3. 


2.26.1.3.4.. 


2.26.1.3.5. 
2.26.1.3.6. 
2.26.1.3.7. 
2.26.1.3.8. 


2.26.1,.3.9. 
2.26.1.3.10. 
2.26.1.3.11. 
2.26.1.3.12. 
2.26.1.3.13. 
2.26.1.3.14. 
2.26.1.3.15. 
2.26.1.3.16. 
2.26.1.3.17. 


Conjuntos : 


C1-C; 
Cl-Df 
Cl-Dr 
CI-DQ 
CI-E0k 
Cl-Ej1 


—CLEjk 


CLEnk 

CILE (n+1)k 
Cl-Pr 

Cl-Rp 
Cl-UOR 
C!l-Ujk 
Cl-Unk 
Cl-Un (k +1) 
Cl-U (n+ 1)% 
Cl-Vr 


- (pág. 
(pág. 


(pág. 


- (pág. 
(pág. 


(pág. 
(pág. 
(pág. 


- (pág. 


(pág. 


(pág. 
- (pág. 


(pág. 


-. (pág. 
(pág. 


(pág. 


En, y este mismo símbolo afectado de índices. 


Conjuntos particulares. 


2.26.1.4.1. 
2.26.1.4.2. 
- En-Cu 


2.26.1.4,3, 
2.26.1.4,4. 


226.145. 


2.26.1.4.6. 
2.26.1.4.7. 
2.26.1.4.8. 
2.26.1.4.9. 


2.26.1.4.10. 
2.26.1.4.11. 
2.26.1.4.12. 
2.26.1.4.13. 
2.26.1.4.14. 
2.26.1.4.15. 
2.26.1.4.16. 
2.26.1.4.17. 
2.26.1.4.18. 
2.26.1.4.19. 
2.26.1.4.20: 
2.26.1.4.21. 
2.26.1.4.22. 


En-C 
En-Cf 


En-D 

En-Df (1) 
En-Df (2) 
En-Df (3) 
En-Df (k) 
En-Df (n) 
En-Df (n+ 1) 
En-D; ¡ 
En-Dip 
En-Dm, 
En-Dm, 
En-Dm.. 
En-Dm 
En-Dm,, 
En-Dmg,, 


—En-E 


En-F 
En-Fd 


z En-H 


(pág. 
(pág. 


- (pág. 


(pág. 
(pág. 
(pág. 


(pág. 


(pág. 
(pág. 
(pág. 


- (pág. 
(pág. 


(pág. 
(pág. 


(pág. 


(pág. 


(pág. 


(pág. 
(pág. 


-. (pág. 


(pág. 


(pág. 
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308). 
271). 
267). 
274). 
258). 
259). 
258). 
258). 


258). 
267). 


268). 
258). 


259). 


258). 
258). 


258). 


267).: 


228). 


228). 
228). 
226). . 
297). 
297). 
297). 
297). 


297). 


297). 
300). 
301). 


309). 


309). 


:309). 


309). 


309): 


309). 
347). 
83). 
300). 


239). 
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2.26.1.4.23. En-K (pág. 239). . 
2.26.1.4.24. En-Kl; (pág. 390). 
2.26.1.4.25. En-Kl, (pág. 390). 
2.26.1.4.26. En-Kr - (pág. 394). 
2.26.1.4.27. En-LFT (pág. 275). 
2.26.1.4.28. En-Ru (pág. 297). 
2.26.1.4.29. En-S1 (pág. 259). 
2.26.1.4.30. En-Sak (pág. 258). 
2.26.1.4,31. En-Sbk (pág. 258)... 
2.26.1.4.32. En-Sb(k+ 1) (pág. 258). 
2.26.1.4.33. En-Sk (pág. 258). 
2.26.1.4,34. En-S (k+ 1) (pág. 258). 
2.26.1.4.35. En-Spk (pág. 258). 

2.26.1.5. oncad cualesquiera : ? 
Ln, y este mismo símbolo afectado de índices. 

2.26.1.6. Máquinas : 
Ma, y este mismo símbolo afectado de índices. 
Ma-m, y este mismo símbolo afectado de índices. 
Máquinas particulares. . 
2.26.1.6.1.  Ma-D (pág. 216). 
2.26.1.6.2. Ma-Em (pág. 218). 
2.26.1.6.3. — Ma-Fm (pág. 219). 
2.26.1.6.4. Ma-G (pág. 217). 
2.26.1.6.5,  Ma-Hm - (pág. 219). 
2.26.1.6.6.  Ma-U (pág. 206). 

2.26.1.7. Modelos : 
Md, y este mismo símbolo afectado de índices. 

2.26.1.8. Operadores: 
Op, y este mismo símbolo afectado de índices. 

2.26.1.9, Problemas : 
Pb, y este mismo símbolo fecal dd índices. 

2.26.1.10. Series de enteros (series infinitas con un número finito de términos di- 
ferentes de 1: Se, Se*). 

2.26.1.11. Teorías: | 
Th, y este mismo símbolo afectado de índices. 

2.26,2. Nombres para objetos sintácticos. 

2.26.2.1. Reglas : 
Re, y este mismo símbolo afectado de índices. e 
Regla particular: Re-C (pág. 169). 

2.26.2.2. Operaciones : LE 


On, y este mismo símbolo afectado de ds 


2.26.3.. 


2 
2271. 


2.27.2. 
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-. Nombres para objetos de la lengua de base no mencionados en los nú- 
meros precedentes (del 2.26.1. al 2.26.2.). 


(En particular: nombres para los operadores lógicos.) 


- Regla general: uso autónimo, 


Funciones para interpretación, 

Funciones de interpretación. 

Mdl, y este mismo símbolo afectado de índices *. 

Funciones pertenecientes a un campo de interpretación (o de un mo- 
delo) : | 


Máaj (pág. 60). 


— Mip (pág. 60). 


2.28. 
2.28.1. 


2.28.2. 


2.29. 
2:20 L. 


22D Le 


2.30. 


Enunciados cualesquiera. 0 

Cuando esto pueda hacerse sin embisicaadl eno: las letras A, 
B, C (y estas mismas letras afectadas de índices), introducidas en el 
punto 2.23.2.3., para designar enunciados cualesquiera pertenecientes 


- + a una lengua cualquiera Ln. | 
- Utilizaremos los símbolos A*, B*, c Ar BR C*, ..., para designar las 


expresiones que representan, en una lengua Ln, diferente de la lengua 
Ln, los enunciados A, B, C, A, B,, Ci, ..., de Ln. 

Y utilizaremos los símbolos AY, BW%_ CHE, 4%, BRE CRE... para 
designar las expresiones que representan, en una lengua Ln, diferente de la 
lengua Lm,, las expresiones A*, B*, c* 4%, BY, ci, ..., Cde Em. 


Relaciones de la teoría do oNAAOR 

Relación de pertenencia (indicando que un elemento pertenece a un 
conjunto): E. | o 
Relación de inclusión (indicando que un son uato forma parte de otro 
conjunto): =. 

Objetos del n-ésimo tipo Ob, 


2.3. LENGUAS FORMALIZADAS DE TIPO CLÁSICO. 


2.31. 
2.31.1. 
2.31.1.1. 
2.31.1.11. 


2.31.1.11.1.. 


Lista de símbolos utilizados. 
Simbolos constitutivos, 
Variables y constantes, 
Simbolos para individuos. 
Constantes individuales : 


No, Na, Na, sos 


'* Véase $ 26. 
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Estos son los símbolos de la lengua formalizada que corresponden a los números 
enteros. En rigor, sólo el símbolo N, es indispensable. En efecto, es posible formar, 
por medio de este símbolo y del símbolo o (función sucesor), expresiones correspon- 
dientes a los enteros. Los símbolos N,, Na, ... pueden; por tanto, considerarse como 
_abreviaciones para las expresiones aN,, o (No) etc. 

Consideraremos que igualmente forman parte de la lengua formalizada las cons- 
tantes Na, Ny, No, ..., que corresponden a las constantes a, b,C,. . de LAI*." 


En todo rigor, habúia que utilizar aquí una notación sintáctica: el símbolo N, 
sería entonces un símbolo sintáctico que designaría una cierta constante de la lengua 
formalizada, la que corresponde al entero a. 


Pero es más cómodo, para evitar ciertas complicaciones, introducir estas expre- 
siones como constantes de la lengua formalizada. 


También utilizaremos las constantes U, E e IP, 


2.31.1.11.2.. Variables individuales: 
X, Y, 3, y estas mismas letras da de indices. 
(Como se indica en el $ 20, se podría utilizar también, para designar 
las variables individuales, los: bolos », n, ¿> Véase pág. a 
2.31.1.12. Constante funcional, 
o : función sucesor (págs. 106 y 108). 
2.31.1.13. Constantes predicativas. qn q 
? 2.31.1.13.1. =  : ¿gualdad paros (pág. 110). 
2.31.1.13.2, =1 : fmagen-HB de =. (pág. 399). 
2.31.1.133. E  : predicado de pertenencia 
de LFP-A (pág. 392). 
Ñ 22.31.1134. El : ¿magen-HB de E — . (pág. 394). 
2.31.114, Símbolos para propiedades de un nivel cualquiera. 
Ñ - Esta categoría lleva únicamente variables : | 
variables de n-ésimo tipo (siendo n» un valor cualquiera): 
En, Y”, $”, y estos mismos símbolos afectados de índices. 
2.31.1.15. Variables proposicionales. 
7, y esta misma letra afectada de índices. 
2.31.1.2. Signos de agrupamiento. 
Son los dos signos del paréntesis y los dos corchetes. 
Las mismas convenciones de escritura que en el Punto 2.21.6. 
2.31.1.3. Operadores proposicionales. 
Se trata de operadores que permiten obtener, a partir de proposiciones 
dadas, otras proposiciones. 


Utilizaremos para estos operadores los. mismos “símbolos que en 
2.22. Naturalmente, las variables que figuran en los cuantificadores 


1 Véase anteriormente 2.21.1.14. 
2% Para U, véase pág. 39. Para E e I, véanse págs. 56 y 64. 


2.31.2. 


"ZO LZ E, 


OZ Za 


231.23. 


2.31.2.4, 
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2.22.1.2., 2.22.1.3. y 2.22.1.4. deben ser reemplazadas por variables de 
la lengua formalizada. 

Las mismas convenciones se utilizan para el uso de paréntesis que 
en el punto 2.22.3. 


Simbolos abreviativos. 
Simbolos para proposiciones determinadas”; 
Proposiciones particulares. 


2.31.2.1.1. Ye | (pág. 387). 
ZOLZL EZ. De (pág. 377). 
2312.13. Dx (pág. 379). 
2.312,14. Da (pág. 378). 
2.312,15. Bay | (pág. 273). 
2312.16. Wu - - (pág. 290). 
2312.17. Bu | (pág. 290). 
2.312.18. | | (pág. 268). 
2.312,19. To e — (pág. 268). 


Símbolos para proposiciones cerradas determinadas *” : 
YU, VA, E*, y estos mismos símbolos afectados de índices. 
Proposiciones cerradas particulares. 


2312Zd,. 208 | . (pág. 125). 
2.31.2:2.2. JE | (pág. 253). 
2.31.2.2.3. BE (pág. 164). 


Simbolos para expresiones funcionales determinadas (expresiones com- 
plejas que constituyen funciones): | 

y, €, :$, y estos mismos símbolos afectados de índices, 

Expresiones funcionales particulares. 


2.31.2.3.1.  «O8n (pág. 398). 
2.31.2.3.2. Osn, (pág. 399). 
2.31.2.3.3. EnmA | (pág. 213). 
23123.4. Bma (pág. 394). 
2312.35. Klm (pág. 173). 
23123.6. Squn (pág. 398). 
2.31.2.3.7. San; | (pág. 399). 


Simbolos para expresiones predicativas determinadas (expresiones com- 
plejas que constituyen predicados): 

PB, D, R, y estos mismos símbolos afectados de Índices. 

Expresiones predicativas particulares. 


231241. Ven e e 380). 
2,312.42.  Btb (pág. 382). 
2.31.2.4.3. Can (pág. 328). 


21 Sobre el sentido de la palabra proposición, véase más adelante 2.32.5. 
22 Sobre el sentido de la expresión proposición cerrada, véase más adelante el punto 2. 32. 6. 
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ZOO: 


2.31.2.6. 


2.32. 


Z IZ Le 


2.021: 
2.32.1.2. 


ZiOZiL: 


2.3221. 


231244. Eon (pág 328). 
23124.5. Uni |  (pág..173). 

231246. Ten  "  ..  .  - (pág. 289). 
2.31.2.4.7. PI (pág. 253). 
231.248.  Unm (pág. 220). 
2.31.2.49. Mei o (págs. 275 y 396). 
2.31.2.4.10. Mri, (pág. 396). 
Expresiones representativas de conjuntos. | 
2.31.25.1.  Etr (pág. 394). 
2.31.2.5.2.  Efr, (pág. 394). 
Observaciones. 


1. En general, utilizaremos letras góticas para designar las proposicio- 
nes, expresiones funcionales y expresiones predicativas que correspon- 
den, respectivamente, a enunciados, funciones y predicados de la Arit- 
mética intuitiva. 

2. Para indicar que una proposición (cualquiera) A contiene las varia- 
bles X,, X,, ..., €, escribiremos : . 

AE. Nao 0 ha): 

Esta expresión debe eS que forma parte de la sintaxis. En 
rigor, este uso sólo se justifica si se consideran los símbolos X,, Y,, ..., Ya 
como símbolos sintácticos correspondientes a las variables de la lengua 
formalizada. 


3. Para indicar que una proposición determinada A o una expresión 


funcional Y o una expresión predicativa PB contiene “das variables 
Xi, La, ..., En, escribiremos, respectivamente : 


21 (L,, X>, o...) La); 
y (XL, X>, e.» X.), 
MB (XL, Ya, ..., En). 


Estas expresiones pertenecen a la lengua formalizada. 


Nomenclatura de las categorías de expresiones. 
Entre las expresiones que se pueden formar asociando entre sí los sím- 
bolos enumerados anteriormente en el punto 2.31, sólo se consideran 
dotadas de sentido y constituyentes de las expresiones de la lengua for- 
malizada, aquellas que están construidas conforme a las siguientes re- 
glas de formación (que se formulan en forma recurrente). 

Estas reglas definen el sentido de las diferentes categorías de expre- 
siones que pertenecen a la lengua formalizada. 
Cifras. 
N, es una cifra. 
Si k¡ es una cifra, o k¡ es una cifra. 
Términos, 
Una constante individual es un término. 


2:02:22. 
2.32:2,% 


2.32.2.4. 


2.32.3. 


2.92.3:1, 
2020 Z 


2.32.4. 


2.32.4.1. 


2.32.4.2. 


2.32.5. 


2.32.5.1. 
2.32.5.2. 
9d NO o 


2.3254. 


y 
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.: Una variable individual es un término. 


Toda expresión constituida por medio de una constante funcional O 
por una expresión funcional cuyos argumentos son constantes o varia- 
bles individuales es un término, | 
Toda expresión obtenida reemplazando, en una expresión de la for- 
ma 2.32.2.3, que contenga al menos una variable individual, esta varia- 
ble por una expresión de la forma 2.32.2.3, es un término. 


Expresiones del n-ésimo tipo. 
Un término es una expresión del primer tipo. 
Una variable del n-ésimo tipo es una expresión del n-ésimo tipo. 


Protosiciónas caida 

Toda expresión constituida mediante una constante pedia o por 
una expresión predicativa cuyos argumentos son términos es una pro- 
posición elemental. 

Toda expresión de la forma Á”* A”, donde pst es una expresión del 
tipo (2 + 1) y A” una expresión del tipo », es una proposición 
elemental. 


Proposiciones. 
Una proposición elemental es una proposición. 


Si A es una proposición, - A es una proposición : 


Si A y B son proposiciones, 
A 8£ B, | 
A V B, 


A > B, 


A < B, 

son igualmente proposiciones. 

Si A es una proposición que contiene la variable O" ”, y si no contiene 
un cuantificador de nombre O”, (0%) A (0%) 

(EO9”) A (0”) 


son igualmente proposiciones. 

En las proposiciones (0") A (0*) y (E9%) A (0), la variable O* que figura en A 
(0%) se dice que está ligada por el cuantificador. 

Una variable no ligada se denomina libre. 


2.32.6. 


cerrada. 


- Proposiciones cerradas. 


- Una proposición que no contiene variables libres es una proposición 


Se observa fácilmente que una proposición alien se puede convertir en una 


22 Véase nota en 2.25.2.12. 
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proposición cerrada si se gan por cuantificadores todas las variables libres que 
contiene. 


Una proposición no cerrada se denomina abierta. 


2.4. FORMALISMO DE LA CONVERSIÓN-A %, 


2.41. Lista de simbolos utilizados. 
2.41.1. Operador de abstracción: ... A. 
241.2. Variables : a 

X, Y, 8, y estas mismas Md afectadas de índices. 
2.41.3. Signos de agrupamiento : los dos signos del paréntesis. 
2.41.4. Signo de separación: el punto. 
2.41.5. Observaciones. 


1. Para indicar que una - fórmula bien formada * Y contiene las va- 


riables E, Y, 8, escribiremos: Y (%, Y, 8). 


2. El operador A debe ir acompañado de la variable a que se refiere 

la abstracción. | 

Denominaremos armadura de una fórmula de una variable a la serie de símbolos 
constituida por el operador A, seguido de la variable sobre la que se ha practicado la 
abstracción. Para indicar que la armadura de una fórmula debe considerarse como 
un todo, se separa mediante un punto de la expresión a la que afecta. 

Para la parte de la fórmula que sigue al punto separativo se sigue la regla de 
separación a la izquierda. Toda expresión situada entre los paréntesis debe considerar- 
se que forma un todo. 


Cuando varias abstracciones se practican sucesivamente sobre la misma expre- 
sión, se puede simplificar la notación apliciódo la regla de la asociación a la de- 
recha. | 


Así ALAYDQ(A3.Y (9D 3)) 
se Convierte en: AXLADAZ.Y (X, Y, 9)», 
fórmula en la que la expresión A Z . Y E MD, 3) debe considerarse que forma 
un todo. ( 
Convendremos en escribir la serie de símbolos AX A YA Y en la forma A E Y 3. 
Nuestra fórmula se convierte finalmente en: AX DS. Y (E, 9 $). 


Mediante esta convención, denominaremos armadura de una fórmula a la serie 
de símbolos constituida por el operador A seguido de la mención de las variables 


24 Véase $ 146. 
25 Sobre el sentido de esta expresión, véase más adelante 2.42.1. 
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sobre las que se han practicado las abstracciones sucesivas. La armadura de una 
fórmula está separada por un punto de la expresión a la que afecta. 


2.42. Reglas. 
2.42.1. Reglas de formación. i 

Estas reglas indican, en forma recurrente, cuáles son las series de símbo- 
los que se consideran como fórmulas bien formadas. 


2.42.1.1. Toda fórmula constituida por una sola variable es una fórmula bien for- 
mada, Se dice que esta variable figura en la fórmula como variable libre. 

2.42.1.2. Si las fórmulas Y, e Y son bien formadas, la fórmula Y, Y¿* es bien 
formada, 

Se dice que una variable figura como variable libre o como variable 
ligada sea en Y, sea en Y. 
2.42.1.3. Si la fórmula Y es Nin ada y si la variable Y figura en ella como 

variable libre, la fórmula A X - Y es bien formada”. 

Se dice que la variable X figura en la fórmula A X - Y como varsable 
ligada y cualquier otra variable distinta de Y que figure en esta fórmula se dice que 
figura en ella como variable libre o como variable ligada, según que figure como 
variable libre o como variable ligada en Y. 


2.42.2. Reglas de operación, 
2.42.2.1. Sustitución : | 
Se puede reemplazar, en una fórmula bien foimáda Y,, una variable 

ligada Y por otra variable Y, a condición de que esta variable sea diferente de cada 
una de las variables de Y,. 
2.42.2.2. Reducción : 

-.. Se puede reemplazar una fórmula del tipo A q. , Y) Y, por la fórmula 
[£/Y] Y,, a condición de que las variables ligadas de Y, sean distintas de Y y de 
las variables libres de Y. 


2.5. SISTEMAS CANÓNICOS *. 
Símbolos utilizados : 
A 
y estas mismas letras afectadas de índices. 


2.6. LÓGICAS COMBINATORIAS *, 


2.61. Símbolos utilizados. | | 
2.61.1. Predicado de aserción: .ococncncnccicnm HE (pág. 320). 
2.612.  Predicado de igualdad: .ononiccimmmm.... o = (pág. 319). 


-? Obtenida por aplicación de Y, a Y. 
27 También se puede escribir: A £ - Y (X). 
22 Véase $ 160. 

2 Véase $ 221. 
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2.61.3.. .. Componentes correspondientes. a operadores lógicos. 
2.61.3.1. Componentes correspondien- . 
tes al operador de implica- 


A A SK Mas 320 y ad 
id: Componente correspondiente | i 
| al operador de negación: ... R (pág. NE 
2.61.4. Componentes particulares, po 


2.6141. £ (pág. 321). 
- 2.6142. M (pág. 321). 
261.5. — Símbolos adjuntos: | | 
e 28, y este mismo símbolo afectado de índices. 


2.62. Reglas de formación. 
2.62.1. Formación de componentes no primitivas. 
a Partiendo de componentes cualesquiera, se pueden formar otras com- 
portentes mediante la operación de aplicación, La expresión obtenida por aplicación 
de A, a A, se representa por A. Ay?*, 

Si A, y Ay son componentes cualesquiera (primitivas o no) del sistema, A A, es 
también una componente del sistema. 


2.62.2. Formación de proposiciones. 
Partiendo de componentes es posible: formar dd mediante el 
predicado de aserción. 
Si - A,es una componente del sistema, 
HA, es una proposición del sistema. 


2.63. Observaciones, 
o 1. Sirviéndose de la operación de aplicación, es posible representar en 

el sistema cualquier otra operación mediante componentes apropiadas. 

Así, el operador de implicación puede representarse por la componente S. 

Sean A; y Az dos componentes del sistema. 

Aplicando Si a A,, y después la expresión obtenida a Ay, se obtiene la compo- 
nente K£ A, A. 

(Esta componente significa desde el punto de vista intuitivo: A, implica A,.) 

2. El predicado de aserción es el único introducido a título de com- 
ponente primitiva. Los demás predicados pueden definirse mediante componentes 
(primitivas O no) que no desempeñan el papel de predicados. 

Sea LF una lógica combinatoria. | 

Si queremos expresar que se puede representar en este sistema una cierta función 
F de un argumento por medio de una componente A% de este sistema, podemos 
proceder como sigue. 


2% Cuando se suceden varios componentes, se utiliza la regla de asociación por la izquierda. 
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Añadamos a LF el símbolo >: (que vá a jugar el: papel de una variable, pero en 
sentido indeterminado). dE | o! 
Sea LF-% el sistema así obtenido. 

Supongamos que sea posible. construir una cierta expresión Az de LF-X tal que 
corresponda a la función F. | | 

Y supongamos también que existe en LF una componente A* tal, que se pueda 
«derivar en LF-M : | | 

At M= A,. 

Esta componente AX puede considerarse que representa la función F misma (sin 
la intervención de variables sustitutivas) ?, | | 

Podemos designarla por la notación : 


1-81 Az. 
La igualdad anterior se convierte en tal caso: 
((8] A,) VB = Ay. | 


Como 3 es un elemento indeterminado, podemos sustituir en % una componente 
cualquiera. Si aplicamos la expresión ([M] Ay) a una componente cualquiera de 
LF, por ejemplo A;, obtendremos una componénte nueva, formada reemplazando 
el símbolo M, en todos los lugares en donde figure en A, por la componente Aj. 


3. INDICE DE NOTACIONES - RESUMEN. 


1. INDICACIONES GENERALES SOBRE LAS CATEGORÍAS DE EXPRESIONES UTILIZADAS. 


1.1. Lengua de base y lengua formalizada. 

1.2. Variables y constantes. 

1.3. Elementos pertenecientes a la lengua de base. 

1.4. Elementos pertenecientes a las lenguas formalizadas. 


2. TABLA COMPLETA DE NOTACIONES UTILIZADAS. 


ZE Lenguas utilizadas. a a de 
2.11. Lengua de base: ........... A 

Partes de EBE ias +. LBp, LB). 
EZ: Aritmética INTUILIVA: .occoccncnnnocnno os si, LEAL 
2.13. Lenguas formalizadas en general: ...... LF. 


(o con índices). 


31 Sobre el sentido de esta expresión, véase 8 221. 
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2.14. 


Le 
2.21. 
2.2.1.1, 


Liz lolis 
2.21.1.11. 
2.21.1.12, 
2.21.1.13: 
2.21.1.14. 
2.21.1.15. 


2.21.1.2, 
2.212. 


2.21.3. 
2.21.9.L, 


2.21.3.2. 


2.21.4. 
2.21.4.1. 


2.2142. 
2.215. 
2.21.6. 


22d. 
2.22.L 
2.22.L,L: 
2.2212, 
2.22 L:D0 
2.22.1.4. 
ZZ 2. 
2.22.1.6. 


LLL AD 
2:22:21, 


Lenguas formalizadas particulares:  :- | 

LFE, LFG, LFG,, LFG,, LFG,, ..., LFG,, LEG, LFG LEG, LFG,, 
LFG:, ..., LEG .+n, LFG-R, LFG-O, LFH, LFK, LFM, LFN, LEN?, 
LFN-C, LEN-G, LFN-T, LNF-V, LFP-A, LFP-Am, LFP-w, LFP-oN, 
LFR, LEFT, LFT,, LFT,, ..., LET,, ..., LFT-O, LF-A, 


Símbolos de LB. 
Simbolos de LAI. 


Individuos, 

Constantes individuales, | | 

Números enteros: .......... a e) 

Primero ordinal transfinitO: ............ WM, 

Primer nNÚMEro-E:  ..ooocccocccccnoncmmon.. €0. 

Numeros enteros determinados : ......... a b,c y con índices). 
Ordinales transfinitos determinados: ... p, v, € (y con índices). 
Variables individuales: o...connnnncnncnn... Xx, Y, Z (y con índices). 


Operaciones: Véase funciones, 


Funciones, 

Constantes funcionales : 

+, Xx, —, Akn, Akn,, Akn,, Akn,, Cnt, Exp, Min, Scc, Selin), 
Variables funcionales: ...ooooonnncinnnn.... PX Y (y con índices) 


Predicados, 

Constantes predicativas : 

A <, 2, =. A 
Variables predicativas : ...oooccnnnnnnm.»*”*..o 0, X, Y (y con Índices) 
Signos de agrupación. * 


Convenciones de escritura, 


Operadores lógicos. 
Operadores de un argumento, 


NEOLaciÓone. lia a 
ADSETACCIÓN : mooccconcconconcnoncnnanoronaros X. 
Universalización : ..ooconcccccccncnnccinacoro (XD. 
Particularización 3 m.oocconccconcncccccommo»o (EX). 


Observaciones sobre los dos cuantificadores, 
Observaciones sobre el operador de abstracción. 


Operadores de dos argumentos, 
COMUNAS ¡a AE eL. 


2.22.2.2. 
2.2223. 
2.2224, 


2 aL 


ZiZ O: 
2.23.1. 


22 Ll 
2.23:1:2: 
2.23.1.3. 
2.23.1.4. 
2:20): 


LO 


2.23.2.1. 
2.23.2.2. 
2.2323. 


2.24. 
2.24.1. 


2.24.2. 


2.24.2.1.. 


2.2422. 


Zilde * 


2. 23.d0. 


22 L, 


2.29.2.1, 
2.2: dal 
2.29.2.3. 
2.25.2.4. 
2.25.2.5. 


2.25.2.6. 
22 LD he 
2.25.2.8. 


 Enunciados : 


- Predicados mo- -explicitamense isso 
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e DIJURCIONS: Li V.. 
Emplicación 3 ...o.oiooiccccnconccnorainacanio >... 
Equivalencia: moococccccnconcconoocnonnaccnos <>, 
Convenciones relativas a los paréntesis. 

Sintaxis de LAI. * 
Variables, SS 
Para imdividutOs : .....oooooocccncoccncannnso 200 O 
Para funciOnes : ...ooononnccncicccnncnncnc os FEG,H. 
Para predicados: .....ooonoococcccncronianos P,O,R 
Para términos arttmétiCOS 2: ....minnn...... 0 pu 
Observaciones. 
Constantes, 

- Individuos, operaciones, funciones, predicados. 

. Fracciones decimales: ...o.oooonnommmm*m”*«*»*..o. Fa 

A AS A, B, C 


Propiedades metateóricas. 
Funciones: 


(y con 


(y con 
(y con 


E (y con 


G con 


(y con 


índices). 
índices). 
índices). 
índices). 


índices). 
índices). 


Crd, Dis, Enm-K, Enm-L, Enm-R, Enm-», FE, Imp, Neg, Nmc, aos 


.Seq-n, Sim, Sub, Unv, Val. 


Predicados. 
Predicados explícitamente definidos : 


Brn, Bth, Can, Can,, Cnv, Cri, Dem, Dem-R, Dem-0, Fal, Fdr, Fdr-R, 
Mem-Rp, Nen, PRIG), Pkl, Prm, Pro, Por, Sts, Unm, Var, Vri, 


Sintaxis de la lengua formalizada En | 
- Nombres para las categorías de objetos de la lengua. formalizada: Ct, 


Va, Fn, Pd, Te, Ext), Pr, Pf, Sp, Sy, Ec. 


Variables sintácittcas. 


. Para cifras: - (y con 

Para variables individuales: ............... ¡JN (y con 
Para variables de n-ésimo tp0: ......... 81. - (y con 
A 7 (y con 
Para expresiones de n-ésimo tipo y pro- 
piedades del n-ésimoO DO: ..ooon..mm.<.mo... An (y con 
Para variables proposicionales: ......... 11 (y con 

Para proposiciOmes : .moocccoconncccnccnncnos A B,P' .. (y con 
Para proposiciones Cerradas: ....mmmm.... A*, B*, T'* (y con 


po Ao R* (y con índices). 


índices). 
índices). 
índices). 
índices). 


índices). 


índices). 
índices). 
índices). 
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2,239.29. 


2.253.2.10. 
2:23.2:L1. 


2.23.2.12. 


2d: 
2.25.4. 
2.25.4.1. 


2.25.4.2. 
2.2543. 


2.26. 
2.26.1. 


226.11. 
2.26.1.2. 


2.26.1:3. 


2.26.1.4. 


2.26.1.5. 
2.26.1.6. 


2.26.1.7. 


(y con Índices). 
(y con índices). 


Para series de simbolos : 
Para fórmulas bien formadas de LF-A O E 

Para componentes de una lógica combinatoria E 
A,, A), ... A,, Ar, Ap, AT, 

Observación, a 


Nombres para objetos particulares de la lengua ic 
Funciones y Operaciones sintácticas, ( 
Operación de sustitución : 

[Ec,/Eca] A, 

[Ec;,, Ecija, ..., Ecin/ Ec, Ec, A A. | 
Funciones de Goaelo sisariiatids als Ned, Ned. E 
Operador de definición: ......oommm.m...... Es 


Nombres para ciertos objetos metateóricos. 
Nombres para ciertos objetos formales definidos en LB. 


Expresiones ALBOSÍÉMICAS 2 coccccncnnns . Al - (y con Índices). 
A A . Ba (y con Índices). 
AL A Cl (y con Índices). 


Clases particulares : | 

Cl-Ci, Cl-Df, Cl-Dr, Cl-DO, Cl-E0k, Cl-Ejl, Cl-Ejk, Cl-Enk, Cl-E 
(141) k, Cl-Pr, CI-UOk, Cl- Uk, Cl- Unk, Cl. Un di D, CIU (n+1)k, 
Cl-Vr, 
Conjuntos : 
Conjuntos particulares : 

En-C, En-Cf, En-Cv, En-D, En-Df(1), EnDIO, EnDÍG), En-Df(k), 
En-Df(n), En-Df(n + 1), En-D:, En-Dip, En-Dm,, En-Dm,, En-Dm., 
En-Dm¿, En-Dm,, En-Dmg., En-E, En-F, En-Fd, En-H, En-K, En-Kl,, 
En-Kl,, En-Kr, En-LFT, En-Ru, En-S1, En-Sak, En-Sbk, En-Sb(k +1, 
En-Sk, En-S(k + 1), En-Spk. 


6 con índices). 


2.26.1.8. 
2.26.1.9, 
2.26.1.10. 
2.26.1.11. 


2.26.2. 


2.26.2.1. 


Lenguas cualesquiera: A In (y con Índices). 
IAEA LN Ma - (y con Índices). 
Máquinas particulares : 

Ma-D, Ma-Em, Ma-Fm, Ma-G, Ma-Hm, Ma-U. 

MOBEIOS. arias Md (y con Índices). 
ODeradores mida Op (y con índices). 
Problemas: ...cooconnccnncccccccnnncccnanicos Pb. (y con índices). 
Series de emterOsS : o...ooonnnnnannnconnn.n?.*... Se, Se* - (y con Índices). 
q A Th (y con índices). 
Nombres para objetos sintácticos, ( | 
Replaso: ias Re (y con índices). 
Regla particular: .........oo.ooconommmm.....o Re-C. EN 


2:.20.2.2. 
2.26.3. 


2.27. 
2.27.1. 
all: 


2.28. 
2.28.1. 


2.28.2. 


229) 
2:29.L, 
2-20L: 
2.30. 


2.3. 

2.31. 
2.31.1. 
2.31.1.1. 
2.31.1.11. 


2.31.1.11.1. 


2.31.1.11.2. 


2.31.1.12. 
2.31.1.13. 
2.31.1.14. 
2.31.1.15. 
2:9L.1,2: 


23113. 


2.31.2. 
2.31.2.1. 


. Indice de notaciones 419 
Operaciones : (y con índices). 
Nombres para objetos de la la lengua de base no mencionados en los nú- 
meros precedentes. 


.eo......00.91000010600010-06000069 00000690000. 


Funciones para interpretación. ' 


Funciones de interpretación: ............ Mal (y. con índices). 
Funciones pertenecientes a un campo de | 
interpretación (o a un modelo): ...... Md;, Mip. . 


 Enunciados aa 


Enunciados cualesquiera de una lengua cualquiera: 
A, B, C (y con índices). 

Representación de estos enunciados en otra nda 
A*, B*, C* (y con índices). 

Representación de estas expresiones en otra lengua : 
A**, B**, C** (y con índices). 


Relaciones de lá teoría de conjuntos. 

Relación de pertenencia : 

Relación de inclusión : ........... dt 

Objetos del n-ésimo tiPO: ...ooion....... 

Lenguas formalizadas de tipo clásico, 

Lista de simbolos utilizados, 

Simbolos constitutivos. 

Variables y constantes. 

Simbolos para individuos. 

Constantes individuales : 

No, N,, Na, ...., 

No Ny Noi 

E, 1, U. o 

Variables individuales : £, Y, 8 (y con índices). 
(O también: x, Y, 3.) 


Constante funcional : .....oooconcccomommmmoo. C. 

Constantes predicativaS: cuina =,=1, €, Ez. 

Variables del n-ésimo tipP0: ............ Ed y 3" y con índices). 
Variables proposicionales : ....oooom...... T (y con índices). 
Signos de agrupamiento. 

Operadores proposicionales, 

Simbolos abreviativos. 

Para proposiciones determinadas : - (y con Índices). 


Proposiciones particulares: 


Oc, Oo, Óx, On, dry, Sy, Jum, 2, <m: 
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2:31.2:2. 


231.29. 


2.31.2.4. 


212.0. 


2.31.2.6. 


2002. 

2.321. 
2 Liz: 
Zideid: 
2.324, 
LOZy: 
2.32.6. 


2.4, 
2.41. 
2.41.1. 
2.41.2. 
2.41.3. 
2.414. 


2.41,5. 


2.42. 
2.42.1. 


ADD: 


Lidia 


2.6. 
2.61. 
2.61.1. 


Para iii cerradas determina 


0.0000 .dMd¿odorn.o..n.n conh eno... ne xnñtaroc.. cs. 


Peroliona cerdas ads 


39% IE 3. 


Para expresiones funcionales asienmina | 

A OS A 4, 8, s ó con AS 
Expresiones uscionales particulares :- i 
O8n, O8n,, Enm-A, 3ma, Sim, San, Sqn;. 


Para expresiones predicativas determina. 


DA ias — PO R 


Expresiones predicativas pabieilarese 


Ven, Vir, Can, Ean,, Inf, Sten, BFI, Anm, Brí, Bei. 


Expresiones representativas de conjun-- 
FOSO aná 


6600000000000000000000t0uo0009000000n0..00.0. 


Observaciones. 


JH _ VD, G* (y con Índices). 


Str, Str, 


Nomenclatura de las categorías de expresiones. 


Cifras. 


Términos. 


Expresiones de n-ésimo tipo. 
Proposiciones elementales, 
Proposiciones, 

Proposiciones cerradas, 


Formalismo de la conversión-A. 
Lista de los símbolos utilizados, 


Operador de abstracción : 
Variables : 


Signos de agrupamiento. 
Signos de separación, 


Reglas, 


-. Observaciones. 


Reglas de formación. 


- Reglas de operación. 


Sistemas canónicos, 


Símbolos utilizados : 


64600. 10. 00000000000000000 


Lógicas combinatorias, 
Símbolos utilizados, 
Predicado de aserciÓn : ....ooomnoinanm»»... 


(y con índices). 


| - (y con Índices). 


- y con índices). 


31 
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Predicado de igualdad: ...oo.......... y El 

Componentes correspondientes a opera- 

dores LÓGICOS: ooccocncncnonncnccononnnnn nono SK, R. 

Componentes particulares: ....o..o........ £, NY. 

Simbolos adjuntos: .....oooocccnnconommmo.». PA (y con índices). 


Reglas de formación. 


Observaciones. 


INDICE DE EXPRESIONES UTILIZADAS 


NOTA EXPLICATIVA. 


Este índice contiene todos los términos y expresiones empleados en esta obra en sentido 
técnico, bien sea porque pertenezcan por derecho propio al vocabulario de las teorías de que 
se trata explícitamente (en cuyo caso damos una definición precisa del término en cuestión), 
bien sea porque se los utiliza en el transcurso de la exposición, aunque no pertenezcan es- 
trictamente al vocabulario técnico de las teorías (en cuyo caso se los emplea en su significación 
corriente y no constituyen el objeto de una definición: así ocurre, por ejemplo, con ciertos 
conceptos matemáticos, como conjunto, función, número, etc. ..., que figuran en la expo- 
sición). | 

También cito en este índice ciertos términos que, sin tener un sentido propiamente técnico, 
se emplean con cierto significado peculiar (como los términos horizonte, abierto, trascendental, 
etcétera). 


Al elaborar este índice he tenido en cuenta las bases siguientes : 


1. PRINCIPIOS DE CLASIFICACIÓN. 


He utilizado dos sistemas de clasificación, superponiéndolos: un sistema exterior y un 
sistema 2ntertor. 

El sistema extersor afecta a las expresiones que se reducen a una sola palabra y a las 
expresiones que difieren entre sí por su primera palabra. (Así, pues, desde el punto de vista 
de este sistema se consideran como equivalentes las expresiones que comienzan por una misma 
palabra). | | 

El sistema interior afecta a las expresiones que comienzan por una misma palabra. 

En el sistema exterior sigo sencillamente el orden alfabético. (Así todas las expresiones 
que comienzan por la palabra axioma ocupan en el índice el sitio que corresponde por orden 
alfabético a la palabra axz0ma). 

En el sistema ¿ntersor utilizo un principio de clasificación algo más complicado; principio 
que he adoptado para asegurar que queden agrupadas todas las expresiones de cualquier 
categoría determinada que se refieran a un mismo sistema. (Así, según este principio de 
clasificación, resultarán agrupadas todas las especies de constantes que intervienen en el 
sistema LFG). 

Las expresiones que comienzan por una misma palabra (o por una misma expresión 
compleja) se distribuyen en tres grupos. o 

El primer grupo comprende las expresiones que se forman añadiendo a la palabra inicial 
(o a la expresión compleja inicial) una aposición o un complemento determinativo (introducido 
por un artículo partitivo-indefinido, no, «na, por una de las preposiciones, a, en, de, para, 
sobre, por una de las locuciones prepositivas en el sentido de, con relación a, por vía de) o 
por la conjunción como. Ejemplos: axtoma de determinación, conjunto reunión. 

Estas mismas aposiciones o complementos pueden estar formados por una sola palabra o 
por una. expresión compleja encabezada por un sustantivo. 
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Las partes de expresiones introducidas por una de las locuciones en sentido (así: en 
sentido absoluto) o formando parte, se consideran como aposiciones y se clasifican respectiva- 
mente bajo la palabra sentido o bajo la palabra parte. 

Los complementos determinativos constituidos por una notación simbólica que designa un 
sistema (como, por ejemplo, en la expresión proposición de LFG) se los sitúa después de 
todos los demás. Cuando una misma palabra (o una misma expresión compleja) recibe, dentro 
de expresiones diferentes, varios complementos determinativos de este género, sigo el orden 
de los símbolos tal como se determina en el Indice de Símbolos. 

Cuando una misma palabra (o una misma expresión compleja) recibe, dentro de expre- 
siones diferentes, varios complementos determinativos constituidos por expresiones que co- 
mienzan por una misma palabra (o por una misma expresión compleja) disponemos estos 
mismos elementos de acuerdo con los principios aquí descritos. 

Cuando dos complementos determinativos (relacionados ambos con la palabra inicial o con 
la expresión compleja inicial) se suceden dentro de la misma expresión, y uno de estos dos 
complementos designa un sistema, se da la precedencia a este complemento. (Así, en la 
expresión operador de abstracción de LF-A, el segundo elemento determinativo, que designa 
un sistema, tiene la precedencia). (Cuando ninguno de los dos complementos designa un 
sistema, nos atenemos a la regla de la prioridad alfabética). 

El segundo grupo comprende las expresiones formadas a base de añadir a la palabra 
inicial (o a la expresión compleja inicial) un adjetivo o una expresión encabezada por un 
adjetivo (por ejemplo, la expresión absoluto relativamente a un modelo), o un adverbio (por 
ejemplo, la expresión relativamente a una interpretación) o un participio (como en las ex- 
presiones que empiezan por perteneciente a, correspondinte a, imtroducido por). 

_Las proposiciones relativas, que hacen oficio de adjetivos, se equiparan a éstos; y ocupan 
el sitio que ocuparía su verbo correspondiente si éste se emplease en el participio o en el 
gerundio. (Así, la expresión conjuntos que se contienen ellos mismos como elementos se 
equipara a la expresión conjuntos comteniéndose ellos mismos como elementos, y se sitúa en el 
segundo grupo bajo la palabra conteniendo). 

La expresión que sirve para designar se equipara al participio designante. 

Las expresiones que se forman modificando un adjetivo mediante un adverbio (por ejemplo, 
las expresiones bien ordenado, no-coberente, se las ordena inmediatamente después de dicho 
adjetivo). 

Cuando se obtienen varias expresiones a partir de una expresión dada a base de modificar 
un mismo adjetivo (contenido en la expresión dada) mediante adverbios diferentes, se colocan 
estas expresiones siguiendo el orden alfabético de los adverbios. 

Las expresiones formadas por medio de un adjetivo precedido de una letra griega (como 
en la expresión w-coberente) se colocan inmediatamente después de las expresiones que co- 
mienzan con ese adjetivo (o después de dicho adjetivo cuando no hay otras expresiones 
formadas a base de ese adjetivo). 

Cuando intervienen varias expresiones que comienzan por el mismo adjetivo, por el 
mismo adverbio o por el mismo participio, esas mismas expresiones se ordenan conforme a 
los principios aquí descritos. 

El tercer grupo comprende las expresiones formadas a base de añadir a la palabra inicial 
(o a la expresión compleja inicial) un símbolo (lo mismo si se trata de un símbolo constituido 
por medio de una, de dos o tres letras, que si se trata de un simbolo de otra especie) o un 
sustantivo que represente una designación singular (como en la expresión: función sucesor). 

Dentro de los dos primeros grupos se sigue la clasificación alfabética (salvo las particulari- 
dades que hemos señalado). Dentro del tercer grupo seguimos el orden del Indice de Símbolos. 

Los nombres propios siguen las mismas reglas que los sustantivos comunes. 

Cuando un adjetivo y un complemento determinativo afectan a la vez (dentro de una 
misma expresión) a una misma palabra (o a una misma expresión compleja), el complemento 
determinativo tiene siempre precedencia sobre el adjetivo, incluso cuando éste precede al 
complemento. Efectivamente, la expresión formada por la palabra inicial (o por la expresión 
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compleja inicial) y por el complemento determinativo debe considerarse como si formase parte 
del primer grupo; y dentro de este grupo debe considerarse que la expresión completa 
(formada a base de añadir a la palabra inicial —o a la expresión compleja inicial— el 
complemento y el adjetivo al mismo tiempo) forma parte del segundo grupo. (El adjetivo 
califica el todo formado por la palabra inicial (o por la expresión compleja inicial) y por su 
complemento determinativo). (Así, la expresión clase completa de proposiciones, debe tratarse 
como si estuviera redactada en la forma: clase de proposiciones completa). 


De acuerdo con estos principios, una expresión como clase de las proposiciones derivables 
de LFG deberá figurar bajo la palabra clase en el primer grupo. Entre las expresiones de este 
primer grupo ocupará el sitio correspondiente alfabéticamente a la palabra proposición. Entre 
las expresiones que comienzan con las palabras clase de las proposiciones, deberá colocarse en 
el primer grupo en el lugar correspondiente al símbolo LFG (siguiendo los principios de clasi- 
ficación previstos para el primer grupo). Y entre las expresiones que comienzan por las 
palabras clase de las proposiciones de LFG deberá aparecer en el segundo grupo en el lugar 
correspondiente por orden alfabético a la palabra derivable (como si se tratase exactamente 
de la expresión clase de las proposiciones de LEG dersvables). 


Algunas expresiones contienen una parte encerrada entre paréntesis. Ponemos entre pa- 
réntesis las determinaciones que no figuran explícitamente en el texto (o que no figuran 
expresamente en todas las páginas citadas), pero que, sin embargo, contribuyen a fijar el 
sentido de la expresión de que se trata. (En el texto pueden sobrentenderse estas determina- 
ciones porque se deducen claramente del contexto.) 


En la clasificación no se tienen en cuenta los paréntesis. En efecto, debe considerarse que 
toda expresión encerrada entre paréntesis forma parte integrante de la expresión en que 
figura. 


Las expresiones formadas por medio del verbo ser (en el infinitivo) seguido de un 
sustantivo o de una expresión encabezada por un sustantivo se colocan inmediatamente después 
de dicho sustantivo. 

Las palabras o expresiones que forman parte de expresiones complejas se citan y clasifican 
además aparte como si figurasen por sí solas, sólo que remitiendo al lector a la expresión 
compleja en que figuran. 

Al citarlos así aparte, pongo los adjetivos en su forma masculina, y los participios de 
presente en el modo infinitivo. (Así, la expresión correspondiente al axioma de reductibilidad, 
que figura en la frase esquema correspondiente al axioma de reductibilidad, la vuelvo a citar 
bajo la letra C en esta forma: corresponder al axioma de reductibilidad). Los participios 
pasados se citan en la misma forma en que se presentan. 


2. REFERENCIAS AL TEXTO. 


Este índice remite a las palabras y expresiones que figuran en el Prefacio, en uno de los 
capítulos 1 a X o en una de las Notas 1 a IV, con indicación de la página o páginas en que 
aparecen. 

También remite a las palabras y expresiones que figuran en el Indice de Notaciones, con 
indicación de la sigla IN (INDICE DE NOTACIONES) seguido del número (o de los 
números) bajo el cual (o bajo los cuales) figuran. 


Este Indice no indica todos los sitios en que figura una expresión dada, sino solamente 
aquellos que presentan alguna importancia, sea porque en ellos se defina esa expresión, sea 
porque intervienen en un contexto que contribuye a precisar su sentido en una u otra forma, o 
porque se los emplea de una manera significativa (por ejemplo, en el enunciado de un 
teorema). 


Cuando una expresión es objeto de una definición explícita, señalamos el sitio en que se 
la define poniendo la referencia en cursiva. 


486 Limitaciones internas de los formalismos 


Cuando dos textos atribuyen al tema de una misma expresión unas indicaciones que 
pueden considerarse como igualmente esenciales (y por lo mismo como mutuamente com- 
plementarias) indicamos ambos textos poniendo las referencias en cursiva. 


Este Indice remite igualmente mediante unas cifras en cursiva a aquellos textos que 
aportan al tema de una expresión dada una precisión importante o que señalan alguna pro- 
piedad característica suya, e igualmente a aquellos textos en los que aparece una expresión 
empleada en su sentido principal (con relación a los temas tratados en la presente obra). 


Sin embargo, no se indican con cursiva las referencias al Indice de Notaciones, ni 
siquiera en el caso en que el número de dicho Indice al que se remite al lector constituya 
una definición o pueda considerarse como el equivalente de una definición. Como todas las 
indicaciones que figuran en el Indice de Notaciones desempeñan el papel de definiciones, 
por lo menos implícitas, no me ha parecido necesario adoptar una notación especial para las 
referencias a dicho Indice. 


Las referencias a las notas que figuran al pie de la página indican el número de la 
página en que se encuentra la parte de la nota correspondiente a dicha referencia, seguido del 
número de la misma nota (colocado entre paréntesis). 


Las expresiones constituidas por una notación simbólica precedida de algún término por el 
estilo de constante, sistema, variable, etc. ... (como, por ejemplo, en la expresión sistema LFG) 
únicamente se citan en el presente Indice en la medida en que se las emplea efectivamente 
bajo esa forma o en la medida en que figuran dentro de expresiones más complejas. 


Por lo que se refiere a las expresiones que se reducen a una notación simbólica (utilizada 
como tal, escuetamente, sin el acompañamiento de términos complementarios o determinantes, 
como constante, sistema, variable, etc. ...), remitiremos al Indice de Símbolos y al Indice 
de Notaciones. 


Por lo que se refiere a los teoremas, lemas y corolarios, sólo señalamos en el presente 
Indice aquellos que llevan un nombre. En cuanto a los demás, mos remitimos a la Lista de 
Teoremas, Lemas y Corolarios. 


3. REFERENCIAS INTERNAS. 


Cuando una expresión forma parte de otra más compleja, el Indice remite a esta última, 
señalándola explícitamente si consta tan sólo de una palabra, e indicando su primera palabra 
si consta de varias. 


Cuando una expresión es sinónima de otra, el Indice remite a ésta, indicándola de manera 
completa. 


Para remitir a una expresión constituida por el verbo ser seguido de un complemento, el 
Indice indica solamente este complemento. (Así, para remitir a ser una componente indica 
sencillamente: v. componente). 


En todo lo que atañe a las referencias internas no se tienen en cuenta para nada los 
paréntesis. (Así, el Indice remite de la expresión sistema LFG a la expresión constante imdivi- 
dual (de LFG) indicando por lo demás simplemente: v. constante). 


Abeliano, v. grupo. 
Abierto, 196 (m. 48). V. dominio, propo- 
- sición. 

Abreviación, abreviatura, v. introducido. 

Abreviado, v. función. 

Abreviativo, v. símbolo. 

Absoluto, v. categoricidad, grado, elemento, 
saturación, sentido. 

— con relación a una familia de modelos, v. 
concepto. 

— con relación a un modelo, v. concepto. 

— con relación a un modelo interno, v. ele- 
mento. 

Abstracción, v. operador. 

— funcional, 202, 3109. 

Abstracto, v. axiomático, geometría. 

Actitud empirista, 47. 

— platónica, 47. 

Acto, v. infinito. 

Actual, v. infinito. 

Adición, 83-86, 119. V. esquema. 

— (en la aritmética recursiva), 100. 

— (en LAD), IN* 2.21.3.1.1. 

Adjunto, v. símbolo. 

Alef, 406. 

Agregado, Y. número. 

Agrupación, 75. V. signo, símbolo. 

Algebra de BOOLE, v. teoría. 

— elemental, 237. 

Algébrico, Y. cuerpo. 

Algebrización, v. método. 

Algorítmico, v. expresión, teoría. 

Algoritmo (en el sentido de CHURCH), 208. 

Allgemeingúltig, 62 (n. 41). 

Analisis, 72. 

Analíticamente, v. verdadero. 

Anillo, Y. teoría. 

— de los números reales, v. teoría. 

— conmutativo, Y. teoría. 

Antecedente, Y. proposición. 

Antidiagonal, v. continuación. 

Antinomia, 133, 137, 146, 318. 

— de BERRY, 298 (n. 5). 

— de RICHARD 84. V. paradoja. 

Aplicación, 75, 319, 319 (m. 66). 

— (en una lógica combinatoria), IN 1.46, 
2.62.1. 


* Indice de Notaciones. 


Aplicación de una función a una serie de ar- 
gumentos, 88, 202. 

— de la regla de la consecuencia, v. cerrado. 

— de las reglas de derivación de un sistema 
LF, v, cerrado. 

— de la regla Re,, v. cerrado. 

— de la regla Re,, v. cerrado. 

— de la regla Re-C, v. cerrado. 

Aplicado, v. lógica. 

Arbitrario, v. “lattice”. 

Argumento, v. operador, predicado, relación, 
consecuencia. 

Argumento de la diagonal, 305, 356. V. pro- 
cedimiento de la diagonal. 

Aritmética, 75, 173, 177, 267, 302. V. enun- 
ciado, función, formalización, predicado, 
proposición, relación, término. 

— de los enteros, 232, 248. 

— de los números racionales, 232. 

— clásica, 44, 79, 181, 195, 262. V. cohe- 
rencia. 

— intuicionista, 44, 186. 
— intuitiva, 185, IN 1.1, 2.12, 2.21. V. fun- 
ción, individuo, operación, predicado. 
— recursiva, 76, 88-89, 99, 100, 149, 151, 

152, 182, 389. V. adición, conjunción, 
constante, disyunción, enunciado, equiva- 
lencia, exponenciación, función, implica- 
ción, multiplicación, negación, número, 
Operación,  particularización, predicado, 

universalización, variable. 

Aritmetización del cálculo LF-A, 210, 211. 

— (de un sistema formal), 84, 96-97. V. mé- 
todo, principio, procedimiento. 

— (del sistema P), 367, 369. 

— del sistema LFG, 117, 136. 

— del sistema LFK, 157. 

— (del sistema LFR), 173. 

Aritmetizar (un sistema formal), 97. 

Armadura de una fórmula (del formalismo 
de la conversión-A), IN 2.41.5. 

— de una fórmula (de LF-A), 204. 

— de una fórmula de una variable (del for- 
malismo de la conversión-A), IN 2.41.5. 

Aserto, aserción, v. predicado. 

Asociación a derecha, Y. regla. 

Asociación a izquierda, v. regla. 

Asociado por una correspondencia cualquiera, 
v. elemento. | 
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Asociado a una función, Y. proposición. 

— a una función recursiva general, v. en- 
tero. 

— a un sistema de ecuaciones, Y. función. 

Automorfismo, 66-67. 

Autónimo, Y. uso, utilizar. 

Auxiliar, v. cuadro. 

Axioma, v. esquema, sistema. 

— s (de un cálculo), 57. 

— de la elección, 43, 182, 200 (n. 54), 300 
(7. 12), 302, 370-371. 

— de determinación, 267. V. corresponder. 

— s de un semigrupo, 234. 

— de inducción, 312, 313, 354. V. principio 
de inducción. 

— de infinidad, 43-44. 

— s (de la lógica de los predicados de pri- 
mer orden), 263. 

— s (de la lógica de las proposiciones), 37- 
38, 263, 267. 

— s de PEANO, 104-105, 181, 189, 263, 312, 
313. V. corresponder, sistema. 

— s para los cuantificadores 263, 267. 

— de rentabilidad, 43, 112, 113, 267. V. 
corresponder. 

— de selección, 112, 113, 114. 

— s (del sistema de PEANO), 35, 36. 

— s (del sistema de los Principia Mathema- 
tica), 43. 

— s (de un sistema canónico), 221, 223. 
— s (de un sistema correspondiente a una 
teoría elemental de los grupos), 40-41. 

— (de un sistema formal), 53, 54, 74, 150, 
278. 

— s (del sistema P), 390. V. clase 

— s (de un sistema de tipo LFG-R), v. clase. 

(del sistema LFK), v. clase. 

(de una teoría deductiva-intuitiva), 35. 

de LFG, 110, 

de LEN, 181. 

(de LFN-G), 189. 

(de LFEN-V), 262. 

(de LFP-w), 311. 

— s (de LFP-w4N), 312. 

— s (de LEFT), 267, 268. 

— no-lógico, 232 (nm. 74). 

Axiomática, Y. método, parte. 

— de contenido, 34. 

— de los conjuntos, 43. 

— de la teoría de los conjuntos, 74, 182. 
V. sistema. 

— abstracta, 31. 

— formal, 52. 

— intuitiva, 31. 

Axiomatizado, v. teoría. 
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Base, v. cláusula, lengua, nombre. 
— de un sistema normal, 225. 
Basic Logic, 323 (nm. 77). 
Básico, v. lógico. 

Bernays model, 393 (n. 32). 


Bien formado, v. fórmula. 
— ordenado, v. conjunto. 
Binormal, v. conjunto. 
Binormalidad, 225. 


Calculable, 207 (m. 9). 

Cálculo, 57, 58. V. axioma, fórmula, proce- 
dimiento, regla, símbolo. 

— de la conversión-A, 76, 170-171, 201, 
202. V. cálculo LF-A, formalismo de la 
conversión-A. 

— restringido de las funciones, 372. V. pro- 
blema. V. cálculo funcional restringido. 

— de los predicados de primer orden, 77. 

— restringido de los predicados, 77 (m. 43). 

— de un valor (en la teoría de las funcio- 
nes recursivas generales de KLEENB), 89. 

— funcional de primer orden, 77-78, 172. 

— funcional restringido, 171, 172. V. cons- 
tante, predicado, proposición, variable. 

— LF-A, 202. V. abstracción, aritmetización, 
armadura, expansión, fórmula, invariante, 
paréntesis, reducción, regulado, sustitu- 
ción, símbolo, variable. V. formalismo de 
la conversión-A. 

Calculus, v. predicate. 

Campo de interpretación, 61, 299, 307, 308, 
332, 354-355, 402 (n. 57), 403 (n. 60). 
V. distribución, función, parte, realizable, 
saturado, sistema, válido, verdadero. 

— — numerable de LFP-w, 310, 311. V. 

realizable. 

— —— numerable, 299, 302, 303. 

— — no numerable, 299. 

— — equivalente, 402, 403-404. 

— — finito, 299. 

— — general, 309, 310, 311, 312, 355. V. 
clase, proposición, realizable, válido. 

— — natural, 401, 402, 403, 403 (n. 58 y 
n. 60). 

— — no natural, 402. 

— — regular, 308, 309, 355, 403 (n. 58).. 
V. clase, proposición, realizable, vá- 
lido. 

— — vacío, 299. 

— — no vacío, 299, 

Cifra, v. consecuencia, variable. 

— (de una lengua formalizada de tipo clá- 

sico), IN 2.32.1. 

— (de LFG), 102, 105, 106, 108, 367-368 
(n. 5). 

— (de LEN), 184. 

— (de LEN-G), 188, 190, 191, 192. 

— (de LFP-A y de LFP-Am), 394, 394 (n. 
38), 396. V. imagen-HB. 

Canonicidad, 328, 330. V. nivel. 

Canónico, v. componente, sistema, término. 

Carácter circular (de la proposición 3*), 144. 

Cardinal, 307. V. número. 

Categoría de expresiones (de una lengua for- 
malizada de tipo clásico), IN 2.32. 


Categoría de expresiones (del sistema P), 367. 

— de objetos de la lengua formalizada (es- 
tudiada), Y. nombre. 

Categoricidad (de un sistema), 71, 312, 332. 

— absoluta (de un sistema), 71. 

— relativa (de un sistema), 71-72. 

Categórico, Y. sistema. 

— relativamente a una clase de objetos, Y. 
sistema. 

— en sentido absoluto, v. sistema. 

“Categórico” en un sentido absoluto, v. sis- 
tema. 

Cero, IN 1.31. 

Cerrado, 196 (n. 48). V. clase, cuerpo, domi- 
nio, proposición. 

— con relación a la aplicación de la regla 
de la consecuencia, v. clase. 

— con relación a la aplicación de las reglas 
de derivación de un sistema LF, v. clase. 

— con relación a la aplicación de las re- 
glas Re, y Re,, v. clase. 

— con relación a la aplicación de la regla 
Re-C, v. clase. 

— con relación a una operación, v. clase. 

— con respecto a una relación, v. clase. 

Cinta (de una máquina-T), 205. 

Circular, v. carácter, enunciado, máquina-T, 
propiedad, razonamiento. 

Clase, 307. V. pertenecer, conjunción, fun- 
ción, lógica, mombre, relativo, reunión, 
signo, teoría. 

— de los axiomas (del sistema P), 370-371. 

— de los axiomas (de un sistema de tipo 
LFG-R), 160. 

— de los axiomas (del sistema LFK), 157. 

— de las componentes (de un sistema for- 
mal), 55. 

— de enunciados, v. lógica. 

— de conjuntos, Y. conjunto. 

— numerable de conjuntos, 330. 

— de los conjuntos recursivamente enumera- 
bles, 227. V. problema. 

— recursivamente enumerable de enteros, 
92, 324. 

— de enteros recursivamente enumerable (de 
manera primitiva o general), 91. 

— recursiva de enteros (primitiva O gene- 
ral), 90. 

— de las funciones recursivas, 156. 

— de las fórmulas (del sistema P), 369. 

—  no-contradictoria (de fórmulas del sis- 
ma P), 372. 

— «y-no-contradictoria (de fórmulas del sis- 
tema P), 370, 371, 372. 

— de las fórmulas demostrables (del sistema 
P), 368-369. 

— de objetos, Y. categórico. 

— de objetos definida de manera inductiva, 
203 (nm. 4). 

— de ordinales, 406. 

— de ordinales del orden y + 1, 406. 
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Clase de proposiciones, v. definible, conjunto, 
proposición. 

— coherente de proposiciones, 267, 274. 

— completa de proposiciones, 267, 274. 

— definible de proposiciones, 280. 

— de proposiciones cerrada con relación a la 
aplicación de la regla de la consecuencia, 
270. 

— de proposiciones cerrada con relación a la 
aplicación de las reglas de derivación de 
un sistema LF, 273, 274 (mn. 34), 278. 

— de proposiciones cerrada con relación a la 
aplicación de las reglas Re, y Re,, 169, 
273-274. 

—- de proposiciones cerrada con relación a la 
pon de la regla Re-C, 170, 273- 
274. 

— de proposiciones realizable en un campo 
de interpretación, 299, 302-303. 

— recursiva de proposiciones, 279, 281. 

— de proposiciones representable en un for- 
malismo, 268. 

— de proposiciones representable en LFT, 
268-269. 

— de proposiciones de un formalismo, v. de- 
finible, indecidible. 

— numerable de proposiciones de la lógica 
de los predicados de primer orden, 299. 

— de las proposiciones derivables de una ló- 
gica aplicada de los predicados de primer 
orden, 302. 

— de las proposiciones (de un sistema for- 
mal), 54. 

— »-coherente de proposiciones de un siste- 
ma, 278, 279. 

— cerrada de proposiciones de un sistema, 
278. 

— incompleta de proposiciones de un siste- 
ma, 269, 276-277. 

— de las proposiciones derivables de un sis- 
tema, 376. V. indecidible. 

— de las proposiciones verdaderas de un sis- 
tema, 66 

— de las proposiciones verdaderas de un sis- 
tema LF (relativamente al predicado Vr: 
de este sistema), 274. 

— de proposiciones de LFG, v. indecidible. 

— de las proposiciones de LFG, 278. 

— coherente de proposiciones de LFG, 278. 

— «y-coherente de proposiciones de LFG, 
279. 

— completa de proposiciones de LFG, 278, 
279. 

— cerrada de proposiciones de LFG, 279. V. 
derivable, proposición. 

— recursiva de proposiciones de LFG, 279. 

— de las proposiciones derivables de LFG, 
115, 278, 279. 

— de las proposiciones 
LFG, 104-105. 


no derivables de 
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Clase de las proposiciones verdaderas de LFG, 
278. 


— coherente de proposiciones de 
311. 

— de proposiciones realizable de LFP-w, 311, 
312. 

— de proposiciones de LFP-w realizable en 
un campo de interpretación numerable, 
311-312. : 

— de proposiciones de LFP-w realizable en 
un campo de interpretación (regular o ge- 
neral), 310, 311, 312. 

— de proposiciones de FLP-w realizable en 
un modelo de LFP-w, 310. 

— de proposiciones de LFT, v. indecidible. 

— de las proposiciones de LFT, 268. 

— coherente de proposiciones de LFT, 267, 
281-282, 284, 285 (n. 72), 286 (n. 74). 

— -:coherente de proposiciones de LEFT, 
279, 280, 284, 285, 285 (n. 68 y n. 69), 
286 (n. 74). 

— completa de proposiciones de LFT, 267, 

279, 280, 281, 284, 285. 

— definible de proposiciones de LFI, 281, 

284, 285 (n. 68 y n. 71). 

— recursivamente enumerable de proposicio- 
nes de LFT, 284, 285 (n. 68, n. 71 y 
n. 72), 286 (n. 74). 

— cerrada de proposiciones de LFT, 279, 
280, 281, 282, 284, 285, 385 (nm. 69, 
n. 71 y 72), 386 (n. 74). 

— incompleta de proposiciones de LFT, 270, 
272-273, 284. 

— recursiva de proposiciones de LFT, 279- 
280, 284, 285 (n. 68). 

— de las proposiciones de LFT pertenecien- 
tes a la clase C!-Vr, 285 (nm. 69, n. 71 y 
n. 72). 

'-— de las proposiciones 
268, 270, 289. 

— de las proposiciones 
268, 276-277. 

— de las proposiciones 
cidible. 

— de las proposiciones 
(2::274: 

— de las proposiciones decidibles (en un sis- 
tema de tipo LFG-R), 168. 

— de las proposiciones derivables (en un sis- 
tema de tipo LFG-R), 159-160, 168. 

— de las proposiciones indecidibles (en un 

- sistema tipo LFG-R), 168. 

— de las proposiciones inderivables (en un 
sistema tipo LFG-R), 168. 

— de los sistemas canónicos, v. problema. 

— de los sistemas mormales, v. problema. 

— de los sistemas normales numerales, v. 
problema. 

— de los teoremas (de un sistema formal), 
Dd 


LFP-w, 


derivables de LFT, 
verdaderas de LFT, 
de LFT-(), v. inde- 


verdaderas de LFT- 


Clase definible en una clase de proposiciones, 
270-271, 281-282. 

— definible en un formalismo, 270-271. 

— definible en LFT, 270-271. 

— definible recursivamente (en el sentido de 
GÓDEL), 371 (m. 21), 371, 372. 

— (cualquiera) recursivamente enumerable 
(de manera primitiva o general), 91, 159, 
168, 215, 216, 226-227. 

— cerrada con relación a una operación, 114. 

— UN con respecto a una relación, 114, 
169. 

— recursiva (en el sentido de GÓDEL), 370, 
370 (nm. 18), 372. 

— recursiva (cualquiera), 90, 91, 157, 168, 

203 (nm. 4), 215-216, 226-227, 237. 

— parcialmente recursiva, 93. 

— Cl-Rp, v. miembro. 

— CI-Vr, 267-268, 270, 271, 285. V. per- 
tenecer, definible, conjunto. 

Clásico, v. lógica, teoría, tipo. 

Cláusula básica de una definición inductiva, 
203 (n. 4). 

— inductiva de una definición 
203 (n. 4). 

Cociente exacto de a por fl, 93. 

Coherencia de la aritmética clásica, 199. 

— (de un sistema), 67, 78, 79, 255, 316, 
329, 332, 332 (nm. 23), 379, 401. V. de- 

- mostración. 

— (de un sistema de tipo LFG-R), 179. 

— (para el sistema LFK), 158. 

— de LFG, 178, 179. 

— de LFG,, 180. 

— de LFG, 180. 

— de LFG,, 180. 

— de EFG ...,n, 180. 

— de LFG-(), 180. 

— de LFH, 186-187. 

— de LEN, 181, 183-184, 185, 186. 

— de LFN-G, 190, 195. 

— relativa, v. demostración. 

— semántica (de un sistema), 68, 302. 

— sintáctica (de un sistema), 67, 302. 

-— (q-coherencia de un sistema), 67, 68, 254, 
314, 379. 

— (de un sistema) en el sentido fuerte, 212. 

Coherente, 370 (am. 15), IN 2.14.2.1.6. V. 
clase, sistema. 

— en el sentido semántico, v. sistema. 

— en el sentido sintáctico, Y. sistema. 

— en el sentido fuerte, v. sistema. 

— ()-coherente, v. sistema. 

Combinador, 318, 318 (m. 65). 

— primitivo, 318 (m. 65). 

Combinatorio, v. lógica, saturación. 

Compleción, plenitud, 70 (n=. 9 y nm. 11). 

Complejo, v. proposición. 

Complemento, v. “lattice”. 

Completo, v. clase, descripción, conjunto, in- 
ducción, modelo, sistema, teoría. 


inductiva, 
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Completo en el sentido sintáctico, v. sistema. 

Componente de una lógica combinatoria, ?. 
variable. 

— (de una lógica combinatoria) introducida 
por vía de definición, IN 1.46. 

— (de una lógica combinatoria) correspon- 
diente al operador de implicación, IN 2. 
61.3.1. 

— (de una lógica combinatoria) correspon- 
diente al operador de negación, IN 2. 
61.3.2. | 

— (de una lógica combinatoria) correspon- 
diente a operadores lógicos, IN 2.61.3. 

— particular (de una lógica combinatoria), 
IN 2.61.4. 

— primitiva (de una lógica combinatoria), 
IN 1.46. | 

— no primitiva (de una lógica combinatoria), 
IN 2.62.1. 

— primitiva (de un sistema canónico), 221. 

— de un sistema formal, 53, 320, 345, 345 
(n. 29). V. clase, regla. 

.— primitiva (de un sistema formal), 53, 55, 
345 (nm. 29), 346. 

— (de LFG) introducida por vía de defini- 
ción, 109. 

— primitiva (de LFG), 107, 117. 

— primitiva (de LEN-V), 262. 

— canónica, 322 (n. 73), 328, 328 (n. 91). 

Computable, 207 (m. 9). 

Común, v. divisor, múltiplo. 

Concepto de verdad relativamente a un siste- 
ma formal LF, 186, 323. V. formalizar. 
V. teoría de la verdad. 

— absoluto relativamente a un modelo, 306. 

— absoluto con relación a una familia de 
modelos, 305. 

Condición de tipo semántico, 152. 

Configuración de conjunto (de una máquina- 
T), 206. | 

Conjunción, IN 2.22.2.1. 

— (en la aritmética recursiva), 88 (n. 78), 
101. 

— de clases, 38. 

— (en la lógica de las proposiciones), 39. 

— (de LFG), 109-110. 

Conjunto, 42, 43, 44, 307, 312, 317-318, 
330, 392, 393. V. axiomático, clase, con- 
figuración, expresión, nombre, número, 
representar, separabilidad, no separabili- 
dad, separar, teoría. 

— de elementos, Y. enumerar. 

— de elementos de un sistema, v. definir. 

— de elementos definible en un formalismo, 
296, 297. 

— de todos los conjuntos, 34. 

— de los conjuntos de enteros, 347, 348. 
— de todos los conjuntos que no se contie- 
nen a sí mismos como elementos, 34. 
— de enteros, 347, 348, 353, 354, 358. V. 

problema. E 


Conjunto de los enteros, v. tipo. 

— de enteros definible (en el sentido de 
MOSTOWSKD),, 257. 

— de enteros efectivamente enumerable, 349. 

— recursivamente enumerable de enteros, 
92-93, 225-226, 227, 238-239. V. pro- 
blema. 

— de enteros recursivamente enumerable (de 
manera primitiva o general) 92-93. V. 
más arriba. 

— recursivo de enteros, 226-227. 

— de enteros positivos, 304, 357. 

— «qw-no contradictorio de fórmulas (del sis- 
tema P), 370. 

— de KREISEL, 394. 

— de todos los números cardinales, 34. 

— de todos los números ordinales (transfi- 
ral ordenados por orden de magnitud, 

¿ 3 A 

— reunión de dos conjuntamente En, y En.,, 
391, 391 (m. 21). 

— de series de enteros, 356-357. 

— perteneciente a cierta clase Cl, v. separado. 

— binormal (relativamente a un grupo de 
letras), 225. 

— completo, 239. 

— s que no se contienen a sí mismos como 
elementos, v. más arriba. 

— definible en una clase de proposiciones, 
270-271. 

— definible en un formalismo (mediante la 
clase Cl-Vr), 270-271. 


— numerable, 83 (m. 71), 297-298, 301, 


347. 

— no numerable, 297-298, 303, 353-354, 
357, 362. 

— disyunto (de otro conjunto), 390, 390 
(7. 20). 


— recursivamente engendrado, 230. 

— recursivamente enumerable (de manera 
primitiva o general), 93, 214, 220-221, 
225, 226-227, 229, 230, 240, 29% 390, 
391. V. clase. 

— hiper-simple, 238-239. 

— normal (relativamente a un grupo de le- 
tras), 225. 

— ordenado, 405. V. tipo. 

— bien ordenado, 405. 

-— recursivo (primitivo o general), 91. 

— recursivo (general), 221, 225, 390-391. 

— resoluble, 226-227. 

— s separables, 390. 

— s no separables (en el sentido de USPÉNS- 
KID), 390-391, 392. ( 

— s efectivamente no separables, 390-391, 
392. 

— s separados por un conjunto, 390, 

— Ss separados por un conjunto PEREA sI 
te a cierta clase, 390-391. 

— En-Cv, v. lógica. 

Conmutativo, v. anillo. 
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Consecuencia, v. regla. 

— inmediata, 114, 150, IN 2.24.1.10. V. 
relación. 

— inmediata (en el sistema P), 369. V. re- 
lación. 

— inmediata (en un sistema de tipo LFG-R), 
v. relación. 

— inmediata (en el sistema LFK), v. rela- 
ción. 

— inmediata en el LFG, v. proposición, re- 
lación. 

Consecuente, Y. proposición. 

Consistency, 68 (nm. 4). 

Constante, 76, 181, IN 1.2. V. función. 

— individual (de la aritmética recursiva), 
100. 

— sintáctica (para la aritmética recursiva), 
101. 

— predicativa (del cálculo funcional restrin- 
gido), 171-172. 

— individual (de una lengua formalizada), 
v. nombre. 

— (de una lengua formalizada de tipo clá- 
sico), IN 2.31.1.1. 

— funcional (de una lengua formalizada de 
tipo clásico), IN 2.31.1.12. 

— individual (de una lengua formalizada de 
tipo clásico), IN 2.31.1.11.1. 

— predicativa (de una lengua formalizada de 
tipo clásico), IN 2.31.1.13. 

— id (en un esquema de recursión), 
86. 

— (de la sintaxis de LAI), IN 2.32.2. 

— sintáctica (de la sintaxis de LAlL), IN 
2.23.2. | | 

— lógica (de un sistema), 402. 

— extralógica (de un sistema), 402, 403. 

— individual (del sistema de PEANO), 35. 

— individual (en un sistema correspondiente 
a una teoría elemental de los grupos), 39. 

— (del sistema P), 367. 

— funcional de LAI, IN 2.21.3.1. 

— individual de LAl, IN 2.21.1.1. 

— predicativa (de LAI), IN 2.21.4.1. 

— de LFG, 104-105, 108. 

— funcional (de LFG), 108. 

— funcional y: (de LFG), 106. 

— individual (de LFG), 106, 107, 108. 

— individual (de LFG) introducida por vía 
de definición, 109. 

— predicativa (de LFG), 106. 

— predicativa (de LFG) introducida por vía 
de definición, 109, 

— N, (de LFG), 111. 

— gy (de LFG), 111. 

— funcional (de LEN), 181, 392. 

— individual (de LEN), 181, 392. 

— predicativa (de LFN), 181, 184. 

— funcional (de LFN-G), 188. 

— funcional g- (de LFN-G), 189. 

— individual (de LFN-G), 188. 


Constante predicativa (de LFN-G), 188, 189, 
190, 191. | | 

— N, (de LFN-G), 189. 

— funcional (de LEFN-V), 263. 

— individual (de LEN-V), 262.. 

— predicativa (de LFN-V), 263. 

— No (de LEN-V), 262. 

— y (de LEN-V), 263. 

— funcional (de LFP-A), 392. 

— individual (de LFP-A), 392. 

— N, (de LFP-wN), 312. 

— go (de LFP-w4N), 312. 

— predicativa (de LFR), 172-173. 

— funcional, 105 (m. 23). 

— individual, 89, 105 (m. 23). 

— predicativa, 105 (m. 23). 

Constitutivo, v. símbolo. 

Construcción, v. ley, regla. 

Constructibilidad, 44. 

Constructividad, 65, 181, 183, 196, 343, 361. 

Constructivo, 357, 358, 361, 362, 363, 364. 
V. definir, demostración, interpretación, 
ordinal, parte, punto de vista, procedi- 
miento, propiedad, regla. 

Contenido, v. axiomático. 

Continuo, 44. V. hipótesis, problema. 

Convención de escritura (para LAI), IN 
2.21.6. 

— relativa a los paréntesis, IN 2.22.3. 

Conversión, 204. V. invariante. 

Conversión-A, 325. V. cálculo, formalismo. 

Convertible, IN: 2.24.2.1.5. V. fórmula. 

Coordinación, v. función. 

Corolario (de CHURCH), 212, 348. 

— de Goódel, 177, 179, 180, 181-182, 183, 
184, 195, 196, 199, 200, 331, 356, 387. 

— del teorema de TURING, 218. 

Correspondencia de GÓDEL, 98, 119 (n. 36), 
137. 

— cualquiera, v.* asociado. | 

Corresponder al axioma de determinación, v. 
esquema. 

— a los axiomas de PEANO, v. esquema. 

— al axioma de reductibilidad, v. esquema. 

— al operador de negación, v. componente. 

— a operadores lógicos, v. componente. 

— a propiedades del r-ésimo tipo (de una 
lengua formalizada), v. expresión. 

— a una teoría elemental de los grupos, v. 
sistema. 

— a la teoría clásica de los números, v. sis- 
tema. 

Crisis de los fundamentos, 27. | 

Criterio de decisión (para constante predica- 
tiva de LFN-G), 191. 

— de verdad (en la interpretación de LEN- 
C), 197, 198. 

— de verdad para los enunciados aritméticos 
(de la aritmética recursiva), 101. 

Cruzado, v. recursión. 


Cuadro auxiliar (para máquina-T), 206. 

— semántico, v. método. 

Cualquiera, v. corresponder, elemento, enun- 
ciado, expresión, lengua, nivel, propiedad. 

Cuantificador, 40, 77-78, 245, 247-248 (n. 
15), 258-259. V. axioma, variable. 

— en el nombre de una variable, 40, IN 
2.22.1.5. 

— de particularización, 
2.22.1.4. 

— de universalización (del sistema P), 368 
(n. 4). 

— de universalización, 40, 151, 171, 172, 
258-259, 323, 325, 325 (n. 82), IN 
2.22.1.13. V. interpretación, esquema. 

— de particularización (de LFG), 110. 

— de universalización (en LFG), 108, '121- 
122. V. regla. 

— ((9), Y. regla. 

— (EO), v. regla. 

Cuarto, Y. tipo. 

— tipo, v. variable. 

Cuerpo, ?. teoría. 

— algebraico, v. teoría. 

— algebraico cerrado, v. teoría. 

— real cerrado, v. teoría. 


Débil, v. sentido. 

Decidible, 337, 353, 354, 357. V. proposi- 
ción. | 

— en una lógica recursiblemente engendra- 
da relativamente a En-Cv, v. proposición. 

— en un sistema formal, v. proposición. 

— en un sistema de tipo LFG-R, v. propo- 
sición. 

Decimal, v. fracción. 

Decisión, v. criterio, máquina, método, pro- 
blema. 

Decision problem, 71 (nm. 13). 

Deducción, Y. ley, teorema. 

Deducible, v. ecuación. 

Deductivo, v. saturación, teoría. 

Definible, 80, 280, 295, 296, 331, 352, V. 
clase, elemento, conjunto, función, predi- 
cado. 

— en una clase de proposiciones, v. clase, 
predicado. | 

— en una clase de proposiciones de un for- 
malismo, Y. función. 

— en un formalismo, v. clase, 
conjunto, predicado, relación. 

-— en un formalismo (mediante la clase Cl- 
Vr), v. conjunto. 

-— mediante una máquina de TURING, ?. 
función. 

-— en el sistema P, v. relación. 

—— recursivamente, Y. clase, relación. 

Definición, 82, 96. V. cláusula, introducido, 
operador, esquema. 


elemento, 
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Definición inductiva de una clase de objetos, 
203 (nm. 4). 

— no predicativa, 112. 

— recursiva, 868. 

Definido por un conjunto de objetos, y. pre- 
dicado. 

— en LB, v. objeto. 

— de manera constructiva, Y. modelo. 

— de manera inductiva, v. clase, propiedad. 

Definir un elemento de un sistema, 296. 

— POS de elementos de un sistema, 
296. 

Demostrabilidad, 401. 

Demostrable, 385. V. enunciado, fórmula. 

Demostración, Y. figura, teoría. 

— de coherencia, 78, 79. 

— de coherencia relativa, 200. 

— de no contradicción, 184, 200, 367, 373. 

— (de no contradicción) de ACKERMANN, 47, 
181, 182, 185. 

— de no contradicción de la aritmética, 184, 
188. 

— (de no contradicción) de GENTZEN, 47, 
188, 190, 195, 198. 

— (de no contradicción) de HERBRAND, 46, 
181, 182, 185. 

— (de no contradicción) de VON NEUMANN, 
47, 181, 182, 185. 

— de no contradicción (del sistema P), 373. 

— de FINSLER, 96. 

— de GÓDEL, 99, 102, 133, 137, 152, 160, 
346, 370, 375, 388, 389, 390. 

— de MOSTOWSKI (del teorema de GÓDEL), 
388. 

— por modelo directo, 188. 

— por modelo indirecto, 188. 

— (en una teoría deductiva intuitiva), 55. 

— metateórica, 65, | 

— metateórica constructiva, 65. 

-— metateórica no constructiva, 65. 

Derivabilidad, 150, 151, 153, 158, 175, 257, 
259. | 

— (de la proposición de GÓDEL), 134. 

— en LFG, 114. 

Derivable, IN 2.24.4.1.7. V. predicado, pro- 

posición. 

en LFG,, Y. proposición. 

en LFGh, v. proposición. 

en LFGn,,, Y. proposición. 

en LFG ,+n, Y. proposición. 

en LFG-(), 170, IN 2.24.2.1.9. V. propo- 

sición. 

en LFP-A, v. proposición. 

en LFP-Am, Y. proposición. 

en LFP-w, v. proposición. 

en LFR, v, proposición. 

en LFT, v. proposición. 

en LFT,, Y. proposición. 

en LFT,, Y. proposición. 
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Derivable en una clase cerrada de proposicio- 
nes de LFG, v. proposición. 

— en un sistema, 7. Proposición. 

— en un sistema de tipo LFG-R, v. proposi- 
ción. 

— en el sentido de ROSSER, IN 2.24.2.1.8. 
en LFG, 102. V. proposición. 

Derivación 96, 114, 123 (n. 46), 127, 128. 
V. reducción, reducida, regla. 

— (en un sistema formal), 53-54, 55, 346, 
400. V. esquema. 

— de LFG, 114. 

— reductible (de LFN-G), 190, 191. 

— diagonal (en LFR), 173. V. índice. 

— reducible, 185. 

— de 3*, 131, 

— 1 hasta v, 195. V. número. 

Descomposición en factores primos, Y. teoría. 

Descripción completa, 383. 

— incompleta, 383. 

Designación, Y. noción. . 

Designar las expresiones de una lengua, v. 
nombre. 

Desigualdad, v. teoría. 

— funcional, 173, 389. V. predicado. 

Detenerse en lo finito, v. razonamiento, re- 
currencia. 

Determinación, v. axioma. 

Determinado, v. expresión, predicado, . propo- 
sición. 

Diagonal, v. procedimiento. 

Diferente de, 120 (nm. 38). 

Diferente de (en LAI), IN 2.21.4.1.2. 

Directo, Y. función, generalización, modelo. 

Distribución, v. cuadro. 

— (de los elementos de una serie seguida de 
enteros), 239, 

— de las variables (relativa a un campo de 
interpretación), 309, 310. 

Divisible por, 121 (nm. 41). 

— por 2, 90, 

— por r, 120 (mn. 38). 

— por q, 120 (mn. 38). 

— por r o por q, 120 (m. 38). 

— por fB, y por fs, 93. 

División, v. teoría. 

— por 2, v. resta. 

Disyunción, IN 2.22.2.2 y 2.24.1.2. 

— (en la aritmética recursiva), 88 (n. 78), 
100. 

— (de la lógica de las proposiciones), 37. 

— (en LFG), 108, 122. 

Disyunto, v. conjunto. 

Doble negación, Y. principio. 

Dominio de individuos, 58, 299, 305, 308, 
309, 313, 356, 402. - 

— de individuos numerable, 299, 303. 

— de individuos no numerable, 299. 

— de individuos finito, 299. 

— de individuos parcial, 301. : 

— de individuos vacio, 299. * 


Dominio de individuos no vacío, 299. 
— de objetos, v. definido. 

— de validez, v. predicado. 

— cerrado, 196 (m. 48). 

— funcional, 58, 299, 308, 309. 

— abierto, 196, 196 (m. 48). 

Doble, v. negación. 

Dotado de sentido, v. expresión. 
Derecha, v. asociación. 

Dual, v. serie. 


Ecuación, Y. sistema. 

Ecuación (en el sentido de KLEENE), 88, 89, 
90, 154-155. 

Ecuación deducible de un sistema de ecuacio- 
nes, 89, 90, 154-155. 

Ecuación en G,, G, ..., Gr, 89, 

Efectivamente, v. calculable, mumerable, no 
saturable, no separable. 

— calculable, 350. V. función. 

— enumerable, v. conjunto. 

— no saturable, v. sistema. 

— no separable, v. conjunto. 

Efectivo, v. procedimiento, no separabilidad. 

Ejecución, Y. Órgano. 

Elección, v. axioma. 

Elemental, v. álgebra, función, fórmula, geo- 
metría, lógica, operación, predicado, pro- 
posición, teoría. 

Elemento, Y. asociar, conjunto. 

— de un formalismo LF, v. relación. 

— cualquiera (de una lengua formalizada), Y 
nombre. 

— de una serie de enteros, v. distribución. 

— de un sistema, v. definir, conjunto. 

— (de un sistema LF y de una lengua LB») 
asociados por una interpretación, 73. 

— cualquiera de un sistema LF, v, interpre- 
tación, interpretar. 

— de la teoría de los conjuntos absolutos re- 
lativamente a un modelo interno, 306, 
307. 

— de LFP-A, v. imagen-AB. 

— s asociados (por una correspondencia cual- 
quiera), 73. 

— definible en un formalismo, 296, 297, 
332-333. 

— unidad (de un grupo), 39. 

Eliminado por un operador de abstracción, v. 
variable. 

Empirista, 48. V. actitud. 


Enésimo tipo, v. expresión, propiedad, signo 


variable. 
Engendrado recursivamente, v. con junto, ló- 
gica. . 


Enger, v. Engere Pradikatenkakiil. 

Engere Pradikatenkalkil, 77 (m. 43). 

Entero, 171-172, 173, 188, 314, 376, 392, 
IN 2.23.1.1. V. aritmética, clase, conjun- 
to, función, número, predicado, _Propie- 
dad, serie, teoría. 


Entero asociado a una función recursiva gene- 
ral, 378. 

Entscheidungsproblem, 71 (nm. 13). 

Enumerabilidad recursiva, 91, 92, 168, 225. 

— recursiva general sin repeticiones, 91, 92. 

— recursiva primitiva sin repeticiones, 92. 

Enumerable, . clase. 

Enumeración, Y. función. 

Enumerar recursivamente (de manera primiti- 
va O general) un conjunto de elementos, 
91. 

Enunciado, 55, 375-376, 383 (n. 26), 399- 
400, IN 1.3, Observación. V. clase, fal- 
sedad, representación, traducción, tradu- 
cir, verdad. 

— aritmético (de la aritmética recursiva), 
101, 171-172. 

— aritmético falso (de la aritmética recursi- 
va), 100, 101, 102, 185. 

— aritmético verdadero (de la aritmética re- 
cursiva), 100, 101, 102, 185. 

— de hecho, 383, 383 (n. 26), 384. 

— (de una lengua LB) representable (en un 
sistema LF), 73. 

— de LAI, 262-263, IN 2.23.2.3. 

— aritmético, 262-263. 

— circular, 147. 

— demostrable, 385. 

— falso, 55, 229-230, 327. 

— indecidible, 382-383. 

— indemostrable, 383-384, 385. 

— metamatemático, 137. 

— cualquiera, IN 2.28. 

— verdadero, 55, 229-230, 332, 355, 403- 
404. 

Enunciativo, v. forma. 

Equivalencia, IN 2.22.2.4. 


— (en la aritmética recursiva), 88 (n. 78), 
100. 

— (de LFG), 109-110. | 

Equivalente, v. campo, modelo, predicado, 


serie. ' 

Erfilbar, 62 (n. 42). 

Escritura, v. convención. 

Esencial, v. no resolubilidad. 

Esencialmente, v. no resoluble. 

— no resoluble, v. teoría. 

Especial, v. función. 

Especie, v. número. 

Estrictamente, Y. constructivo. 

— constructivo, v. metateoría, punto de vista. 

Estudio semántico de un sistema, 261 (n. 2). 

Esquema, v. lógica, método. 

— para la adición, 263 (n. 11). 

— de inducción, 185. 

— de derivación (de la lógica de los predi- 
cados del primer orden), 263. 

— para la multiplicación, 263 (n. 11). 

— para el cuantificador 'de universalización, 


263, 267. 


Indice de expresiones utilizadas 
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Esquema de axiomas (para un sistema corres- 
pondiente a una teoría elemental de los 
grupos), 41. 

— de derivación (de un sistema formal), 53. 
V. proposición. 

— de axiomas (de LFG), 110. 

— de inducción (de LFG), 111. 

— de la lógica de las proposiciones (para 
LFG), 111. 

— (de LFG) para el cuantificador de univer- 
salización, 111. 

— (de LFG) correspondiente al axioma de 
determinación, 113. 

— (de LFG) correspondiente a los axiomas 
de PEANO, 111. 

— (de LFG) correspondiente al axioma de 
reductibilidad, 111. 

— de definición (de LEN), 181 

— de axiomas de LFN-G, 189. V. proposi- 
ción. 

— recursivo de definición (de LFN-G), 189. 

— de recursión, 84, 262. V. constante, fun- 
ción, variable. 

— de recursión cruzada, 86, 87. 

— de recursión indirecta, 86. 

— de recursión primitiva, 85, 86, 88, 152, 
181, 182-183, 263 (nm. 11), 369. 

— de recursión simultánea, 86, 87. 

— de sustitución, 88, 369. 

Etapa de reducción, 184. 

— de reducción (para LFN-G), 192, 

Exacto, v. cociente. 

Exclusión, v. tercero. 

Expansión (en el formalismo de la conver- 
sión-A), IN 2.42.2.3. 

— (en LF-A), 204. 

Explícitamente, v. definir. 

— definido, v. predicado. 

Exponenciación, 85, 119. 

— (en la aritmética recursiva), 100. 


— (en LAD, IN 2.21.3.1.9. 


Expresar una propiedad metateórica, v. fun- 
- ción, predicado. 

Expresión, Y. categoría, número, prefijo, sus- 
titución, valor. 


'-— (de una lengua), 383, 383 (nm. 25). V. 


designar, nombre. 


— del »n-ésimo tipo (de una lengua forma- 
lizada), v. nombre, variable. 


— correspondiénte a propiedades del 2-ési- 


mo tipo (de una lengua formalizada), ». 
variable. 


— del primer tipo (de una lengua formali- 


zada de tipo clásico), IN 2.32.3.1. 


-— del n-ésimo tipo (de una lengua fórma- 


lizada de tipo clásico), IN 2.32.3. 

— dotada de sentido (de una lengua forma- 
lizada de tipo clásico), IN 2.32.3. 

— funcional “determinada (de una lengua 
formalizada de tipo clásico), v. símbolo. 
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Expresión predicativa determinada (de una 
lengua formalizada de tipo clásico), v 
simbolo. 

— representante de los conjuntos (en una 
lengua formalizada de tipo clásico), IN 
2.31.2.5. 

— de un sistema formal, v. significación. 

— (del sistema LFG), 136. 

— del primer tipo (de LFG”), 109. 

— del segundo tipo (de LFG”), 116. 

— del n-ésimo tipo (de LFG), 109, 368 
(n. 7). 

— cualquiera de LFG, 117-118. 

— funcional (de LEN), 392. 

— funcional (de LFP-A), 392. 

— algorítmica, Y. nombre. 

— dotada de sentido, IN 1.1. 

— funcional, 115, IN 2.25.3. 

— metateórica, IN 1.1. 

-— predicativa, 116, 133, 151, IN 2.25.3. 

— sintáctica, IN 1.1. 

Extensible, v. lógica. 

Extensión, Y. principio. 

— de una teoría, 232. V. más abajo. 

— de un sistema, 391. V. más arriba. 

Extensivo, Y. infinito. 

Externo, v. significación, 

Extra-lógico, v. constante. 


estratificación. 


Factor primo, Y. descomposición. 

Falsedad (de un enunciado), 400. 

Falso, 59, 249, IN 2.24.2.1.10. V. enuncia- 
do, proposición. 

— relativamente a un modelo de LFP-A, v. 
proposición. 

Familia de modelos, 4. abolido: 

Figura de demostración, 123 (mn. 46). 

Finitista, Y. procedimiento, razonamiento. 

Finito, v. detenerse, campo. 

Folgerungsmenge (Flg), 370. 

Forma, v. statement, teorema. 

— de KALMÁR del teorema de GÓDEL, 3809. 

— de KLEENE del teorema de GÓDEL, 251, 
255, 256, 257, 260, 351 (n. 50), 376, 
378. 

— de KLEENE del teorema de CHURCH, 
250, 255, 256. 

— de MOSTOWSKI del teorema de GÓDEL, 
277-278, 280, 282, 284-285. 

— de ROSSER del teorema de GÓDEL, 376, 
378. 

— semántica del teorema de GÓDEL, 277. 

— de TARSKI del teorema de GÓDEL, 273, 
274, 284-285, 286-287, 288, 289. 

— de WANG del teorema de KREISBL, 394, 
395, 395 (n. 40). 

— (de la lógica de las proposiciones), 38. 

— enunciativa, 383. 

— normal, 214, 224, 226-227. V. fórmula. 

Formación, v. regla. 


Formal, 341, 361, 364-365. V. axiomático, 
objeto, proposición, sistema, variable. 

“Formal Beweis”, 96 (m. 5). 

Formar parte de un campo de interpretación 
(o de un modelo), v. función. 

Formalismo, 39 (m. 10), 47, 48, 362, 363, 
363 (n. 75). V. definible, elemento, pro- 
posición, relación, representable. 

— de la conversión-A, 318 (nm. 65), IN 1.44, 

2.14.15, 2.4. V. armadura, expansión, 

fórmula, operador, reducción, regla, sig- 

no, sustitución, símbolo, variable. V. 

cálculo LF-A. 

de GÓDEL, IN 2.14.2. 

de HEYTING, 187, IN 2.14.4. 

de KALMÁR, IN 2.14.13. 

de KLEENE, IN 2.14.5. 

de MYHILL, IN 2.14.6. 

de ROSSER, IN 2.14.3. 

de SHEPHERDSON para la teoría de los 

conjuntos, IN 2.14.1. 

de TARSKI, IN 2.14.14. 

s de la teoría clásica de los números, 

181, 392, IN 2.14.7.. 

— s de la teoría clásica de los números ob- 
tenidos a partir de LFP-w, IN 2.14.12. 
— LFG, 104-105, 171, 296. V. cifra, com- 
ponente, conjunción, consecuencia, cons- 
tante, derivabilidad, derivable, no deriva- 
ble, derivación, disyunción, igualdad, equi- 
valencia, expresión, implicación, indecidi- 
ble, inderivable, irrefutable, morfología, 
negación, Operador, operación, predicado, 
proposición, propiedad, cuantificador, re- 
futable, esquema, signo, sustitución, serie, 

sistema, variable. 

— LEFT, 313, 268, 269, 270, 272, 274, 275, 
276, 284, 289, 296. V. axioma, deriva- 
ble, derivación, predicado, proposición, 
refutable. 

— LEFT-(2, 274. V. predicado, proposición. 

— resoluble, 236, 237. V. sistema resoluble 
en el sentido sintáctico. 

Formalista, 49, 334 (n. 24). 

Formalizable en un sistema, Y. lengua, teo- 
ría. 

Formalización, 31, 337, 339, 363, 404. 

— de la aritmética, 68. 

— de las matemáticas, 74. 

Formalizado, v. lengua, lógica, teoría. 

Formalizar, 39 (m. 10). 

— en un sistema LF el concepto de verdad 
con relación a ese sistema, 186, 

— en un sistema LF la teoría de la verdad 
relativa a ese sistema, 329. 

— en LFP-A la noción de verdad relativa a 
LFP-Am, 396, 397. 

— en LFP-A la noción de designación rela- 
tiva a LFP -Ám, 398, 400. 

Fórmula bien formada de un cálculo, 57. 


Fórmula bien formada (del cálculo LF-A), 
203, 210 (n. 19), 214, 224, 226-227, 348. 

— (del formalismo de la conversión-A), 210 
(n. 19). V. armadura. 

— de una variable (del formalismo de la 
conversión-A), v. armadura. 

— bien formada (del formalismo de la con- 
versión-A), IN 2.42.1. V. variable. 

— (del sistema P), 368 (n. 7). V. clase, de- 
mostración, conjunto. 

— demostrable (del sistema P), v. clase. 

-— elemental (del sistema P), 368. 

— (de LF-A) en forma normal, 204. 

— (de LF-A) convertible en otra, 204. 

Fracción decimal, IN 2.23.2.2. 

Fuerte, v. sentido. 

Función, 202, 319, 320. V. aplicación, argu- 
mento, asociado, lógica, proposición, re- 
presentación. 

— de ACKERMANN, 87, 90, IN 2.21.3.1.4. 

auxiliares de ACKERMANN, 87, IN 
2:21.3,1.5, .2.21.3.1.6, 2.21.3.1.7. 

— de adición, 171, 172, 231, 232, 233, 371. 

— de 72 argumentos, 90. 

— elemental de la aritmética, 88. V. más 
abajo. 

— (de la aritmética intuitiva), IN 1.31. 

— elemental (de la aritmética recursiva), 100. 

— de BERRY, relativa a un sistema, 298 
(n. 5). | 

— de BERRY, relativa a un sistema LF, 298 
(7. 5), 332 (n. 23), 352 (n. 55). 

— de coordinación, 158, IN 2.24.1.1. 

— de enteros, 325, 326, 350. 

— de enumeración, IN 2.24.1.3. 

— de GÓDEL, 98, IN 2.25.4.21. 

— directa de GÓDEL, 98, IN 2.25.4.21. 

— inversa de GÓDEL, 98, IN 2.25.4.22. 

— de interpretación, 60, 300, 309, IN 
1.37.1, 2.27.1. 

— para interpretación, IN 2.27. 

— de KALMÁR, 350, 389 (m. 11). 

— de KLEENE, 154, IN 2.24.1.4. 

— (de una lengua LBn) representable (en un 
sistema LF), 73, 262. 

— (de una lengua formalizada), v. nombre. 
— sucesor (en una lengua formalizada de 
tipo clásico), IN 2.31.1.11.1, 2.31.1.12. 
— de multiplicación, 171, 172, 232, 233, 

371. 

— recursiva de números enteros, 369. 

— formando parte de un campo de inter- 
pretación (o de un modelo), IN 2.27.2. 

— (en un esquema de recursión), 86. 

— de selección, 88, 124. 

— de selección sobre una serie (de cifras) 
M-definible, 217 (n. 52), IN 2.24.1.9. 

— abreviada de sustitución, 125, 268-269, 
376, 380, 396. 
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Función especial de sustitución, IN 2.24.1.8. 

— (de un sistema correspondiente a una teo- 
ría elemental de los grupos), 39. 

— sucesor (del sistema P), 368 (nm. 4). 

— de LAl, IN 2.21.3, 2.23.1.2, 2.23.2.1. 

— de selección (en LAND, IN 2.21.3.1.12. 

— constante (de LAD, IN 2.21.3.1.8. 

— sucesor (en LAL), IN 2.21.3.1.11. 

— (perteneciente a una lengua formalizada), 
IN 1.42.2. 

— aritmética elemental, 85. V. más arriba. 

— a a un sistema de ecuaciones, 155- 

156. 

efectivamente calculable, 207 (nm. 9), 208, 

348, 348 (n. 35). 

— (expresando una propiedad metateórica), 
IN 2.24.1. 

— definible en una clase de proposiciones de 
un formalismo, 280, 281. 

— definible mediante una máquina de TU- 
RING, 207 (nm. 9). 

— M-definible, 201, 202, 205, 207, 208, 
215, 216 (n. 49), 221. 

— A-definible, 201, 202, 204, 205, 
208, 214. 

— proposicional, 40. 

— recursiva, 84, 119, 120, 124, 155, 


207, 


210, 


215, 216, 224, 226, 227, 263 (nm. 11), 
369 (nm. 12). V. clase, nivel, teoría. 
— recursiva general, 89, 90, 92-93, 182, 


207, 208, 209, 210, 215, 221, 378. V. 
asociado, teoría. 

— parcialmente recursiva, 93, 207, 208, 243- 
244, 390-391, 392. 

— recursiva primitiva, 88, 100, 207, 263, 
369 (n. 12). 

— representativa de una clase, 90. 

— representativa de un predicado, 90, 249. 

— sintáctica, IN 2.25.4. 

— constante, 88, 124, 369. 

— sucesor, 85, 88, 124, 202, 313, 369, 398. 

V. sucesor de. 

a, 263 (n. 11). 

Min, 100, 180 (n. 22). V. salda 

+, 263, 263 (n. 11). 

X, 263: 263 (n. 11). 

Funcional, v. abstracción, cálculo, cálculus, 
constante, dominio, expresión, desigual- 
dad, variable. | 

Funcionalidad, v. teoría. 

Functional calculus of first order, 77 (mn. 43). 

Fundamental, v. hipótesis, lema, signo. 

Fundamento, v. crisis, problema, investiga- 
ción. 

Fundamentos de las matemáticas, 34. 


Generador (de un semigrupo), 235. 

General, v. campo, conjunto, enumerable, 
enumerar, hipótesis, lengua, modelo, prin- 
cipio, recursivo, sentido. 

Generalización, v. Operación. 


498 Limitaciones internas de los formalismos 


Generalización de CHAUVIN (del teorema de 
GÓDEL), 388. 

— de KALMÁR (del teorema de GÓDEL), 388. 

— directa del teorema de GÚÓDEL, 149. 

— semántica del teorema de GÓDEL, 270, 
271, 272, 276, 332. 

— del teorema de LOWENHEIM-SKOLEM, 311. 

Geometría elemental, 237. E 

— proyectiva abstracta, v. teoría. 

— proyectiva real, v. teoría. 

Given, Y. given domain. 

— domain, Y. valid. 

Godeliano, v. lógica, sistema. 

Grado de insolubilidad, 236, 237-238. V. 
problema. 

— de insolubilidad de un problema  insolu- 
ble, 237, 238, 239. 

— de insolubilidad de un problema insolu- 
ble inferior al de otro problema insolu- 
ble, v. problema. 

-— maximum de insolubilidad en el sentido 
absoluto, 240. 

Grande, v. divisor. 

Giltig, 62 (». 10). 


Hecho, v. enunciado. ' 

Hipersimple, v. conjunto. 

Hipótesis general del continuo, 200 (m. 54). 
V. más abajo. 

— generalizada del continuo, 270-271. V. 


más arriba. 
— fundamentales del teorema de GÓDEL, 
149, | | 
Homomorfismo, 67. 
Horizonte (del pensamiento matemático), 


362, 364, 365. 


Idea primitiva (de un sistema formal), 54. 

Igual (en la aritmética recursiva), 100. V. 
grande. 

— a, 120 (n. 38). 

— a (en LAD,. IN 2.21.4.1.1. V. grande, 
pequeño. 

Igualdad, 314-315. V. predicado, relación. 

— (en una lengua formalizada de tipo clá- 
sico), IN 2.31.1.3.1. 

— (en LFG”, 109. 

Imagen-HB de una cifra de LFP-A, 396. 

—- de un elemento de LFP-A, 393. 

— de =, IN 2.31.1.13.2. 

— de =, IN 2.31.1.13.4. 

Inclusión, v. relación. 

Incompleto, .v, clase, descripción, lógica, teo- 
.ría. | 

Incorrecto, v. teoría. 

Indecidible, v. enunciado, problema. 

— en una clase de proposiciones (de un for- 
malismo dado), +. proposición. 

— en la clase de las proposiciones deriva- 
- bles de un sistema, v. proposición. 

— en una clase de proposiciones de LFG, v. 
proposición. | 


Indecidible en una clase de proposiciones de 
LFT, v. proposición. 

— en una clase de proposiciones de LFT-(), 
Y. proposición. 

— en una lógica recursivamente engendrada 
relativamente a En-Cv, v. proposición. 

— en un sistema de tipo LFG-R, v. propo- 
sición. 

— (en un sistema formal), Y, proposición. 

— en LFG, v. proposición. 

— en LFG,, v. proposición. 

— en LFGhn, Y. proposición. 

— en LFG yn, Y. proposición. 

— en LFG-R, v. proposición. 

— en LFG-(2, v. proposición. 

— en LFK, v. proposición. 

— en LFP-A, v. proposición. 

— en LPR, v. proposición. 

— en LFI, v. proposición. 

— en LFT,, Y. proposición. 

Indemostrable, v. enunciado. 

Inderivabilidad (de una proposición), 96, 104, 
346-347. 

— (de la proposición 3*), 129. 

Inderivable, 7. predicado. 

— en un sistema de tipo LFG-R, v. propo- 
sición. 

— en LFG, v. proposición. 

— en LFG-R, v. proposición. 

Indeterminada, IN 1.46. 

— (en el sentido de CURRY), 318. 

Indice de una derivación diagonal (en LFR), 
173-174. 

Indirecto, v. modelo, recursión.. 

Individuo, v. dominio, representar, símbolo. 

— (de la aritmética intuitiva), IN 1.31.. 

— (de una lengua formalizada de tipo clá- 
sico), Y. símbolo. 

— de LAI, IN 2.21.1, 2.23.2.1. 

— (perteneciente a una lengua formalizada), 
IN 1.42.1. 

Individual, v. constante, función, variable. 

Inducción, v. principio, razonamiento, regla, 
esquema. | 

— completa, 182. 

— estructural, v. razonamiento. 

— transfinita, 169, 194, 405. V. principio. 

Inductivo, Y. cláusula, definición, definir. 

Inextensible, v. sistema. 

Inferior, v. grado. 

Infinito en acto, 196. 

— actual, 44, 364- 365. V. punto de vista. 

— extensivo, Y. principio. 

— potencial, 44, 196, 357, 364-365. 

Inmediato, Y. consecuencia. 

Implicación, 328, 330, IN 2.22.2.3, 2.24.1.5. 
V. operador, operación. 

— (en la aritmética recursiva), 88 (n. 78), 
100. 

— (de la lógica de las proposiciones), 37. 

— (de LFG), 110. 
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Impredicable, 322 (nm. 73). 
Insolubilidad, v. grado. 
Insoluble, v. problema. 
Interno, v. limitación, modelo, significación, 
estratificación. 
Interpretación (en el sentido de KEMENY), 
402 (m. 57). 
Interpretación, Y. campo, elemento, función, 
relativo, relativamente, saturado. 
— (en una lengua LBn de un elemento cual- 
quiera de un sistema LP), 73. 
— (del cuantificador de universalización de 
- un sistema), 151. 
— (del operador de implicación de un sis- 
tema), 150-151. 
— (del operador de negación de un siste- 
ma), 150. 
— (del operador de negación de un sistema 
LFK), 157. 
— de un sistema, 57, 58, 73, 342, 343. 
— del sistema LFN, 185, 1 86. 
— de LFH, 186. 
— constructiva (de LFN-C), 197. V. criterio. 
— isomótfica, 537. 
Interpretar (un elemento cualquiera de un 
sistema LF en una lengua LBn), 73. 
— una teoría en otra (en el sentido de 
TARSKI), 231. 
Introducido como abreviatura, Y. signo. 
— por vía de definición, v. componente, 
constante, operador. 
Intuición, 44, 337, 339, 340 (nm. 26 bis), 
361, 362, 363 (n. 75). 
Intuicionismo, 44, 48. 
Intuicionista, 44, 334 (n. 24). V. lógica, ra- 
zonamiento. 
Intuitivo, 341, 361, 364-365. V. aritmética, 
axiomática, teoría. 
Invariante de conversión (de FL-A), v. proble- 
ma, sistema. 
Inverso, v. función. 
Inversión, 75. 
Investigaciones sobre los fundamentos, 33. 
Irrefutable en LFG, v. proposición. 
— en LFG-R, v. proposición. 
Isomorfo, v. modelo. 
Isomórfico, v. interpretación. 
Isomorfismo, 67. 
Izquierda, v. asociación. 


Konsistent, 68 (mn. 4). 


Lattice arbitraria, v. teoría. 

-—- modular, Y. teoría. 

— modular de complemento, v. teoría. 
Lectura, Y. Órgano. 

Lema de GÓDEL, 123, 143, 152, 271-272, 
280-281, 370. 
— de KLEBNE, 155, 

(n. 49). 
— de KREISEL, 391, 392. 


156, 214, 348, 351 


Lema de ROSSER, 376. 

— de TARSKI, 268, 269, 270, 281, 286, 
289, 333, 350, 351 (n. 50). 

— fundamental de la teoría de los predica- 
dos de KLEENE, 242. 

“— de WANG (relativo al sistema de LFP-A), 
392, 393. 

Lengua, 81-82, 84. V. expresión, traducción, 
traducir. | 

— de base, 64, 72, 99, IN 1.1, 2.11.2.2. V. 

- Operación. 

— objeto, 63. 

— formalizable (en un sistema), 73. 

— formalizada, 39 (m. 10), 376, IN 1.1. V. 
pertenecer, constante, elemento, función, 
individuo, nombre, objeto, operación, pre- 
dicado, proposición, propiedad, serie, sin- 
taxis, término, variable. 

— formalizada de tipo clásico, IN 1.41, 2.3. 
V. categoría, cifra, constante, igualdad, 
expresión, función, individuo, proposi- 
ción, propiedad, representar, signo, sím- 
bolo, término, variable. 

-— formalizada en general, IN 2.13. 

— formalizada particular, IN 2.14. 

— cualquiera, v. nombre. 

— LB, v. definir, objeto, operador, símbolo, 


variable. 
— LBn, v. enunciado, función, interpreta- 
ción, interpretar, Operación, predicado, 


representación, representar. 

Lenguaje no formalizado, 337-338, 400-401. 

— objetividad, 344-345, 356-357, 359. 

— vivido, 358, 361. 

Letra, v. grupo. 

Lexicográfico, v. orden. 

Ley de construcción, 53. 

— de deducción, 533. 

Libre, v. variable. 

Ligado, v. variable. 

Limitación de tipo semántico, 277. 

— interna, 31. 

Límite de una serie de ordinales, v. número, 
ordinal. 

Lógica, Y. constante, operador, operación, sis- 
tema, teoría. 

— de las clases, 38. 

— de los predicados, 39, 74. V. proposición. 

— de los predicados de primer orden, 77, 
78, 79, 106, 152, 181, 189, 213, 214, 
219, 220-221, 237, 299, 302, 303, 307, 
308, 310-311, 313, 367. V. axioma, pro- 
posición, esquema, variable. 

— aplicada de los predicados de primer or- 
den, 302, 303, 304, 305-306, 392, 395- 
396. V. proposición. 

— de los predicados de segundo orden, 78. 
V. más abajo. 

— de los predicados de segundo orden, 307, 
308, 309. V. proposición, variable. V. 
más atriba. 
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Lógica de los predicados de tercer orden, 78. 

-— de los predicados de orden w, 78, 307, 
308-309, 311-312. 

— de los predicados aplicada de orden w, 
311, 354, IN 2.14.11. 

-— de los predicados aplicada, 220, IN 2.14.9. 

— elemental de los predicados, 75. 

— de las proposiciones, 37, 39, 74, 75, 77, 
78, 189, 317, 328. V. axioma, implica- 
ción, disyunción, modelo, operador, pro- 
posiciones, regla, esquema, teorema, va- 
riable. 

— de las relaciones, 43. 

— no constructiva de ROSSER, 168. V. sis- 
tema mo constructivo de ROSSER. 

— de esquemas, 74. 

— clásica, 75. 

— combinatoria, 74, 75, 295, 318, 321, 328, 
332-333, 356, IN 1.46, 2.6. V. aplica- 
ción, componente, predicado, proposición, 
regla, símbolo. 

— combinatoria pura 318 (m. 65). 

— no constructiva, 168, 256, 257, 258, 273, 
276. V. sistema no constructivo. 

— recursivamente engendrada (relativamente 
al conjunto En-Cv), 229, 230. V. decidi- 

- — ble, indecidible. 

— extensible (relativamente a una clase de 
enunciados), 230. 

— formalizada, 34. 

— goódeliana relativamente a (una función) 

- F, 388. 

— incompleta, 230. 

— intuicionista, 74, 75. 

— ordinal, 170, 237-238, 256, 257, IN 
2.41.8. 

— simbólica, 230. 

Logicismo, 43. 

Logicista, 47. 

Logística, 36. 


Magnitud, Y. conjunto. 

— abeliana, v. teoría. 

Mando, v. órgano. 

Máquina, 216 (nm. 50), 218. V. nombre, nú- 
mero-D, cinta. 

— de decisión, 216, 217. 

— de TURING, 205, 239. V. definible. 

— universal, 206. 

Máquina-T, 205, 216, 348-349. V. configu- 
ración, Órgano, programa, cinta, situación, 
cuadro. 

— circular, 206. 

— mo circular, 206. V. número-D. 
Matemática, 28. V. fundamento, formaliza- 
ción, pensamiento, proposición, teoría. 

Mathematica, v. Principta. | 

Máximo común divisor, v. teoría. 

Maximum, v. grado. 

Mayor que (en la aritmética recursiva), 100. 

— — (en LAD, IN 2.21.4.1.3. 


Mayor o igual que (en la aritmética recursi- 
va), 100. 

— o igual que (en LAI), IN 2.21.4.1.5. 

M-definible, v. función, continuación. 

Memoria, 205. v. Órgano. 

Menor que (en la aritmética recursiva), 100. 

— — (en LAD, 232, IN 2.21.4.1.4. 

— o igual que (en LAI), IN 2.21.4.1.6. 

Mentiroso, Y. paradoja. 

Meta Í, v. sistema. 

dd 63, 81-82, 84, 96-97, 98, 375- 
376. 

Metamatemática, 28, 45, 334-335. V. enun- 
ciado. 

Metateorema, 64. 

Metateoría, 64, 336, 344. 

— estrictamente constructiva, 99, 

Metateórica, v. demostración, expresión, obje- 
to, Operación, propiedad, razonamiento, 
resultado. 

Método de algebrización, 387-388. 

— de aritmetización, 97, 376. V. más abajo. 

— de la aritmetización, 84, 388. Véase más 
arriba. 

— de cuadros semánticos (de BETH), 795. 

— de esquemas, 75. 

— de decisión, 314-315. 

— de Post, 221, 231-232. 

— axiomático, 34, 51. 

— semántico, 152, 261, 267, 271-272, 288, 
289, 332-333, 350-351, 392-393. 

-— sintáctico, 153, 271-272, 350-351. 

Miembro de la clase Cl-Rp, IN 2.24.2.1.13. 

Mínimo común múltiplo de fB, y fB., 93. 

Modelo, 58, 59, 61, 62, 184, 299, 302-303, 
304-305, 306, 308, 314 (n. 46 bis), 332, 
333, 342-343, 390, 392, 401, 402 
(n. 57). V. absoluto, clase, conjunto, fa- 
milia, función, miembro, mombre, parte, 
relativamente, restricción. 

— (en el sentido de KEMENY), 402 (m. 57). 

— no mormal de la lógica de las proposicio- 
nes (en el sentido de CARNAP), 318, 325. 

— de LFN, 392, 396, 397, 398, 399-400. 

— de LFN-V, 266 

— de LFP-A, v. relativamente. 

— de LFP-w, v. realizable. 

— (regular o general) de LFP-w, v. reali- 
zable. 

— general de LFP-0w, 310. V. clase, proposi- 
ción. 

— regular de LFP-w, 310. 

— «y-coherente, 393, 395, 396, 397, 398, 
399-400. 

— completo, 306, 307. 

— definido de manera constructiva, 
(n. 54). 

— mnumerable, 303, 304, 315, 353. 

— directo, 184. V. demostración. 

— s equivalentes, 402, 403-404. 

— general, v. realizable. 


200, 
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Modelo indirecto, 183-184, 188. V. demostra- 

ción. 

interno, 305, 307. V. relativamente. 

s isomorfos, 61. 

natural, 401, 402 (n. 57). 

no natural, 401, 402, 402 (n. 57). 

regular, 308, 315, 316, 317, 318, 332, 

332 (n. 23), 355. V. realizable. 

no regular (en el sentido de HENKIN), 

307, 308, 312, 313, 314 (n. 46 bis), 314, 

317 (n. 58 bis), 333, 344, 353, 354, 355, 

356, 400-401, 402 (nm. 57), 404. 

— no regular (en el sentido de ROSSER y 
de WANG), 314, 315, 316, 317, 318, 333- 
334, 402 (n. 57). 

Modular, v. lattice. 

Morfología (de un sistema formal), 53. 

— (del sistema P), 367. 

— de LFG, 107, 108. 

Morfológico, v. parte. 

Multiplicación, 85, 119. V. función, esquema. 

— (en la aritmética recursiva), 100. 

— (en LAD, IN 2,21.3.1.2. 


Natural, v. campo, modelo, razonamiento. 
Negación, IN 2.22.1.1, 2.24.1.6. V. operador, 
Operación. 

— (en la aritmética recursiva), 88 (n. 78), 
100-101. 

— (en LFG), 108, 121-122. 

Negativo, v. resultado. 

New, v. New Foundations. 

— Foundations, v. sistema. 

Nicht gabelbar, 70 (m. 10). 

Nicht-konsistent, 68 (m. 4). 

Nivel de canonicidad, 328, 329. 

— de una función recursiva, 124. 

— de una proposición, 238. 

— de un símbolo, 237-238. 

— (en la teoría ramificada de los tipos), 112. 

— cualquiera, Y. propiedad. 

— 1, Y. proposición. 

— 2, 1. proposición. 

— 3, Y. proposición. 

— Mn, Y. COMponente. 

Noción de defimible, 296. V. definible. 

— de designación, 399. V. relativo. 

— de designación relativa a LFP-Am, 398. 
V. formalizar. 
— de la teoría de los conjuntos, 306, 307. 
— de verdad relativa a un sistema formal, 
261, 262, 277-278, 332-333, 395-396. 
— de verdad relativa a LFP-Am, 396. V. for- 
maiizar. 

No circular, v. máquina-T. 

No coherente, Y. sistema. 

- No constructivo, Y. demostración, lógica, pro- 
cedimiento, razonamiento. 

No contenerse a sí mismo como elemento, Y. 
conjunto. 


No-contradicción, 45, 46, 68 (m. 4), 76, 177, 
335. V. demostración. 
No-contradicción de la aritmética, 46-47, 180, 
181. V. demostración. 

— (del sistema P), 372. V. demostración. 

— de la teoría de los números, 181. 

No-contradictorio, 370 (nm. 15). V. clase, sis- 
tema. 

No demostrable, v. predicado. 

No derivabilidad (de la proposición de GÚ- 
DEL), 134. 

No derivable en LFG, 104-105. 

No derivable en un sistema, v. proposición. 

No efectivo, Y. propiedad. 

No explícitamente, v. definir. 

No explícitamente definido, v. predicado. 

No formalizado, v. lenguaje. 

No-gódeliano, Y. sistema. 

No-lógico, v. axioma. 

Nombre para base, IN 2.26.1.2. 

— s para las categorías de objetos de la len- 
gua formalizada (estudiada), IN 2.25.1. 

— para clase, IN 2.26.1.3. 

— para constante individual (de una lengua 
formalizada), IN 2.25.1.11. 

— para conjunto, IN 2.26.1.4. 

— para expresión del m-ésimo tipo (de una 

lengua formalizada), IN 2.25.1.6. 

para expresión algorítmica, IN 2.26.1.1. 

para función (de una lengua formaliza- 

da), IN 2.25.1.3. 

— para cualquier lengua, IN 2.26.1.5. 

— para máquina, IN 2.26.1.6. 

— para modelo, IN 2.26.1.7. 

— s para objetos particulares de la lengua 
formalizada (estudiada), IN 2.25.3. 

— s para ciertos objetos formales definidos 
en LB, IN 2.26.1. 

— Ss para ciertos objetos metateóricos, IN 
2.26. 

— para objeto sintáctico, IN 2.26.2. 

— para operador, IN 2.26.1.8. 

— s para los operadores lógicos, IN 2.26.3. 

— para operación (sintáctica), IN 2.26.2.2. 

— para predicado (de una lengua formaliza- 
da), IN 2.25.1.4. 

— para problema, IN 2.26.1.9. 

— para proposición (de una lengua forma- 
lizada) IN, 2. 25. Lado 

— para proposición cerrada (de una lengua 
formalizada), IN 2.25.1.8. 

— para regla, IN 2.26.2.1. 

— para serie de proposiciones (de una len- 
gua formalizada), IN 2.25.1.9. 

— para serie de símbolos (de una lengua 
formalizada), IN 2.25.1.10. 

— para término (de una lengua formaliza. 
da), IN 2.25.1.5. 

— para teoría, IN 2.26.1.10. 

— para variable individual (de una cnBUA 
formalizada), IN 2.25.1.2.. 


502 Limitaciones internas de los formalismos 


Nombres (que sirven para designar las expre- 
siones de una lengua), 382-383 (m. 25). 

No natural, v. campo, modelo. 

No numerable, 354. V. campo, conjunto. 

No predicativo, v. definición. 

No primitivo, Y. componente. 

No regular, v. modelo, sistema. 

No resolubilidad esencial, 391-392. 

No resoluble, v. sistema, teoría. 

No normal, v. modelo. 

Normal, v. conjunto, forma, sistema. 

Normalidad, 225. 

No saturabilidad, 391. 

No saturación, 323, 325, 328-329, 330. 

— semántica, 308. 

— sintáctica, 308. 

No saturable, v. sistema. 

No separabilidad de dos conjuntos (en el sen- 
tido de USPÉNSKIJ), 390-391. 

— efectiva de dos conjuntos, 390-391. 

No separable, v. conjunto. 

No verdadero, v. predicado. 

— en un campo de interpretación, Y. propo- 
sición. 

— analíticamente verdadero, v. proposición. 

Numerable, 303, 304, 357, 361. V. campo, 
clase, conjunto, modelo. 

Numeral, v. sistema. 

Numérico, Y. proposición. 

Número, 317. V. signo, sistema, teoría. 

— entero (en la aritmética recursiva), 99. 

— cardinal de un conjunto, 406. 

— de BERRY, 298 (m. 5). 

— de BERRY relativo a un sistema LF, 298 
(n. 5). 

— de enteros que son los números-D de una 

-— máquina-T no circular, IN 2.24.1.7. 

— de una expresión, 385 (n. 30). 

— de GÓDEL, 98. V. número-G. 

— sintáctico de una proposición matemática 
formal, 136. 

— cardinal 43, 406. V. conjunto. 

— entero, 35, 86, 105-106, 151, 204, 313, 
324, IN 2.21. 1. 11, 2.21. 1. 14. V. función, 
predicado, relación, sustitución. 

— ordinal, 43, 194, 405. 

— ordinal límite (de una serie de ordinales), 
405-406. V. ordinal. 

— ordinal vinculado a la derivación-1 hasta 
v, 195, 

— ordinal constructivo (en el sentido de 
CHURCH y de KLEENB), 257. 

— ordinal transfinito, 195, 498, IN 2.21.1. 
15. v. conjunto. 

— más pequeño que realiza una propie- 
dad, 92. 

(El) número más pequeño tal que... (en LAD), 
IN 2.31.3.1.10. 

Número-D (de una máquina-T), 216. 

— de una máquina-T no circular, v. número. 

— de una serie (de cifras) M-definible, 217. 


Número-G, 98, 154, 155. V. número de GóÚ- 
DEL, satisfecho. 

Número-G (de una expresión de LFG), 136. 

Número racional, 324. V. aritmética. 

— real, 324, 389. V. anillo, teoría. 


Objetividad, v. lenguaje. 

Objeto, v. dominio. 

— de la lengua formalizada (estudiada), y 
categoría. 

— particular de la lengua formalizada (es- 
tudiada), v. nombre. 

— formal, v. definir. 

— formal definido en LB, v. nombre. 

— metateórico, v. nombre. 

— sintáctico, Y. nombre. 

— q-indecidible en LFR, +. proposición. 

Operación, v. cerrado, regla, representación, 
representado. 

— (de la aritmética intuitiva), IN 1.31. 

— s lógicas elementales (de la aritmética re- 
cursiva), 88 (n. 78), 100, 181-182. 

— de generalización, 39, 181-182. 

— producto (de un grupo), 39. 

— de implicación, 319, 320, 327. 

— lógica (de la lengua de base), IN 1. a se 

— lógica (de la lengua formalizada), 1 
1.42.5. 

— (de una lengua LBn) representable (en un 
sistema LP), 73, 262. 

— de negación, 320-321. 

— lógica de negación, 159, 375-376. 

— de sustitución, 151, IN 2.25.4.1. 

— (de un sistema formal), 53, 54-55. 

— de la teoría de los conjuntos, 306, 307. 


— de LAl, IN 2.21.2, 2.23.2.1. 


— (de 
121. 


LFG) recursivamente representable, 


— lógica, v. símbolo. 


-— metateórica (relativa al sistema P), 367- 
368. 

— metateórica (relativa a LFG) recursivamen- 
te representable, 119. 

— representable recursivamente, 94. V. si- 
guiente. 

— recursivamente  representable, 
251. V. anterior. 

—. sintáctica, IN 2.25.4. V. nombre. 

— On, (de KLEENB), 89. 

— On, (de KLEENE), 89. 

Operador, v. nombre. 

— de abstracción, v. eliminar, variable. 

-— de definición, -IN 2.25.4.3. 

— de disyunción, 150-151, 
318. 

— de abstracción (del formalismo de la con- 
versión-A), 202, IN 2.41.1. 

— de implicación, 150, 178-179, 320-321, 
325, 325 (n. 82), 327, 329, 376. V. co- 
rresponder, interpretación. 


98, 250, 


171, 178-179, 


Operador proposicional (de la lógica de las 
proposiciones), 37, 317. 

— de negación, 150, 171, 178-179, 247 
(n. 15), 318-318, 323, 323 (n. 77), 
375-376. V. corresponder, interpretación. 

-— proposicional (de un sistema correspon- 
diente a una teoría elemental de los gru- 
pos), 39. 

-— de negación (del sistema LFK), 157. V. 


interpretación. 
— de abstracción (de LB), IN  2.22.1.2, 
2.22.1.6. V. eliminado. 


— proposicional (de LFG), 108. 

— proposicional (de LFG) de un argumen- 
to, 108. 

—— proposicional (de LFG) de un argumento 
introducido por vía de definición, 109. 

-— proposicional (de LFG) de dos argumen- 
tos, 108, 

— proposicional (de LFG) de dos argumen- 

tos introducidos por vía de definición, 
109. 
-— proposicional (de LFG) introducido por 
. vía de definición, 109. 
— proposicional (de LFG”) 
representable, 122. 

-— proposicional — (de LFG), 111. 

—— proposicional V (de LFG), 111. 

=— V (de LFG), 111. 

— => (de LFG), 111. 

— proposicional (de LFN-G), 188. 

— proposicional £ (de LFN-G”), 190. 

— proposicional -> (de LEN-G), 190. 

—- sintáctico de sustitución, 111. 

— lógico, 233, IN 2.22. V. corresponder, 
nombre. 

-— lógico de un argumento, IN 2.22.1. 

-— lógico de dos argumentos, IN 2.22.2. 

— proposicional, 53, 150, 262-263, 307-308, 
IN 2.31.1.3. 

—— Min, 92, 215, 398. 

Orden, Y. tipo. 

— lexicográfico, 83 (nm. 72). 

—— 1, v. variable. 

— 2, v. variable. 

— qw, Y. lógica. 

Ordenación, v. relación. 

Ordenado, v. conjunto. 

Ordinal, 307, 315, 317-318. V. clase, lógica, 
número, sucesor, serie. 

— de la primera clase, 256, 357. 

— de la segunda clase, 256, 356, 357, 358, 
361. V. clase. 

— de primera especie, 256, 405. 

— de segunda especie, 256, 405. 

— límite (de una serie de ordinales), 169, 
256, 358, 405. 

— constructivo (en el sentido de CHURCH y 
de KLEENE), Y. número, teoría. 

— constructivo (en el sentido de WANG), 
329, 329 (m. 98), 357, 


recursivamente 
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Ordinal, transfinito, 194. V. número, teoría. 

ir de mando (de una máquina-T), 205, 
20 

— A (de una máquina-T), 205, 
-20 

— de lectura (de una máquina-T), 205, 206. 

— as (de una máquina-T), 205, 
20 

w-coherente, 370 (n. 15). v. clase, modelo, 
sistema. 

cw-no-contradictorio, 370 (nm. 15). V. 
conjunto. 


clase, 


Palabra, 234. V. problema, serie. 

Paradoja, 3, 34, 80, 139, 328, 329, 341. 

— de BURALI-FORTI, 34, 81, 112. 

— de FEPIMÉNIDES, 81, 147, 241-242, 246 
(n. 13), 351, 353, 356-357, 397-398. 

— del mentiroso, 81, 229-230, 288-289. 

— de RICHARD, 81, 82, 112, 153, 297, 299, 
322, 325, 327, 398, 399. V. antinomia. 

— de RUSSELL, 34, 81, 322, 232 (m. 70), 
328 (n. 91). 

— de SKOLEM, 303. 

— semántica, 80, 81. 

— sintáctica, 80. 

Parcial, v. dominio, recursividad. 

Parcialmente, v. recursivo. 

— recursivo, v. clase, función, predicado. 

Paréntesis, Y. convención. 

— (del cálculo LP-A), 202-203. 

Particularización, v. cuantificador. 

— (cn la aritmética recursiva), 100. 

Particular, v. componente, lengua, objeto. 

e (de un sistema formal), 53, 
534. | 

— morfológica (de un sistema formal), 53. 

— constructiva (de LEN), 198. 

Pensamiento matemático, v. horizonte. 

Pequeño, v. número. 

Permutación, 234 (n. 83). 

Pertenecer a cierta clase Cl, v. conjunto. 

— a la clase Cl-Vr, 284, 285. V. clase. 

— a una lengua formalizada, v, función, in- 
dividuo, predicado. 

Pertenencia, Y. predicado, relación. 

Platónico, 47. V. actitud. 

Platonismo, 364. 

Polinomio, 233 (n. 81). 

Positivo, v. resultado. 

Potencial, v. infinito. 

Pragmático, 72. 

Predicado, 106-107, 
250, 251, 257, 
función, lógica, 
teoría. | | 

— (de la aritmética intuitiva), IN 1.31. 

— elemental (de la aritmética recutsiva), 
100, 

— de aserción, 320, IN 2.61.1.. 


196-197, 245, 248-249, 
349, 350, 333-354. V. 


relativo, representación, 
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Predicado de BERNAYS (Bra), 379 (m. 11), 
IN 2.24.2.1.1. 

Predicado de BETH (Bb), 382 (nm. 21), IN 
2.24.2.1.2. 

— de igualdad (del cálculo funcional res- 
tringido), 172. 

— de igualdad, 152, 171, 172, 173, 181, 
182, 233, 314-315, 319, IN 2.21.4.1.1. 

— de enteros de dos argumentos, 107, 

— de enteros de k argumentos, 258. 

— de enteros de » argumentos, 107. 

— de KLEENE (PIC) y Pkl) 154, 241-242, 
244, IN 2.24.2.1.15, 2.24.2.1.16. 

— (de una lengua formalizada), v. nombre. 

— (de una lengua LBn) representable (en un 
sistema LF), 73, 152, 262. 

— de igualdad (de una lógica combinatoria), 
IN 2.61.2. 

— de números enteros, 324. 

— de un argumento (del sistema de PEANO), 
35 


— de dos argumentos (del sistema de PEA- 
NO), 35. 

— (de un sistema correspondiente a una teo- 
ría elemental de los grupos), 39. 

— de igualdad (de un sistema correspon- 
diente a una teoría elemental de los gru- 
pos), 39. 

— de igualdad (del sistema LFP-A), 394 
(n. 39), 

— de TURING (Un»m), IN 2.24.2.1.20. 

— (de LAI), IN 2.21.4, 2.23.1.3, 2.23.2.1. 

— Vri (para LFG), 278. 

— (de LEN), 392, 393. 

— verdadero (para LEN-V) 263. 

— Vri (para LFN-V), 262, 263-265, 266. 

— (de LFP-A), 392, 393, 394. 

— de pertenencia de LFP-A, 392, 394, IN 
2.31.1.13.3. 

— € (de LFP-A), 392, 394, 394 (n. 38). 

— (de LFP-Am), 393, 394. 

— E, (de LFP-Am), 394, 394 (nm. 38). 

— Vri (relativo a LFT), 267, 268, 274. V. 
teoría. 

— Vri (para LEFT-()), 274. 

— (perteneciente a una lengua formalizada), 
IN 1.42.3. 

— aritmético, 171. 

— definido para un dominio de objetos, 
112-113. 

— definible en una clase de proposiciones, 
270, 281. 

— definible en un formalismo, 270, 296. V. 
más abajo. 

— definible en LFT, 281. 

— determinado, v. relativo. 

— s equivalentes, 245-246. 

— equivalente a una proposición A (en 
cuanto a su dominio de validez), 112. 

— (expresando una propiedad metateórica), 
IN 2.24.2. 


Predicado (expresando una propiedad me- 
tateórica) explícitamente definido, IN 
2.24.2.2. 

— (expresando una propiedad metateórica) 
no explicitamente definido, IN 2.24.2.2. 

— expresando una relación entre elementos 

de un formalismo LF definible en ese 

formalismo, 296. V. más arriba. 

recursivo (primitivo o general), 90, 119, 

120, 123, 151, 160, 171-172, 241-242, 

245, 369 (n. 13). 

— parcialmente recursivo, 93. 

— representable en LFG, 1109. 

— no demostrable, 147. 

— derivable, 140, 200. 

— inderivable, 147. 

— verdadero, 200, 262. 


verdadero (relativo a un sistema LF), 262. 

no verdadero, 147. 

Vri de un sistema, v. relativamente. 

Vrz (relativo a un sistema), 262, 274, 275, 

288. V. proposición, teoría. 

Vri relativo a LFEM, 323 (nm. 77). V. teo- 

ría. 

— Vri relativo a LFM representable en LFM 
(en el sentido de MYHILL), 323 (n. 77). 

— Vri =, 263. 

Predicativo, v. constante, expresión, variable. 

Prefijo (de una proposición de la lógica de 
los predicados), 237. 

— de una expresión, 242 (m. 2). 

Presentación de un sistema, $5, 56. 

Primer lema de MOSTOWSKI, 281. 

— número-e, 188, 194-195, 407, IN 2.21. 
1.13. 

— orden, v. calculus, lógica. 

— ordinal transfinito, IN 2.21,1.12. 

— teorema de HENKIN, 311. 

— Ena de ROSSER, 159, 160, 351 (nm. 

8) 

— tipo, v. expresión, signo, variable. 

Primera clase de ordinales, 406. 

— especie, v. ordinal. 

Primitivo, v. combinador, componente, con- 
junto, enumerable, enumerar, idea, recur- 
sión, teorema. 

Primo, primero, v. factor, lema, número, or- 
dinal, orden, teorema, tipo. 

Principia Mathematica, 74, 75, 78, 102, 105, 
316, 324 (n. 78). V. sistema. 

Problema, v. decisión. 

Principio de aritmetización, 84. 

— de inducción, 65, 88-89, 181, 182, 189, 
190, 194, 262- 263. V. axioma de induc- 
ción. 

—- de inducción extendido hasta e,, 195, 

— de inducción transfinita, 406. 

— de inducción transfinita (utilizado por 
GENTZEN), 188, 194, 195, 198-199, 407. 

— del infinito extensivo, 182. 

— de la doble negación, 44, 198. 


Principio de “exclusión de tercero”, 44, 198, 
323 (n. 77), 328-329. 

— simple de “exclusión de tercero”, 
(n. 27). 

Problema, v. decisión, nombre. 

— indecidible del cálculo restringido de las 
funciones, 372. 

— del continuo, 335. 

— de decisión (de POST), 234. 

— de decisión (de SKOLEM), 233. 

— de decisión (en general), 201, 221-222, 
231, 236, 241, 332-333. 

— de decisión insoluble, 238, 335-336. 

— de decisión reducible a otro en el sentido 
elemental, 239. 

— de decisión reducible a otro en el sentido 
general, 240, 

— de decisión reducible a otro por tablas de 
distribución, 239. 

— de la decisión para la clase de los con- 
juntos recursivamente enumerables, 227, 
229-230. 

— general de la decisión para la clase de los 
sistemas canónicos, 223, 224, 225, 227. 
— general de la decisión para la clase de los 
sistemas normales, 223, 224, 225, 227. 
— de la decisión para la clase de los siste- 

mas normales numerales, 227. 

— de la decisión para un conjunto de ente- 
ros, 226, 353. 

— de la decisión para un conjunto de ente- 
ros recursivamente enumerable, 240. 

— de la decisión para un sistema canónico, 
223, 224. 

— de la decisión (para un sistema formal), 
71, 79, 201, 209-210, 212, 219, 221-222, 
ro 235, 237, 295, 331, 333, 335-336, 
342. 

— de la decisión para un sistema normal, 
223. 

— de FERMAT, 231, 231 (m. 71). 

— de fundamento, 334, (n. 24). 

— de las invariantes de conversión (de 
LF-A), 209, 210. 

— de las palabras para los grupos, 235 

234, 


183 


(nr. 90). 

— de las palabras para los semigrupos, 
235, 236. 

— insoluble de SKOLEM, 232, 233. 

— de THUE, 234, 235, 236. 

— insoluble, 231, 235, 237-238, 295, 332- 
333. V. grado. 

— insoluble de un grado de insolubilidad in- 
ferior al de otro problema insoluble, 237. 

-— s del mismo grado de insolubilidad, 237. 

— reducible a otro, 237. 

Procedimiento de  aritmetización, 226-227, 
346, IN 1.32. V. método de aritmetiza- 
ción. V. el siguiente. 

-— de aritmetización, 379, 380, 382, 387. V. 
el anterior. 
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Procedimiento efectivo de cálculo (en el sen- ' 
tido de CHURCH), 208, 209. 

— efectivo de decisión, 207-208, 221. 

— efectivo de decisión (en el sentido de Tu- 
RING), 216 (mn. 49). 

— de la diagonal, 82 (sm. 70), 153-154, 155, 
210-211, 226,-227, 244, 246-247, 351, 
351 (n. 49), 352, 356-357, 392-393. V. 
argumento de la diagonal. 

— de KALMÁR, 172. 

— de la reducción, 184. 

— efectivo, 201, 210, 216, 220, 223, 224, 
225, 226, 227, 250, 251. 

— constructivo, 65, 1 81. 

— mo constructivo, 182, 196. 

— efectivo (en el sentido de TURING), 216. 

— finitista, 181. 

Producto (de un ARO e operación. 

— (de un semigrupo), 2 

Programa (de una CON 206, 216. 

Propiedad, v. realizar, representación, repre- 

sentar. 

de enteros, 36. 

del n-ésimo tipo (de una lengua formali- 

zada), v. corresponder. 

de cualquier nivel (en una lengua for- 

malizada de tipo clásico), v. simbolo. 

de cualquier nivel (perteneciente a una 

lengua formalizada), IN 1.42.4. 

semántica de un sistema, 79, 261, 262. 

metateórica (del sistema P), 367, 369. 

metateórica (de LFG), 118. 

metateórica (de LFG) recursivamente re- 

presentable, 119, 122. 

(de LFG)  recursivamente representable, 

122, 

circular, 175. 

constructiva, 357. 

definida de manera inductiva, 203 (n. 4). 

no efectiva, 218. 

metateórica, 332, 346, 358, IN 1.1, 2.24. 

v. expresar. 

— recursiva, 230. 

— representable recursivamente, 94, 98. 

Potencia de un sistema, 76, 149-150, 323. 

— relativa de un sistema, 76. 

Proposición, 33, 55, 319-320, 322 (nm. 73), 
345, 383 (n. 26), 399-400, IN 1.3, Ob- 
servación. V. clase, inderivabilidad, lógi- 
ca, nivel, predicado, regla, restricción, se- 
rie, variable. 

— (del sistema P), 369. 

— falsa (de un sistema LF), 262. 

— (de un sistema LF) válida en el sentido 
general, 4093, 404. 

— verdadera (de un sistema LF), 262. 

— (de un sistema LF) analíticamente verda- 
dera, 403, 403 (n. 58), 404. 

— verdadera de un sistema LF (relativamente 
al predicado Vri de ese sistema), 271-272. 
V. clase. 
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Proposición abierta de tipo 1, 112. 
— abierta de tipo 2, 113. 


ELA 


indecidible de WANG, 396, 397. 

de LFE, v. restricción. 

(de LFG), 109, 368 (mn. 8). V. clase. 
aritmética de LFG, 171. 

derivable de LFG, v. clase. 

no derivable de LFG, v. clase. - 
elemental (de LFG), 109, 368 (nm. 7). 
cerrada (de LFG), 109, 171, 368 (n. 9). 


abierta (de LFG), 109. 


verdadera de LFG, v. clase. 

de LEN, 592. 

falsa de LEN, 185. 

numérica (de LEN), 183-184. 

numérica falsa (de LEN), 184. 

numérica verdadera (de LEN), 184. 
verdadera de LEN, 184. 

(de LEN-G), 189. 

semánticamente indecidible (del cálculo 
funcional restringido), 172, 173. 
realizable (del cálculo funcional restringi- 
do), 172-173. 

no realizable (del cálculo funcional res- 
tringido), 171-172. 

válido (del cálculo funcional restringido), 
171-172. 

de un formalismo, v. clase. 

de GÓDEL, v. derivabilidad, refutabilidad. 
indecidible de GÓDEL, 355, 356, 382-383, 
383 (n. 27), 384, 389, 400-401. V. pro- 
posición 3*. 

indecidible de KREISEL, 392. 

de una lengua formalizada, 375-376. V. 
nombre. 

cerrada (de una lengua formalizada), Y 
nombre. 

(de una lengua formalizada de tipo clá- 
sico), IN 2.32.5. 

determinada (de una lengua formalizada 
de tipo clásico), v. símbolo. 

elemental (de una lengua formalizada de 
tipo clásico), IN 2.32.4. 

cerrada (de una lengua formalizada de 
tipo clásico), IN 2.32.6. | 

cerrada determinada (de una lengua for- 
malizada de tipo clásico), v. símbolo. 
abierta (de una lengua formalizada de 
tipo clásico), IN 2.32.6. 

de la lógica de los predicados, v. prefijo. 
de la lógica de los predicados de primer 
orden, v. clase. 

derivable de la lógica de los predicados de 
primer orden, 303, 307, 308. 

cerrada de la lógica de los predicados de 
primer orden, 299 (=. 9), 299-300. 
válida de la lógica de los predicados de 
primer orden, 303, 307-308. 

derivable de una lógica aplicada de los 
predicados de primer orden, v. clase. 


Proposición válida de la lógica de los predi- 


cados de segundo orden, 307, 308. 

(de la lógica de los predicados de segun- 
do orden) válida (en el sentido de HEN- 
KIN), 308. . 

(de la lógica de las proposiciones), 37. 
(de una lógica combinatoria), IN 2.62.2. 
indecidible de MOSTOWSKI, 389. 

abierta de nivel 1, 112. 

abierta de nivel 2, 113. 


. abierta de nivel 3, 113. 


antecedente (de un esquema de deriva- 
ción), 53-54. 

consecuente (de un esquema de deriva- 
ción), 33-54. 

(de un sistema), v. clase. 

derivable de un sistema, v. clase. 
verdadera de un sistema, 66. V. clase. 
(de un sistema correspondiente a una teo- 
ría elemental de los grupos), 40. 
elemental (de LFN-G”), 191. 

numérica (de LFN-G), 190, 191, 192. 
numérica falsa (de LFN-G), 190, 191. 
numérica verdadera (de LFN-G), 190, 
191.. 

derivable de LEN-V, 266. 

elemental (de LEN-V), 263-265. 
verdadera de LEN-V, 263-265, 266. 

de LFP-A, 392, 393. 

de LFP-A falsa relativamente a un mode- 
lo de LFP-A, 394. 

de LFP-A verdadera relativamente a un 
modelo de LFP-A, 394,.395. 

de LFP-Am, 393, 394. 


-de LFP-w, 309. V. clase. 


realizable de' LFP-w, 310. 

de LFP-“w realizable en un campo de in- 
terpretación (regular o general), 310. 

de LFP-« realizable en un modelo (regu- 
lar o general) de LFP-w, 310. 

de LFP-«, válida en el sentido general, 
310, 311-312. 

ES LFP-w válida en el sentido regular, 
309. 


de LFP-w válida relativamente a un cam- 


po de interpretación general, 310. 

de LFP-w válida relativamente a un cam- 
po de interpretación regular, 309. 
diagonal (de LFR), 173. 

de LFT, 274. V. clase. 

derivable de LFT, v. clase. 

verdadera de LFT, 281-282. V. clase. 
verdadera de LFT-(), v. clase. 

asociada a una función, 327. 

do (en el sentido de GÓDEL), 367, 
371 

aritmética indecidible, 172, 372. 
compleja, 53. 

elemental, 53. 


equivalente (a otra po 238. 


cerrada, 383 (n. 26). V. variable. 


Proposición decidible (en una lógica recursi- 
vamente engendrada relativamente en En- 
Cm), 230. 

— decidible (en un sistema formal), 224, 
276, 403-404. 

— decidible (en un sistema de tipo LFG-R), 

168. V. clase. 

— ke-demostrable, 372, 377 (n. 27). 

— derivable en una clase cerrada de propo- 
siciones de LFG, 279-280. V. derivable. 

— derivable (en un sistema), 54, 55, 237, 
262, 271-272, 274-275, 307-308, 326; 
376, 377-378, 380, 382-383, 391.. 

— no derivable (en un sistema), 262. 

— derivable (en un sistéma de tipo LFG-R), 
160, 161, 168, 179. V. clase. 

— derivable en LFG, 115, 124, 125, 173, 
178, 179. | 

— derivable en LFG,, 180. 

— derivable en LFGy, 180. 

— derivable en LFG,+¡ 180. 


— derivable en EFG +.» 180. 


— derivable en LFG-(), 170-171, 180. 

— derivable en LFP-A, 220. 

— derivable en LFP-Am, 399. 

— derivable en LFP-w, 311. 

— derivable en LFR, 173, 174, 175. 

— derivable en LFT, 268, 273, 274. 

— derivable en LFT,, 275, 276. 

— derivable en LFT,, 276. 

-— indecidible en una clase de proposiciones 
(de un formalismo dado), 269. 

— indecidible en la clase de las proposicio- 
nes derivables de un sistema, 278. 

— indecidible en una clase de proposicio- 
nes de LFG, 278. 

— indecidible en una clase de proposiciones 
de LFT, 270, 272, 284. 

— indecidible en una clase de proposiciones 
de LFT-O, 274. 

— indecidible (en una lógica recursivamente 
engendrada relativamente a En-Cv), 230. 

— indecidible (en un sistema de tipo 
LFG-R), 167. V. clase. 

— indecidible (en un sistema formal), 54, 
79, 95, 142, 149, 152, 171, 172-173, 
224, 229-230, 238-239, 241, 252-253, 
254-255, 278, 295, 307-308, 325, 329, 
332, 333, 341, 354, 355, 367, 372, 378, 
379, 382, 387, 388, 389, 390, 391, 396, 
399, 400-401, 403, 404. 

-— indecidible (en LFG), 125-126, 131, 133, 
134, 278. 

-— indecidible (en LFG,), 170. 

— indecidible (en LFGn), 170. 

— indecidible (en LFG +n), 170. 

.— indecidible (en LFG-R), 166, 167. 

— indecidible (en LFG-(2), 170. 

-— indecible (en LFK), 158. 
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Proposición indecidible en LFP-A, 392, 394, 
395, 396, 397, 399-400. 

— indecidible (en LFR), 173, 175. 

— indecible (en LFT), 289, 290, 292. 

— indecidible (en LFT), 276. 

— «qy-indecidible en LFR, 174. 

— inderivable (en un sistema de tipo 
LFG-R), 168. V. clase. | 

— inderivable (en LFG), 125, 131, 132- 133. 

— inderivable (en LFG-R), 1 66. 

— irrefutable (en LFG), 132. 

— irrefutable (en LFG-R), 167. 

— matemáticamente formal, 136. V. número. 

— abierta, 112. 

— realizable, 62. 

— no realizable, 62. 

— realizable en un campo de interpretación, 

62, 299-300. 

E (en un sistema de tipo LFG-R), 

167. 

— refutable (en un sistema formal), 53, 55, 
391-392. 

— refutable en LFG, 124. 

— refutable en LFI, 273. 

— válida, 62, 308. 


válida en sentido regular, 403 (n. 58). 
válida relativamente a un campo de in- 
. terpretación, 62, 299, 403 (n. 60). 
— verdadera 66-67. V. clase, número-G. 
— verdadera en un campo de interpretación, 
62, 261 


— Ba, 273, 274, 275, 276. 

— Vip 289, 290, 292, 293. 

— Y*, 125, 127, 129, 143, 178, 179, 278, 
335, 381. V. carácter, inderivabilidad. 

— Br, 2533, 254. 

— Bi, 164. 

Proposicional, v. función, operador, variable. 

Proyectivo, Y. geometría. 

Punto de vista del infinito actual, 196, 357- 
358, 362. 

— — constructivo, 196, 357-358. 

— — estrictamente constructivo, 98. 

— — finitista, 181, 184. 

— — finitista clásico, 181. 

Puramente combinatorio, Y. sistema. 

Puro, Y. lógica, sistema. 


Racional, v. número. 

Ramificado, v. teoría, tipo. 
Razonamiento por inducción, 181-182, 
— por inducción estructural, 65, 94. 
— por recurrencia, 181-182. 

— que se detienen en lo finito, 182. 
— circular, 143, 146. 

— no constructivo, 182. 
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Razonamiento finitista, 181. 

— intuicionista (en el sentido de 
BRAND), 4 

— metateórico, IN 1.1. 

— natural, 75. 

Real, v. cuerpo, geometría, número. 

Realizable, v. clase, proposición, sistema. 

— en un campo de interpretación, v. clase, 
proposición. 

— en un campo de interpretación numera- 

| ble, v. clase. y 

— en un campo de interpretación (regular o 
general), v. clase, proposición. 

— en un modelo de LFP-w, v. clase. 

— en un modelo (regular o general) de 
LFP-w, v. proposición. 

Realizar una propiedad, v. número. 

Recurrencia, v. razonamiento. 

Recurrencia que se detiene en lo finito, 46. 

Recursión, 335-336. V. esquema. 

— cruzada, Y. esquema. 

— indirecta, v. esquema. 

— primitiva, Y. esquema. 

— simultánea, v. esquema. 

— transfinita, 335-336. 

Recursivamente, v. definible, enumerable, 
enumerar, representable, representar. 

— enumerable (de manera primitiva o gene- 
ral), v. clase, conjunto. 

Recursividad, 84, 156-157, 201, 353. 

— general, 92, 225. 

— parcial, 242-243. 

Recursivo, 203 (n. 4), 280. V. aritmética, 
clase, definición, enumerabilidad, función, 
predicado, propiedad, relación, represen- 
tación, esquema, serie, teoría. 

— general, v. función, predicado, serie. 

— primitivo Y. función, predicado, serie. 

Reducción, Y. etapa, procedimiento. 

— (de una derivación), 184. 

— (en el formalismo de la conversión-A), IN 
2.42.2.2. 

— (en EF-A), 204. 

— (para LFN-G), 191, 192. 

Reducible, v. derivación, problema. 

— en el sentido elemental, v. problema. 

— en el sentido general, v. problema. 

— por tablas de distribución, Y. problema. 

Reducida (de una derivación), 184-185. 

Reductibilidad, v. axioma. 

Refutabilidad (de la proposición de GÓDEL), 
137. 

Refutable en un sistema de tipo LFG-R, 
Y. proposición. 

— (en un sistema formal), v. proposición. 

— en LFG, v. proposición. 

— en LFT, v. proposición. 

Regla, v. nombre. 

— de la asociación a la derecha, 203-204. 

— de la asociación a la izquierda, 203- 204, 
IN 2.21.6. 


HER- 


Regla de CARNAP (Re-C), 169, 257, 274, 
358-359. V. aplicación. 

— de construcción (de un cálculo), 57. 

-— de transformación (de un cálculo), 57. 

— de construcción (del cálculo LF-A), 202. 

— de transformación (del cálculo LF-A), 204. 

— de la consecuencia, 150, 262-263, 267, 
320-321, 328, 329. V. aplicación. 

— de derivación, IN 1.1. 

— (del formalismo de la conversión-A), IN 
2.42. 

—— de formación (del formalismo de la con- 
versión-A), IN 2.42.2. 

— de operación (del formalismo de la con- 
versión-A), IN A42.2. 

— de formación, 345, 346, 400-401, IN 1.1. 

— de formación (por componentes de un 
sistema formal), 53. 

— de formación (para proposiciones), 53. 

— de la consecuencia (en la lógica de las 
proposiciones), 38. 

— de derivación (de la lógica de las propo- 
siciones), 38. 

— de separación (en la lógica de las propo- 
siciones), 38. 

— de sustitución (en la lógica de las propo- 
siciones), 38. 

— de formación (de una lógica combinato- 
ria), IN 2.62. 

— para el cuantificador (O), 42. 

— para el cuantificador (EO), 42. 

— de derivación (de un sistema canónico), 
221, 223. 

— de la concecuencia (en un sistema cotres- 
pondiente a una teoría elemental de los 
grupos), 42. 

— de derivación (de un sistema correspon- 
diente a una teoría elemental de los gru- 
pos), 42 

— (de un 
345-346. 

—— de derivación (de un sistema formal), 53, 
74-75, 168, 345, 346. 

— de un sistema normal numeral, 225. 

— del sistema P, 369. 

— de derivación de un sistema LF, v. apli- 
cación. 

—- de la consecuencia (para LFG), 114, 169.. 

— de derivación de LFG, 114. 


34-55, 74-75, 


sistema formal), 


— de formación (de LFG”), 108. 


— para el cuantificador de universalización: 
(para LEG), 114, 169. 

— de derivación de LFGo, 169. 

— de derivación (dez LEN-G), 189, 

— para la inducción (en LEN-G), 192. 

— para el cuantificador de universalización. 
(para LFN-G), 192, 194. 

— de derivación (de LFP-w), 311. 

— constructiva, 168. 

— sintáctica, IN 1.1. 

— Re,, v. aplicación, relación. 


Regla Re,, Y. aplicación, relación. 

— Re-C, 273-274. V. aplicación. 

Regular, v. campo, modelo, válido. 

Relación, v. cerrado, lógica, representación, 
signo. 

— de pertenencia, 42-43, 303-304. IN 2.29.1. 

— de $ argumentos, Y. signo. 

— de consecuencia inmediata, 168. 

— de consecuencia inmediata (definida me- 
diante las reglas Re, y Re,), 169. 

— de concecuencia inmediata (del sistema P), 
369, 370-371. 

— de consecuencia inmediata (en un sistema 
de tipo LFG-R), 160. 

— de consecuencia inmediata (del sistema 
LFK), 157. 

— de consecuencia inmedins: en LFG, 114, 
115. 

-— de consecuencia inmediata para LFT, 267, 
268 (nm. 16). 

—- de igualdad, 88-89, 119. 

—- entre elementos de un formalismo LF de- 
finible en ese formalismo, v. expresar. 

— de inclusión, 43-44, IN 2.29.2. 

— de ordenación, 119, 405. | 

— de la teoría de los conjuntos, IN 2.29. 

— aritmética (en el sentido de GÓDEL), 371. 

— aritmética (en el sentido de SKOLEM), 233, 
233 (n. 81). 

— definible en (el sistema) P, 370, 370 
(m2. 14), 371. 

— definible recursivamente (en el sentido de 

GÓDEL), 371 (m. 21). 

— recursiva entre números enteros, 369, 369 
(m. 13), 370, 371. 

— reflexiva, 139, 140, 142. 

— representable recursivamente, 168-169. V. 
propiedad; la siguiente. 

— recursivamente representable, 157. V. pro- 
piedad; la anterior. 

Relativamente a una interpretación, Y. sSis- 
tema. 

— a un modelo, v. absoluto. 

— a un modelo de LFP-A, v. falso, verda- 
dero. 

— a un modelo interno, v. absoluto. 

— al predicado Vri de un sistema, v. verda- 
dero. 

— a un sistema formal, v. concepto. 

Relativo, v. categoricidad, coherencia, poten- 

cia, saturación. 

a una clase Cl, v, teoría. 

a una interpretación, v. saturación. 

la noción de designación, v. teorema, 

un predicado P, v. teoría. 

un predicado determinado, Y. teoría. 

un sistema, Y. predicado. 

un sistema formal, v. noción, teoría. 

un sistema LF, v. predicado. 

LFP-Am, Y. noción. 

LFT, v. predicado. 


DETER 


ESE ESE 
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Repetición, 75. 

Representable en un formalismo, v. clase. 

Representable en un sistema LF, v. enunciado, 
función, operación, predicado. 

— en LFM (en el sentido de MYHILL), v 
predicado. 

— recursivamente, Y. operación, propiedad, 
relación. 

— recursivamente . representable, v. operador, 
operación, propiedad, relación. 

Representación de un enunciado (de una len- 
gua LB, en un sistema LF), 73. 

-— de una función (de una lengua LB. en 
un sistema LP), 73. 

— de una operación (de una lengua LB, en 
un sistema LF), 73. 

— recursiva de una operación, 94. 

— de un predicado (de una lengua LBn en 
un sistema LP), 73. 

— recursiva de una propiedad, 94. 

— de un sistema, 56. 

— recursiva, 120. 

Representar conjuntos (en una lengua forma- 
lizada de tipo clásico), v. expresión. 

— un individuo (de una lengua LB" en un 
sistema LF), 73. 

— recursivamente una operación, 94. 

— recursivamente una propiedad, 94. 

Representativo, Y. función. 

Resolubilidad (de un sistema), 71, 241, 331. 

— semántica (de un sistema), 71. 

— sintáctica (de un sistema), 71. 

Resoluble, v. conjunto, formalismo. 

— en el sentido semántico, v. sistema. 

— en el sentido sintáctico, Y. sistema. 

Resto de la división por 2, 90. 

Restricción de una proposición de LFE con 
relación a un modelo, 306. 

Restricted, v. restricted predicate calculus. 

— predicate calculus, 77 (mr. 43). 

Restringido, v. cálculo. 

Resultado de una sustitución, IN 2.24.1.11. 

— metateórico positivo, 78. 

-— metateórico negativo, 79. 

Reunión, v. conjunto. 

— de varias clases, 169 (m. 45). 

— de varios conjuntos, 301. 


Saturación en el sentido fuerte (en el sentido 
de CAVAILLES), 70 (m. 9). 

— e un sistema), 69, 241, 295, ld (n. 35 

1s). 

— combinatoria, 318, 319, 320, 321, 322 
(n. 73). 

— deductiva, 318, 319, 320, 321, 322. 

— semántica, 70, 214, 401. 

— semántica absoluta, 70, 71, 
404. V. sistema. 

— semántica relativa a una 
70. 

— sintáctica, 69, 401. V. saturado. 


307-308, 403, 


interpretación, 
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Saturación sintáctica en el sentido débil, 70. 

— sintáctica en el sentido fuerte, 69, 390- 
391, 403. 

Satisfactible, 62 (n. 42). 

Saturado, Y. sistema. 

— en el sentido débil (en el sentido de la 
saturación sintáctica), Y. sistema. 

— en el sentido fuerte (en el sentido de la 
saturación sintáctica), Y. sistema. 

— relativamente a un campo de interpreta- 
ción, Y. sistema. 

— relativamente a una interpretación, Y. sis- 
tema. 

Secuencia, 75, 189. 

Segunda clase, v. ordinal. 

— clase de ordinales, 406. 

— clase de ordinales transfinitos, 188. 

— especie, v. ordinal. 

Segundo, v. clase, especie, lema, orden, teo- 
rema, tipo. 

— lema de MOSTOWSKI, 281, 286, 288, 289. 

— orden, v. lógica. 

— teorema de HENKIN, 311, 332, 333-334, 
353, 354-355. 

— teorema de ROSSER, 161, 165, 284, 351 
(n. 48). 

— tipo, v. expresión, variable. 

Selección, v. axioma, función. 

Semántica, 66, 261 (n. 2), 400-401. V. cohe- 
rencia, coherente, estudio, generalización, 
método, paradoja, propiedad, resolubili- 
dad, resoluble, saturación, no saturación, 
sentido, cuadro, teorema, tipo. 

Semánticamente, v. indecidible. 

— indecidible, v. proposición. 

Semi, v. semimodelo. 

Semigrupo, 234. V. problema, producto. 

Semimodelo (en el sentido de KEMENY), 402 
(n. 537). 

Sentido, v. dotado. 

— absoluto, v. categórico, grado. 

— elemental, v. reducible. 

— débil, v. saturación, saturado. 

— fuerte, Y. (»-coherencia, w-coherente, satu- 
ración, saturado. 

— general, v. reducible, válido, validez. 

— regular, v. válido, validez. 

— semántico, v. coherente, resoluble, satu- 
rado. 

— sintáctico, Y. coherente, resoluble. 

Separable, v. conjunto. 

Separabilidad de dos conjuntos, 390. 

Separación, v. regla, signo. 

Separado por un conjunto, v. conjunto. 

— por un conjunto perteneciente a cierta 
clase Cl, v. conjunto. 

Separar dos conjuntos, 390, 

Ser el argumento de, 139. 

— el argumento de cierta función, 
(am. 78). 

— una aserción, una afirmación, 320. 
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Ser un axioma (del sistema P), 369. 

— un axioma (de LEG”), 123. 

— una clase, 305, 306. 

— una clase (de un modelo Md), 305. 

— coherente, 285, 286 

— (y-coherente, 285, 286. 

— una componente canónica, IN 2.24.2.1.4. 

— una componente canónica de nivel mn, IN 
2.24.2.1.4. j 

— una componente canónica de nivel m-ési- 
mo, 328. 

— un conjunto, 305, 306. 

— un conjunto (de un modelo Md), 305. 
— consecuencia inmediata de una o de dos 
fórmulas dadas (en el sistema P), 369. 
— consecuencia inmediata de una o de va- 
rias proposiciones (en el sistema LFK), 
157 (nm. 22). 

— una consecuencia inmediata de un pro- 
posición B en LFG, 114. 

— una consecuencia inmediata de ls pro- 
posiciones A y B en LFG, 114. 

— una constante (de LEG), 122. 

— convertible, 204. 

— definible, 271, 284, 285, 286. 

— una demostración de una fórmula dada 
(en el sistema P), 370. 

— derivable en una clase cerrada de propo- 
siciones de LFG, 279. 

— no derivable (en un sistema LF), 377. 

— derivable (en LFG), 123, 279. 

— una derivación, IN 2.24.2.1.11. 

— una derivación de una proposición A, 
379, 380. 

— una derivación en el sentido de ROSSER, 
IN 2.24.2.1.12 

— una derivación (en LFG), 122-123. 

— una derivación de una proposición A (en 
LEG), 122-123. 

— una derivación de una proposición A en 
LFT, 290 (mn. 91). 

— una figura de demostración, 369. 

— una fórmula demostrable (en el sistema 
P), 370, 

— miembro de, 305, 306. 

— miembro de la clase Cl-Rp, IN 2.24.2. 
1.13. 

— miembro de (relativamente a un modelo 
Ma), 305, 306. 

— un 'número entero, 353, 52, 232, 289, 
291- 292, 293, IN 2.24.2.1. 14. 

— un número entero -(en el sistema de 
PEANO), 35. 

— un número primo, 121, IN 2.24.2.1.17. 

— un número racional, 232. 

— el número-G de una proposición verda- 
dera, 185. 

— un operador proposicional (de LEG), 122. 

— un operador proposicional (de LEN), 
184-185. 

— una proposición, IN 2.24.2.1.18. 


Ser una prapión verdadera (de un siste- 
ma LF), 262. 

— una proposición de LFG, 177. V. la si- 

- guiente. 

— una proposición (de LFG), 122-123. V. la 
anterior. 

— una proposición (de LFG) que es conse- 
cuencia inmediata de una o de dos pro- 
posiciones, 122. 

— una proposición elemental (de LFG), 122- 
123. 

— una proposición (de LFG), obtenida por 
sustitución partiendo de un esquema de 
axiomas, 122-123. 

— una proposición derivable (en un siste- 
ma de tipo clásico), 324. 
— una proposición verdadera, 

1.19. 

— recursivo, 285, 286. 

— recursivamente enumerable, 285. 

— satisfecho por el número-G de, 139. 


IN 2.242. 


— una serie de proposiciones (de LFG), 
122-123. 

— un signo de agrupación (de LFG), 
122, 123. 


— una variable, IN 2.24.2.1.21. 

— una variable de cierto tipo (de LFG”, 
122-123. 
una variable del tipo », 120. 

Serie. 234. 

— de argumentos, v. aplicación. 

— (de cifras) M-definible, 207, 220-221. V. 
función, número. 

— de enteros, 361. V. elemento, conjunto. 

— recursiva de enteros (primitiva O general), 
91. 

— de los enteros, 346, 354, 355, 358. 

— de ordinales, 169. V. límite, número. 

— de proposiciones (de una lengua formali- 

- zada), Y. nombre. 

— de proposiciones (de LEG), 117. 

— de símbolos (de una lengua formalzada), 

- Y, mombre, variable. 

— antidiagonal, 96. 

— dual, 96. 

— s equivalentes, 235. 

Significación externa (de las expresiones de 
un sistema formal), 338. 

— interna (de las expresiones de un siste- 
ma formal), 338. 

Signo de agrupación (del formalismo de la 
conversión-A), IN 2.41.3. 

— de separación (del formalismo de la con- 
versión-A), IN 2.41.4. 

— de agrupación (de una lengua formalizada 
de tipo clásico), IN 2.31.1.2. 

— de clase (del sistema P), 368. 

— de número (del sistema P), 368, 368 

(mn. 5). 

— de relación de » argumentos (del sistema 
P), 368. 
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Signo del primer tipo (del sistema P), 368. 
— del sm-ésimo tipo (del sistema P), 368. 
— fundamental (del sistema P), 368. 

— introducido como abreviatura (en el sis- 

tema P), 368. 

— de agrupación (de LAD, IN 2.21.5. 

— de agrupación (de LFG”), 108. j 

Simbólica, v. lógica. 

Simbolismo-A, 202. 

Símbolo, v. nivel, serie, uso, utilizar. 

— (de un cálculo), 23. 

— de agrupación (del cálculo LF-», 202. 

— separativo (del cálculo LF-A), 202. 

— (abreviativo) para una expresión funcio- 
nal determinada (de una lengua formali- 
zada de tipo clásico), IN 2.31.2.3. 

— (abreviativo) para una expresión predica- 
tiva determinada (de una lengua forma- 
lizada de tipo clásico), IN 2.31.2.4. 

— utilizado (en el formalismo de la conver- 
sión-A), IN 2.41. 

— para individuo (de una lengua formaliza- 
da de tipo clásico), IN 2.31.1.11. 

— para propiedad de cualquier nivel (en 
una lengua formalizada de tipo clásico), 
IN 2.31.1.14. 

— abreviativo (de una lengua formalizada 
de tipo clásico), IN 2.31.2.. 

— constitutivo (de una lengua formalizada 
de tipo clásico), IN 2.31.1. 

— utilizado (en una lengua formalizada de 
tipo clásico), IN 2.31. 

— añadido, adjunto (de una lógica combina- 
toria), IN 1.46, 2.61.5. 

— utilizado (en una lógica combinatoria), 
IN 2.61. 

— de operación lógica, IN 2.22. 

— (abreviativo) para una proposición deter- 

minada (de una lengua formalizada de 

tipo clásico), IN 2.31.2.1. 

(abreviativo) para una proposición cerra: 

da determinada (de una lengua formali- 

zada de tipo clásico), IN 2.31.2.2. 

— utilizado (en un sistema canónico), IN 2.5. 

— de LB, IN 2.2. 

— de LAI, IN 2.21. 


de agrupación (de LEN-V), 262. 

abreviativo, 115, IN 1.41. 

constitutivo, IN 1.41, 1.42. 

— sintáctico, 37, IN 1.1. 

— e, 180 (m. 22). 

— A, 202, 203. 

Simple, Y. principio. 

Simultáneo, v. recursión. 

Sintaxis, 66, IN 1.1. 

— de la lengua formalizada estudiada, IN 
2.25. 

— de LAl, IN 2.23. V. constante, variable. 

Sintáctico, Y. coherencia, coherente, completo, 
constante, expresión, función, método, nú- 
mero, objeto, operador, operación, para- 
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doja, regla, resolubilidad, resoluble, satu- 
ración, mo saturación, sentido, símbolo, 
variable. 


Sinus, 202. i 
Sistema, 333-334. V. categoricidad, clase, co- 


herencia, «w-coherencia, estudio, derivable, 
no derivable, elemento, conjunto, forma- 
lizable, interpretación, predicado, presen- 
tación, proposición, propiedad, potencia, 
representación, resolubilidad, saturación, 
utilización. 

de axiomas de PEANO, 312, 313. 

de axiomas para la teoría de los conjun- 
tos, 43 (nm. 17), 371, 372, 373. 

de CHURCH, 322. 

de ecuaciones, v. asociado, ecuación. 

de los New Fowndatsons, 315, 316, 317- 
318. 

de GENTZEN, 188. | 

de invariantes de conversión (de LF-M, 
210. 

completo de invariantes de conversión (de 
LF-A), 210. 

Meta l, 146. 

de MYHILL, 323, 356-357. 

de números no regulares, 31 3, 313 (n. 
45), 314, 315, 355. 

de PEANO, 35. V. constante, número, pre- 
dicado, variable. 

de los Principia Mathematica, 43, 213, 
220, 224. 

no constructivo de ROSSER, 257. V. lógi- 
ca no constructiva de ROSSER. 

de estratificación interna, 323, 324, 324 
(n. 79), 357-358. 

de THUE, 234, 235. 

de ZERMELO, 303-304. 

de ZERMBELO-FRAENKEL, 43, 200 (m. 54), 
Le 

de WANG, 329, 356-357. 

canónico, 221, IN 1.45, 2.5. V. axioma, 
clase, componente, problema, regla, sím- 
bolo, teoría. 

categórico, 71, 312, 313-314, 401-402. 
categórico en el sentido absoluto, 71, 312, 
313-314. 

“categórico” en un sentido absoluto (en 
el sentido de DOPP), 70 (sn. 9). 
categórico relativamente a una clase de 
objetos, 71. 

coherente, 78, 161, 172- 173, 220-221, 
302-303, 313, 314, 315, 316, 317, 323, 
332-333, 377-378, 391-392. 

no coherente, 320, 321, 335. 

coherente en el sent. semántico, 68, 302. 
coherente en el sent. sintáctico, 67, 302. 
w-coherente, 69, 116, 149, 160, 278, 313, 
314, 315, 377, 393. 

w-coherente en el sentido fuerte, 212. 
(Q-coherente, 170. 

puramente combinatorio, 76. V. lógico. 


Sistema completo (en el sentido de DOPP), 
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70 (nm. 12). 

completo (en el sent. sintáctico), 70, 276. 
no-constructivo, 260. V. lógico no-cons- 
tructivo. 

no-contradictorio, 45. 

(w-no-contradictorio, 371. 

correspondiente a una teoría elemental de 
los grupos, 39. V. axioma, constante, fun- 
ción, Operador, predicado, proposición, re- 
gla, término, teorema, variable. 

formal, 38, 39, 47, 49, 50, 33, 55, 57, 
63, 99, 200, 337-338, 339, 341, 342, 
344-345, 356, 357, 359, 400-401. V. arit- 
metización, aritmetizar, axioma, clase, 
componente, concepto, decidible, expre- 
sión, idea, indecidible, morfología, opera- 
ción, parte, problema, refutable, regla, 
relativo, relativamente, esquema, teorema, 
teoría. 

formal puro, 532. 

godeliano (en el sentido de HKALMÁR), 
388, 389. 

no gódeliano, 323, 325, 327, 356. 
inextensible (en el sentido de DOPP), 70 
(nm. 10). 

lógico puro, 77. 

normal, 221, 223, 225, 226. V. 
problema. 

normal numeral, 226. V. clase. 
realizable, 62, 302-303. 

resoluble en el sentido semántico, 71, 200. 
resoluble en el sentido sintáctico, 71, 78, 
212, 214, 215, 324. V. formalismo reso- 
luble, teoría resoluble. 

no resoluble, 213, 332-333. V. teoría no 
resoluble. 

no saturable, 391. 

efectivamente no saturable, 391. 

saturado (en el sentido de DoPP), 70 
(nm. 10). 

SS (en el sentido de KEMENY), 403, 
04. 

saturado (en el sentido de la saturación 
semántica absoluta), 70, 302-303, 323. 
saturado en el sentido débil (en el senti- 
do de la saturación sintáctica), 70, 78. 
saturado en el sentido fuerte (en el sen- 
tido de la saturación sintáctica), 70, 220- 
221, 333-334, 391. 

saturado (en el sentido semántico), 70. 
saturado relativamente a un campo de in- 
terpretación, 70, 311-312. 

saturado relativamente a una interpreta- 
ción, 70. 

P, 367, 368, 372. V. aritmetización, axio- 
ma, categoría, consecuencia, constante, no 
contradicción, definible, demostrable, fór- 
mula, morfología, operación, proposición, 
propiedad, cuantificador, regla, signo, va- 
riable. 


clase, 


Sistema LF, v. elemento, enunciado, función, 
formalizar, operación, predicado, proposi- 
ción, regla, relativo, representable, repre- 
sentación, fepresentar. 

— EF-A, 226-227. V. cálculo LF-A. 

— LAl, 262-263, 266-267. V. adición, cons- 
tante, convención, diferente de, igual a, 
enunciado, exponenciación, función, ma- 
yor que, mayor o igual que, individuo, 
interpretación, multiplicación, número, 
operación, menor que, menor o igual que, 
predicado, signo, sustracción, símbolo, sin- 
taxis, variable. 

— LFE, 305, V. proposición. 

— LFG, 102, 124, 125-126, 168, 169, 177, 
277. V. aritmetización, formalismo LFG. 

— LFGo, 169. V. regla. 

— LFG,, 170. V. coherencia, ide inde- 
cidible. 

— EFG yy, Y. derivable. 

— LFG,, 169. 

— LFG ¿+1 169. 

— LFG,,,, 169, 


— LFG ¡my Y. coherencia, derivable, indeci- 
dible. 

— LFG,, 169, 179-180. V. coherencia. 

— LFG,, 169. 


— LFG-R, 160. V. 
irrefutable. 

— de tipo LFG-R, 160, 161, 167, 168-169, 
179-180. V. axioma, clase, coherericia, de- 
cidible, derivable, indecidible, inderiva- 
ble, proposición, refutable, relación. 

— LFG-(9, 170, 171, 274-275. V. derivable, 
indecidible. 

— LFH, 186. V. coherencia, interpretación. 
V. formalismo de HEYTING. 

— LFK, 157, 168. V. aritmetización, axioma, 
coherencia, consecuencia, indecidible, in- 
terpretación, operador. 

— LFM, 323, 323 (n. 77). V. predicado, re- 
lativo, representable. 

— LFN, 181, 183, 185, 188, 263 (nm. 11), 
371 (n. 22), 392. V. coherencia, constan- 
te, expresión, interpretación, modelo, par- 
te, predicado, proposición, esquema, tér- 
mino, variable. 

-— LFN-C, 197. V. interpretación. 

— LFN-G, 188, 195. V. cifra, coherencia, 
constante, derivación, etapa, 
proposición, reducción, regla, esquema, 
variable. V. sistema de GENTZEN. 

— LFN-T, 195. 

— LEN-V, 262, 263 (nm. 11), 266-267. V. 


indecidible, inderivable, 


axioma, componente, constante, interpte- 
tación, modelo, predicado, proposición, 


símbolo, término, variable. 
33 


operador, 
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Sistema LFP-A, 392, 393-394, 395, 396, 
398, 399-400. V. cifra, constante, deriva- 
ble, elemento, expresión,  indecidible, 
lema, modelo, predicado, proposición, 
subsistema, término, variable. 

— LFP-Am, 393, 395-396, 398, 399. V. ci- 
fra, derivable, predicado, proposición, re- 
lativo, término. 

— LFP-«w, 309, 110-311, 312. V. axioma, 
campo, derivable, formalismo, modelo, 
proposición, regla, variable. 

— LFP-“N, 312. V. axioma, constante. 

— LFR, 172. V. aritmetización, constante, 
derivable, indecidible, «w-indecidible. 

— LFT, 274-275, 277, 279-280. V. forma- 
lismo LEFT. 

— LFT,, 275. V. derivable, indecidible. 

— LFT., 276. V. derivable. 

— LFT.,, 276. 

— LFT-(), v. formalismo LFT-(). 

— tabla de distribución, 239. V. reducible. 

Situación (de una máquina-T), 205-206. ' 

Statement, 383 (nm. 26). 

Statement-form, 383 (m. 26). 

Stratification, 242 (m. 3). V. teorema. 

— externa, 324, 330. 

— interna, 324, 324 (n. 79), 330. V. sis- 
tema. 

Strong, Y. Strong «w-consistency. 

— «-consistency, 212 (m. 30). 

Structural, Y. inducción. 

Subsistema de LFP-A correspondiente a la 
teoría clásica de los números, IN 2.14.10. 

Sucesor, 358. V. función; el siguiente. 

— de, 36, 52. V. el anterior. 

— de un ordinal, 169, 405. | 

-— de un término de LFP-A, 398. 

Sustitución, 318, 385. V. función, operador, 
operación, regla, resultado, esquema. 

— de una expresión por otra (en LFG), 121- 
122. 

— (en el formalismo de la conversión-A), IN 
2.42.2.1. 

— de variables (de una proposición) por nú- 
meros enteros, 182. 

— (en la teoría de las funciones recursivas 
generales de KLEENBE), 89. 

— (en LF-A), 204. 

Sustitutivo, v. variable. 

Sustracción (en LAI), IN 2.21.3.1.3. 


Tematización, 359, 360. 

Temporalidad, 360, 361. 

Teorema, v. clase. 

— s de CHWISTEK, 387, 

— de CHURCH, 79, 168, 201, 209, 210, 212, 
241, 248-249, 250, 332-333, 350, 351 
(n. 49). 

— de la deducción, 320, 329. 


514 Limitaciones internas de los formalismos 


Teorema de GÓDEL, 79, 95, 125, 149, 152, 


153, 159-160, 168, 169, 170, 171, 200, 
224, 230, 241, 248-249, 250-251, 252- 
253, 257, 260, 267, 270, 273, 276, 277, 
279-280, 284, 288, 289, 307-308, 323, 
327-328, 329, 331, 332 (n. 22), 333, 


334, 335, 336, 337, 346, 350, 351 (n. 


50), 354, 370, 375, 376, 377, 378, 379, 
380, 385-386, 387-388, 390, 401-402, V. 
demostración, generalización, hipótesis. 
de JANICZAK, 236. 

de KALMÁR, 173, 175, 350, 351 (n. 50). 
de KLEENE, 154, 158, 348-349. 

de |KLEENE-ROSSER-CURRY, 320, 327, 
328, 332, 333, 334,. 352. 

de KREISEL, 393, 394. 

de LOWENHEIM, 299, 300. 

de LOWENHEIM-SKOLEM, 299, 302, 302 
(n. 14), 302 (n. 15), 303, 304, 310-311, 
315, 317 (n. 58 bis), 332, 333-334, 353, 
354, 358. V. generalización. 

de  LOWENHEIM - SKOLEM - GÓDEL, 
14). 

MOSTOWSKI, 259, 260. 

Post, 227, 332, 349, 351 (n. 50). 
de SKOLEM, 300, 302 (nm. 15). 

de estratificación de KLEENE, 241, 242, 
245, 248, 252-253, 259, 332, 333, 349, 
351 (nm. 50), 390. 

(de un sistema canónico), 223. 

(de un sistema correspondiente a una teo- 
ría elemental de los grupos), 42. 

(de un sistema formal), 53, 55, 345- 346. 
de TARSKI, 261, 267, 277-278, 332. 

(de una teoría deductiva' intuitiva), 20» 
de TURING, 216, 218, 348-349, 351 
(n. 49). V. corolario. 

s de USPÉNSKIJ, 390, 391. 

sobre la verdad, 267, 276, 286, 287, 288- 
289, 295, 296, 323, 331, 332, 333, 350, 
351 (n. 50), 396 (n. 44), 398. 

primitivo (de un sistema formal), 34. 

de WANG relativo a la noción de desiíg- 
nactón, 398, 399. 
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Teoría, 336, 344. V. extensión, nombre. 


mk. 


> 


de las álgebras de BOOLE, 232-233. 


-de los anillos, 232-233. 


del anillo de los números reales, 232-233. 
de los anillos conmutativos, 232-233. 

de las congruencias, 181. 

de los cuerpos, 232-233. 

de los cuerpos algébricos, 231. 

de los cuerpos algébricos cerrados, 232- 
233. 

de los cuerpos reales cerrados, 232-233. 
de la descomposición en factores primos, 
88-89. 

de la demostración, 29, 45, 48, 177, 180, 
181-182, 183, 195- 196, 198, 334- 335. 
del máximo común divisor, 88-89. 

de la división, 88-89. 


Teoría de los conjuntos, 33, 267, 275, 302, 


303, 304, 305, 306, 315, 316, 317-318, 
329, 334-335, 357-358, 389, 392, 396. 
V. axiomático, elemento, formalismo, no- 
ción, Operación, relación, sistema. 

de los conjuntos (de MYHILL), 74-75. 

de los conjuntos de VON NEUMANN), 371. 
de los conjuntos (de VON. NEUMANN-BER- 
NAYS-GÓDEL), 390. 
de los conjuntos 
KEL), 371. 

de los enteros, 231. V. más abajo. 

de la funcionalidad, 76. 

de las funciones recursivas, 84, 221-222, 
225. 

de las funciones recursivas generales de 
KLEENE, 153. V. cálculo, sustitución. 

de las gcometrías proyectivas APeracás, 


(de ZERMBLO-FRAEN- 


232-233. 


de la geometría proyectiva real, 232- -233. 
de los grupos, 232-233. 

elemental de los grupos, Y. corresponder. 
de los grupos abelianos, 232-233. 

de desigualdades incompleta, 388, 389. 
de desigualdades incorrecta, 388, 389. 
de desigualdades relativamente a una cla- 
se Cl, 388. 

de las “lattices” arbitrarias, 232-233. 

de las “lattices” modulares, 232-233. 

de las “lattices” modulares de comple- 
mento, 232-233. | 

de los modelos, 295, 353. 

de los números 323, 325, 326, 327, 328- 
329, 371, 380-381, 382. V. no contradic- 


- ción. 


clásica de los números, v. corresponder, 
formalismo. 

recursiva de los números, 65. 

de los números enteros, 88-89, 307-308, 
312, 313, 314, 315, 353, 354-355, 400, 
401-402. V. más arriba. 

de los números reales (de MYHILL), 74. 
de los ordinales constructivos, 76, 257. 
de los ordinales transfinitos, 75. 

de los predicados de KLEENE, 241, 242, 
248, 257, 390. V. lema. 

del predicado Vrií (relativo a un sistema), 
287, 288. 

del predicado Vri (relativo a un sistema) 
formalizable en un sistema, 275, 276, 
277, 287, 288. 

del predicado Vri (relativo a LEFM), 323 
(n. 77). 

del predicado Vrs (relativo a LEFT), 275, 
276, 287. 

de los sistemas formales, 30. 

de los tipos, 74, 75, 78, 80-81, 106-107, 
143, 237-238, 267, 275, 296, 307, 316, 


324 (n. 79). 


—. ramificada. de los tipos, 43-44, 78, 78 (n. 
50), 112. V. nivel. | 


Teoría de la verdad relativa a un sistema for- 
mal, v. concepto de verdad, formalizar. 

— intuitiva, 54-55, 99, 200. 

— deductiva intuitiva, 55. V. axioma, de- 
mostración, teorema. 

— matemática formalizada, 313-314. 

— lógica axiomatizada, 37. 

— relativa a un predicado determinado, 248. 

— relativa a un predicado P, 249, 

— algorítmica relativa a un predicado P, 
249, 

— algorítmica completa relativa a un predi- 
cado P, 249, 250, 255, 256. 

— deductiva relativa a un predicado P, 249, 
252-253, 255-257. 

— deductiva completa relativa a un predica- 
do P, 249, 250-251, 252-253, 256. 

— resoluble, 232. V. sistema resoluble en el 
sentido sintáctico. 

— no tesoluble, 231, 232. V. 
resoluble. 

— esencialmente no resoluble, 231, 232. 


Tercer orden, Y. lógica. 

-— teorema de HENKIN, 311-312. 
— tipo, v. variable. 

Tercero, v. teorema, tipo, orden. 


Término SS (en la aritmética recursi- 
va), 1 

— (de una ias formalizada), v. nombre, 
variable. 

— (de una lengua formalizada de tipo clá- 
sico), IN 2.32.2. 

— (de un sistema correspondiente a una teo- 
ría elemental de los grupos), 40 

— de LAI, 186-187. V. término aritmético. 

—— (de EFG), 108, 368 (n. 5). 

— (de LFH), 186. 

-—— de LEN, 392, 393. 

—— (de LEN-G), 188. 

--- (de LEN-V), 263-265. 

-— de LFP-A, 319, 320, 321. V. sucesor. 

— de LFP-Am, 319-320, 321, 325, 326. 

—- aritmético, IN 2.23.1.4. V. variable. 

—— aritmético (en el sentido de KLEENB), 89, 
90. 


sistema no 


Tipo, 74 (n. 15), 106-107, 112. V. teoría. 

— A ESO del conjunto de los enteros, 355- 
356. 

-— de orden (de un conjunto ordenado), 313, 
355-356, 405. 

--- Clásico, V. lengua. 

- - ramificado, 78 (n. 50). 

- - semántico, Y. condición, limitación. 

—- 1, 0, proposición. 

—-—- 2, Y. proposición. 

— n, v. variable. 

— (n + 1), v. variable. 

— LFG-R, Y. sistema. 


Traducción de un enunciado (de una lengua 
a otra), 72. 
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Traducir un enunciado (de una lemgua a 
otra), 72. 
Transfinito, ?. 
recursión. 
Trascendental, 357. 


inducción, múmero, ordinal, 


Unidad, v. elemento. 

Universal, 403 (nm. 58). V. máquina. 

Universalización, IN 2.24.1.12. V. cuantifica- 
dor. 

— (en la aritmética recursiva), 100-101. 

Uso autónimo de un símbolo, 63 (m. 1), IN 
1.33. 

Utilización de un sistema, 71. 

Utilizado, v. símbolo. 

Utilizar un símbolo de manera autónima, IN 


1.33. 


Vacío, Y. campo. 

“Valid”, 62 (nm. 41). 

— “in a given domain”, 62 (m. 40). 

Validez, v. dominio. 

— en el sentido general, 355, 403 (nm. 58 y 
n. 60). 

— en el sentido regular, 355. 

Válido, 355. V. proposición. 

— en el sentido general, v. proposición. 

— en el sentido regular, v. proposición. 

— relativamente a un campo de interpreta- 
ción, Y. proposición. 

— relativamente a un campo de interpreta- 
ción general, v. proposición. 

— relativamente a un -campo de interpreta- 
ción regular, Y. proposición. 

Valor, v. cálculo. 

— de una expresión, IN 2.24.1.13. 

— de verdad, 59, 393-394. 

Variable, 76, 151-152, 375-376, IN 1.2. V. 
distribución, eliminar, fórmula, cuantifica- 
dor, sustitución. 

— individual (de la aritmética recursiva), 
100. 

— sintáctica (para la aritmética recursiva), 
100. 

— funcional de orden 1 (del cálculo funcio- 
nal restringido), 172. 

— sintáctica para cifras, IN 2.25.2.1. 

— sintáctica para componentes de una lógica 
combinatoria, IN 2.25.2.11. 

— sintáctica para expresiones del m-ésimo 
tipo y expresiones correspondientes a pro- 
piedades del »m-ésimo tipo (de una lengua 
formalizada), IN 2.25.2.5. 

— (del formalismo de la conversión- A), 202, 
IN 2.41.2. 

— libre (en una fórmula bien formada del 
formalismo de la  conversión-A), IN 
2.42.1. 

— ligada (en una fórmula bien formada del 
rad de la  conversión-A), IN 
242.1. 
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Variable sintáctica para fórmulas bien forma- 

das del formalismo de la conversión-A, 
- IN 2.25.2.10. 

— del »-ésimo tipo (de una lengua formali- 
zada), v. más abajo. 

— individual (de una lengua formalizada), Y 
nombre. V. más abajo. 

— sintáctica (de una lengua formalizada), IN 
2.23.2. 

— (de una lengua formalizada de tipo clási- 
co), IN 2.31.1.1. 

— del m-ésimo tipo (de una lengua formali- 
zada de tipo clásico), IN 2.31.1.14. 

— individual (de una lengua formalizada de 
tipo clásico), IN 2.31.1.11.2. 

— libre (en una lengua formalizada de tipo 
clásico), IN 2.32.5.4. 


— ligada por un cuantificador (en una len- 
gua formalizada de tipo clásico) IN 
2.32.5.4. 

— proposicional (de una lengua formalizada 
de tipo clásico), IN 2.31.1.15. 

— individual (de la lógica de los predicados 
de primer orden), 77, 299 

— individual (de la lógica de los predica- 
dos de segundo orden), 307. 

— predicativa (de la lógica de los predicados 
de segundo orden), 307. 

— (de la lógica de las proposiciones), 37. 

— sintáctica para proposiciones, IN 2.25.2.7. 

— sintáctica para proposiciones cerradas, IN 
2.25.2.8. 

— individual (en un esquema de recursión), 
87. 


—- sintáctica para series de símbolos (de una 
lengua formalizada), IN 2.25.2.9. 

— (de la sintaxis de LAl), IN 2.31.1. 

— sintáctica (de la sintaxis de LA), IN 
ADS A 

-— sintáctica funcional (de 
LAD, IN 2.23.1.2. 

— sintáctica individual (de la sintaxis de 
LAD),, IN 2.23.1.1. 

— sintáctica predicativa (de la sintaxis de 
LAL), IN 2.23.1.3. 

— individual (del sistema de PEANO), 35. 

— predicativa (del sistema de PEANO), 35. 

— individual (en un sistema correspondien- 
te a una teoría elemental de los grupos), 

39, 

— sintáctico (para un sistema correspondien- 
te a una teoría elemental de los grupos), 
0. 

— del primer tipo (del sistema P), 368. 


la sintaxis de 


a 


Mera del segundo tipo (del sistema P), 
368 


— del tercer tipo (del sistema P), 368. 
— del n-ésimo tipo (del sistema P), 368. 


— sintáctica para términos (de una lengua 
formalizada), IN 2.25.2.4. | 

— sintáctica para términos aritméticos, IN 
2.23.1.4. 

— sintáctica para variables del »m-ésimo tipo 
(de una lengua formalizada), IN 2.25.2.3. 


— sintáctica para variables individuales (de 
una lengua formalizada), IN 2.25.2.2. 


— sintáctica para variables proposicionales, 
IN 2.25.2.6. 


— libre (en LB), IN 2.22.1.5. 


— ligada por un cuantificador (en LB), IN 
2.22.1.5. 


— libre (de LF-A), 202, 203. 
— ligada (de LF-A), 202, 203. 
— funcional (de LAI), IN 2.21.3.2. 


— individual (de LAND), IN 2.21.1.2. 
— predicativa (de LAI), IN 2.21.4.2. 


— (de LFE), 306. 

— (de LFG), 106, 107. 

-— del primer tipo (de LFG), 106, 107. 

— del segundo tipo (de LFG), 166. V. más 
abajo. 

— del segundo tipo (de LFG), 106. V. más 
arriba. 

— del tercer tipo (de LFG), 106. 

— del cuarto tipo (de LFG”), 106. 

— del n-ésimo tipo (de LFG”), 108, 109. V. 
más abajo. 

— del tipo » (de LFG), 116-117. 
arriba. 

— de tipo (2 + 1) (de LFG), 106. 

-— individual (de LFG), 106. 

— predicativa (de LFG”), 106. 

— sintáctica (para LFG), 108, 110. 

— individual (de LEN), 392. 

— individual (de LFN-G), 188. 

— individual (de LEN-V), 262. 

— individual (de LFP-A), 392. 

— (de LFP-w), 309. 

— eliminada por un operador de abstracción, 
IN 2.22.1.6. 

— funcional, 77, 105 (n. 23), 106-107. 

—— formal, IN 1.46. 

— formal (en el sentido de CURRY), 318. 

— individual, 88-89, 105 (nm. 23), 202. 

— libre, 40, IN 2.22.1.5. | | 

— ligada, 40, IN 2.22.1.5. 


V. más 


Variable predicativa, 105 (m. 23), 299. 


— predicativa de varios argumentos, 106- 
107. 


— predicativa de orden 1, 77, 106-107, 299. 
— predicativa de orden 2, 77. 
— proposicional, v. más arriba. 
— sustitutiva, IN 1.46. 
sustitutiva (en el sentido de CURRY), 318. 


Verdad, 66. V. concepto, criterio, noción, 
teorema, teoría, valor. 


— (de un enunciado), 400-401. 
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Verdad intuitiva, 153, 158, 175. 

Verdadero, 59, 80-81, 249, IN 2.24.2.1.22. 
V. enunciado, predicado, proposición. 
— relativamente a un modelo de LFP-A, v. 

proposición. 
— relativamente al predicado Vrí de un sis- 
tema, Y. proposición. 


“Vollstándigkeit, 70 (n. 9 y m. 11). 
“Widerspruchsfrei”, 68 (nm. 4). 
“Widerspruchsfreiheit”, 68 (m. 4). 


INDICE DE SIMBOLOS 


INDICACIONES PRELIMINARES. 


Los símbolos que figuran en esta tabla están ordenados en cinco grupos: 


1) Cifras. 

2) Símbolos formados por una sola letra (con o sin índices). 
3) Símbolos formados por dos letras (con o sin índices)”. 

4) Símbolos formados por tres letras (con o sin índices)?. 

5) Otros símbolos. 

6) Símbolos utilizados por GÓDEL. 


Dentro de cada uno de los grupos 2, 3 y á, he adoptado el orden siguiente: 


Símbolos representados por letras itálicas (minúsculas y después mayúsculas). 
Símbolos representados por letras alemanas (minúsculas y después mayúsculas). 
Símbolos representados por letras griegas (minúsculas y después mayúsculas). 


Dentro de cada una de estas clases de símbolos he seguido el orden lexicográfico. 

La tabla indica en forma sumaria la naturaleza de cada uno de los símbolos (o de 
cada una de las categorías de símbolos) que en ella se mencionan. En los grupos 1 
al 5 indica además en relación con cada símbolo (o categoría de símbolos) el número 
del Indice de Notaciones bajo el cual figura dicho símbolo (o dicha categoría de 
símbolos). 


1. CIFRAS. 


O, 1,2, 3, ... . : múmeros enteros (de LAJ) - 
2.21.1.11. 


* Como verá el lector, ciertos símbolos de este grupo contienen de hecho más de dos le- 
tras (como el símbolo C/-K). Pero en esta clase de símbolos siempre van agrupadas las dos 
primeras letras y separadas de las otras por un guión. Así, pues, es fácil identificar. sin ninguna 
ambigúedad, los símbolos pertenecientes a este grupo. 

2 Como verá el lector, algunos símbolos de este grupo están formados de hecho por más 
de tres letras (como el símbolo Dem-R). Pero en esta clase de símbolos siempre van agrupadas 
las tres primeras letras y separadas de las siguientes por un guión. Por consiguiente, se pusnEn i 
identificar sin ninguna ambigiúedad los símbolos pertenecientes a este grupo. 
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2. SÍMBOLOS CONSTITUIDOS POR UNA SOLA LETRA (CON O SIN ÍNDICES)?. 


di Dias 
A, B, C 


A*, B*, C* 


are Br C** . 


P,QO,R 
p*, Q*, R* 


U 


Ay Ys Le 


o, b, C, 


símbolos de LAI designando números enteros bien determinados. 
2.21.1.14. 

constantes sintácticas para enunciados de LAI - 

2:22 0. 

designaciones sintácticas para expresiones de Ln, representando 
los enunciados A, B, C de Ln - 

2.28.2. 

designaciones sintácticas para expresiones de Lmz representando 
las expresiones A*, B*, C* de Im - 

2.28.2. 


: Constante individual de un sistema correspondiente a una teoría 


elemental de los grupos - 

2.31.1.11.1. (V. págs. 56 y 63). 

variables sintácticas funcionales de la sintaxis de LAI - 

2.23.1.2, | | 

constante individual de un sistema correspondiente a una teoría 
elemental de los grupos - 

2.31.1.11.1. (V. pág. 56). 


: constantes individuales de una lengua formalizada de tipo clásico 


(correspondiente a los enteros) - 
Z LIT: 


: constantes individuales de una lengua formalizada de tipo clásico 


(correspondiente a las constantes a, b, c, ... de LAI) - 
2.31.1.11.1. 


: variables sintácticas predicativas de la sintaxis de LAI - 
223.13. 
: predicados metateóricos no definidos explícitamente - 


2.24.2.2. 


- constante individual de un sistema correspondiente a una teoría 


elemental de los grupos (elemento unidad) - 
2.31.1.11.1. (V. pág. 39). 


- variables individuales de LAI - 


2.21.1.2. | 
símbolos utilizados en un sistema canónico - 
2.5. 


2 Como se prevé en el Indice de Notaciones, la mayoría de los símbolos que fi- 
guran en la lista siguiente pueden ir afectados por índices. En el presente Indice damos por 
sobreentendido este hecho. Para ser totalmente explícito debiera mencionar, por ejemplo, en 


vez de “a, b, c.. 


“a, b, c... y estas mismas letras afectadas de índices muméricos o litera- 


les”, etc. Pero. esto no es en absoluto necesario, ya que este detalle no afecta al Indice de: 


Notaciones. 
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U, Y, E 


91 Y (S* 


3, €, $ 


: símbolos abreviativos para proposiciones determinadas (en una 


lengua formalizada de tipo clásico) - 
2:91.2.1: 


: símbolos abreviativos para proposiciones cerradas determinadas 


(en una lengua formalizada de tipo clásico) - 
2:31.2.2. 


: símbolos abreviativos para expresiones funcionales determinadas 


(en una lengua formalizada de sipO clásico) - 
2.31.2.3. 


: Proposición indecidible de CHWISTEK - 


2.31.2.1.1. (V. pág. 387). 


: proposición indecidible de la demostración abreviada dada por 


ROSSER del teorema de GÓDEL - 


2.312,12. (V. pág. 377). 
: proposición indecidible de la demostración abreviada dada por 


ROSSER de la forma de KLEENE del teorema de GÓDEL - 
2.31.2.1.3. (V. pág. 379). 


: proposición indecidible de la demostración abreviada dada por 


ROSSER de la forma de ROSSER del teorema de GODEL - 
2. 31. 2.14. (V. pág. 378). 


: proposición indecidible que figura en “el teorema LXXII (190) - 


231.2.1.5. (V. pág. 273). 


: proposición indecidible que entra en la demostración del teorema 


LXXXVI (201) - 
2,312.16. (V. pág. 290). 


: proposición de LFT' que representa el enunciado: La proposición 


3, pertenece a la clase Cl-Dr - 
2.31.2.1.7. (V. pág. 290). 


: proposición indecidible de GÓDEL ó VI (91)) - 


2.31.2.2.1. (V. pág. 125). 


. proposición indecidible cuya existencia queda demostrada gracias 


a la teoría de los predicados de KLEENE (teorema LXVII (179) - 
2.31.2.2.2. (V. pág. 253). 


: proposición indecidible de ROSSER oem XI (117) - 


2.31.2.2.3. (V. pág. 165). 


: componente de una lógica combinatoria correspondiente a un 


operador de implicación - 
2.61.3.1. (V. págs. 320 y 321). 


: Componente particular de una lógica COPDIaaona - 
-. 2.6141. (V. pág. 321). 


componente particular de una lógica onu - 


261.42. (V. pág, 321). 
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€ 


: componente de una lógica combinatoria correspondiente a un Ope- 


rador de negación - 
2.61.3.2. (V. pág. 321). 


: símbolos abreviatorios para expresiones predicativas determinadas 


(en una legua formalizada de tipo clásico) - 
2.31.2.4. 


: proposición que figura en el lema de TARSKI (enunciado LXIX 


(188)) - 
2.31.2.1.8. (V. pág. 268). 


: proposición de LFT' que representa el enuunciado: La proposición 


Y pertenece a la clase Cl-Rp - 
2.31.2.19. (V. pág. 268). 


: símbolo adjunto de una lógica combinatoria - 


2.61.5. 


: variables individuales de una lengua formalizada de tipo clásico 


y variables del formalismo de la conversión-A - 
2.31.1.11.2. y 2.41.2. 


: variables del m-ésimo tipo de una lengua formalizada de tipo clá- 


SiCO - 
2.31.1.14. 


: variables sintácticas para individuos (en la sintaxis de LAI) - 


2.23.1.1. 


: variables sintácticas para términos aritméticos (en la sintaxis de 


LAI, - 
2.23.1.4. 


: primer número € - 


2.21.1.13. (V. pág. 195). 


: variables sintácticas para cifras (de una lengua formalizada de tipo 


clásico) - 
2.23.2.1. 


: operador de abstracción del formalismo de la conversión-A - 


2.41.1. 


: símbolos de LAI que designan números ordinales transfinitos bien 


determinados - 
2.21.1.15. 


: variables proposiciomales de una lengua formalizada de tipo clá- 


sico - | 
2.31.1.15. 


: función sucesor de una lengua formalizada de tipo clásico - 


2.31.1.12. (V. págs. 106 y 108). 


: variables sintácticas para términos (de una lengua formalizada de 


tipo clásico) - 
2.25.2.4. 
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A TA 


A, Se Ar AF ca 


O 


(an 


AR 


TI 


Y 


PD X, Y 


- variables funcionales de LAI - 


2.21.9:2. 


: primer ordinal tramsfinito - 


2.21.1.12, 


: variables sintácticas para proposiciones (de u una lengua formaliza- 


da de tipo clásico) - 
Zaid 


: variables sintácticas proposicionales cerradas (de una lengua for- 


malizada de tipo clásico) - 
2.292:3: 


« variables sintácticas para componentes de una lógica combina- 


toría - 
2.25.2.11. 
ídem - 
2.293.2.11. 


: variables sintácticas para vatióblas individuales (de una lengua 


formalizada de tipo clásico) - 
2.25.2.2. 


: variables sintácticas para variables del nm-ésimo tipo (de una len- 


gua formalizada de tipo clásico) - 
2.25.2.3. 


variables sintácticas para expresiones del n-ésimo tipo y expresio- 


nes correspondientes a propiedades del nm-ésimo tipo (de una len- 
gua formalizada de tipo clásico) - 
E do o 


: variables sintácticas para variables proposicionales (de una lengua 


formalizada de tipo clásico) - 
2.25.2.6. 


: variables sintácticas para series de símbolos (de una lengua for- 


malizada) - 
2.25.2.9, 


: variables sintácticas para fórmulas bien formadas del formalismo 


de la conversión-A - 
2.25.2.10. 


: variables predicativas de LAI - 


2.21.4.2. 


3. SÍMBOLOS FORMADOS POR DOS LETRAS CON O SIN ÍNDICES *. 


Al 


: mombres para expresiones algorítmicas - 


2.26.1.1. 


1% Véase la nota 3 anterior. 
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Ba 
Cl 
Cl-Ci 
C!-Df 
Cl-Dr 


CI-DO 
CLEOk 
Cl-Ejl 


Cl-Ejk 
Cl-Enk 


CIE (n+1) k 


. Cl1-Pr 


CI-Rp 


CLUOk 


Cl-Uik 


Cl-Unk 
Cl-Un (R+1) 
Cl-U (n+1)% 


Cl-Vr 


: mombres para bases - 


2.26.1.2, 


: mombres para clases - 


2.26.1.3. 


: Clase de campos de interpretación - 


2.26.1.3.1. (V. pág. 308). 


: Clase de proposiciones definibles en LEFT - 


2.26.1.3.2. (V. pág. 271). 


: clase de las proposiciones derivables de LFT - 


2.26.1.3.3. (V. pág. 267). 


: mínima clase de proposiciones de LFT-(2 conteniendo C1-Dr y ce- 


rrada con respecto a la aplicación de la regla Re-C - 
2.26.1.3.4. (V. pág. 274). 


: Clase inicial de subconjuntos en la teoría de los conjuntos de en- 


teros definibles de MOSTOWSKI - 
2.26.1.3.5. (V. pág. 258). 


: Clase de subconjuntos en la teoría de los conjuntos de enteros de- 


finibles de MosTowSKI - 


2.26.1.3.6. (V. pág. 259). 
: ídem - e 
2.26.1.3.7. (V. pág. 258). 
: ídem - | 
2.26.1.3.8.. (V. pág. 258). 
: ídem - | | 
2.26.1.3.9. (V. pág. 258). 


: Clase de las proposiciones de LFT - 


2.26.1.3.10. (V. pág. 267). 


: Clase de las proposiciones de LFT representable en LFT - 


2.26.1.3.11. (V. pág. 268). 


: Clase inicial de subconjuntos en la teoría de las constantes de en- 


teros definibles de MOSTOWSKI - 
2.26.1.3.12. (V. pág. 258). 


: Clase de subconjuntos en la teoría de los conjuntos de enteros de- 


finibles de MOSTOWSKI.- 


2.26.1.3.13. (V. pág. 259). 
: ídem - 

2.26.1.3.14. (V. pág. 258). 
: ídem - MESE 

2.26.1.3.15. (V. pág. 258). 
: ídem - 

2.26.1.3.16. (V. pág. 258). 


: Clase de las proposiciones verdaderas de LFT - 


2.26.1.3.17. (V. pág. 267). 


C£ 


En 
En-C 


En-Cf 
En-Cv 
En-D 


En-Df (1) 
En-Df (2) 
En-Df (3) 
En-Df (k) 
En-Df (n) 
En-Df (n+ 1) 
En-Di 
En-Dip 


En-Dm, 


En-D Mi 


En-Dm. 
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: mombres para constantes individuales (de una lengua formali- 


zada) - 
2.2311. 


: mombres para elementos cualesquiera (de una lengua formali- 


zada) - 
2.25.1.11. 


: nombres para conjuntos - 


2.26.1.4. 


: conjunto ordenado de parejas (Bam, k) - 


2.26.1.4.1. (V. pág. 228). 


: conjunto de las parejas (Bam, £) correspondiente a enunciados fal- 


SOS - ; 
2.226.142. (V. pág. 228). 


: conjuntos de las parejas (Bam, R) correspondiente a enunciados 


verdaderos - 
2.26.1.43. (V. pág. 228). 


: conjunto de enteros recursivamente enumerables, pero no recur- 


SsivO - 
2.26.1.44. (V. pág. 226). 


: conjunto de los elementos del primer tipo definibles en LF - 


2.26.1.4.5. (V. pág. 297). 


: conjunto de los elementos del segundo tipo definibles en LF - 


2.26.1.4.6. (V. pág. 297). 


: conjunto de los elementos del tercer tipo definibles en LF - 


2.26.1.4.7. (V. pág. 297). 


: conjunto de los elementos del R-ésimo tipo definibles en LF - 


2.26.1.48. (V. pág. 297). 


: conjunto de los elementos de m-ésimo tipo definibles en LF - 


2.26.1.4.9. (V. pág. 297). 


: conjunto de los elementos del tipo (»+ 1) definibles en LF - 


2.26.1.4.10. (V. pág. 297). 


: dominio de individuos de En-Fd (ver más adelante) - 


2.26.1.4.11. (V. pág. 300). 


- subdominio numerable de En-D: - 


2.26.1.4.12. (V. pág. 301). 


: dominio (de un campo de interpretación) formado por los obje- 


tos Vri y Fal - 
226.1.4.13. (V. pág. 309). 


: dominio funcional de un campo de interpretación - 


2.26.14.14. (V. pág. 309). 


: ídem - 


2.26.1.4.15. (V. pág. 309). 
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En-Dm; 
En-Dem,, 
En-Demz., 
En-E 


En-F 


En-Fd 


En-H 


En-K 


En-Kl, 


En-Kl, 


En-Kr 
En-LFT 


En-Ru 


En-S1 


En-Sak 


En-Sbk 


En-Sb (R+1) 


: ídem - 


2.26.1.4.16. (V. pág. 309). 


: ídem - 


2.26.1.4.17. (V. pág. 309). 


: ídem - 


2.26.1.4.18. (V. pág. 309). 


: conjunto de los conjuntos de enteros - 


2.26.1.4.19. (V. pág. 347). 


: conjunto de las fracciones decimales que se pueden definir en 


lengua francesa mediante un número finito de signos - 
2.26.1.4.20. (V. pág. 83). 


: Campo de interpretación en que es realizable cierta clase numera- 


ble de proposiciones cerradas de la lógica de los predicados del 
primer orden - 


2.26.1.4.21. (V. pág. 300). 


: conjunto hipersimple (de PosT) - 


2.26.1.4.22. (V. pág. 239). 


: conjunto completo (de PosT) - 


2.26.1.4.23. (V. pág. 239). 


: conjunto recursivamente emumerable que no puede ser pardo 


de En-Kl, por un conjunto recursivo general - 


2.26.1.424. (V. pág. 390). 


conjunto recursivamente emumerable que no puede ser separado 
de En-Kl, por un conjunto recursivo general - 
2.26.1.4.25. (V. pág. 390). 


: conjunto de KREISEL - 


2.26.1.4.26. (V. pág. 394). 


: Conjunto cuyos elementos proporcionan un modelo LET - 


2.26.1.4.27. (V. pág. 275). 


: conjunto formado por la reunión de los primeros elementos y de 


los segundos elementos de las parejas de conjuntos de números rea- 
les para los que se verifica cierto predicado - 
2.26.1.4.28. (V. pág. 297). 


. conjunto de los enteros (en la teoría de los conjuntos de enteros 


definibles de MosTowSKI) - 
2.26.1.4.29. (V. pág. 259). 


- subconjunto de En-Sk (ver más adelante) (en la teoría de los con- 


juntos de enteros definibles de MOsTOWSKI) - 
2.26.1.4.30. (V. pág. 258). 


- ídem - 


2.26.1.431. (V. pág. 258). 


« subconjunto de En-S (R+ 1) (ver más adelante) (en la teoría de los 


enteros definibles de MOSTOWSKI) - 
2.26.1.4.32. (V. pág. 258). 


o 


En-Sk 
En-S (R+1) 


En-Spk 


Ex (2) 


Fd 
En 


LB 


LB., LB,,. ... 


- EF 


LF- 


LF-A 
Ln 

Ma 
Ma-m 
Ma-D 


Ma-Em 


Ma-Fm 
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: conjunto de todos los sistemas de A enteros (en la teoría de los 


conjuntos de enteros definibles de OO 
2.26.1.4.33. (V. pág. 258). 


: conjunto de todos los sistemas de (L+1) enteros (en la teoría de 


los conjuntos de enteros definibles de nido 
2.26.1.4.34. (V. pág. 258). 


: subconjunto de En-Sk (ver más arriba) formado por los sistemas 


de k enteros que verifican cierto predicado (en la teoría de los 
conjuntos de enteros definibles de MosTowSskKI) - 
2.26.1.4.35. (V. pág. 258). 


: mombres para expresiones del m-ésimo tipo (de uña lengua forma- 


lizada) - 
2.25.1.6. 


: constantes sintácticas para fracciones decimales (de LAJ) - 
2.292.2: 

: nombres para funciones (de una lengua formalizada) - 
229.13. 

: lengua de base - 


2. LL 


: partes de la lengua de base - 


2.11. 


: lengua formalizada en general - 


2.13. 


: sistema formal obtenido añadiendo el símbolo XL a una lógica 


combinatoria LF - 


2.63 (3). 


- formalismo de la conversión-A - 


2.14.15. (Véase $ 146, pág. 202). 


- mombres para lenguas cualesquiera - 


2.26.1.5. 


: mombres para máquinas - 


2.26.1.6. 


- ídem - 


2.26.1.6. 


: máquina de decisión - 


2.26.1.6.1. (V. pág. 216). 


: máquina que permite determinar si una máquina dada Ma-m es- 


cribe o no un símbolo dado - 
2.226.1.6.2. (V. pág. 218). 


: máquina que interviene en la demostración de corolario del teo- 


rema de TURING (enunciado XLVII (158)) - 
2.26.1.6.3. (V. pág. 219). 
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Ma-G : máquina que calcula la serie $yp - 
2.26.1.6.4. (V. pág. 217). | 
Ma-Hm : máquina que determina si una máquina dada Ma-m escribe O un 


número infinito de veces o no - 
2.26.1.6.5. (V. pág. 219). 


Ma-U : máquina universal - 
2.26.1.6.6. (V. pág. 206). 
Md : nombres para modelos - 
2.26.1.7. 
On : mombres para operaciones (sintácticas) - 
2.26.2.2. | 
Op : mombres para operadores - 
2.26.1.8. 
Pb : nombres para problemas - 
2.26.1.9, | 
Pd : mombres para predicados (de una lengua formalizada) - 
2.25.1.4, 
Pf : nombres para proposiciones cerradas (de una lengua formalizada) - 
2.25.1.8. 
Pr : mombres para proposiciones (de una lengua formalizada) - 
2.25.1.7. 
Re : nombres para reglas (sintácticas) - 
2.26.2.1. 
Re-C : regla de CARNAP - 
2.26.2.1. (V. pág. 169). 
Sp : nombres para series de proposiciones (de una lengua formalizada) - 
22319. | 
Sy : nombres para series de símbolos (de una lengua formalizada) - 
| 2.25.1.10. 
Te « nombres para términos (de una lengua formalizada) - 
2 Lo. 
Th : mombres para teorías - 
2.26.1.10. 
Va : mombres para variables individuales (de una lengua formalizada) - 
2.23.1:2Z, 


Á. SÍMBOLOS FORMADOS POR TRES LETRAS CON O SIN ÍNDICES *, 


Akn : función de ACKERMANN - 
2.21.3.1.4. (V. pág. 82). 


$ Véase la nota 3 anterior. 


Enm-L 


Enm-R 


Enm-A 
Exp 


34 
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« función auxiliar de ACKERMANN - 


2.21.3.1.5. (V. pág. 82). 


: ídem - 


2.21.3.1.6. (V. pág. 82). 


: ídem - 


2.21.3.1.7. (V. pág. 82). 


: predicado de BERNAYS - . 


2242.11. (V. pág. 379). 


: predicado de BETH - 


2,242.12. (V. pág. 382). 


: ser una componente canónica - 


2.224.2.1.3. (V. pág. 328). 


: ser una componente canónica de nivel » - 


2.242,14. (V. pág. 328). 


: función constante (de LAI) - 


2.21.3.1.8. (V. pág. 88). 


: ser convertible - 


2,242.15. (V. pág. 204). 


: función de coordinación - 


224.1.1. (V. pág. 158). 


: ser coherente - 


2242.16. (V. pág. 178). 


: función que representa el operador de disyunción - 


2.24.1.2. (V. pág. 122). 


: ser derivable (en LFG) - 


2.24.2.1.7. (V. pág. 123). 


: ser derivable en el sentido de ROSSER (en LFG-R) - 


2.242,18. (V. pág. 161). 


: ser derivable en LFG-A - 


2.2242.19. (V. pág. 170). 


: función que enumera los números enteros asociados a las proposi- 


ciones derivables de LFK - 
2.24.1.3. (V. pág. 158). 


: función que enumera los enteros « para los que 2, es derivable 


en LFK) - 
2.24.1.3. (V. pág. 158). 


: función que enumera las Proposiciones aan de LFG-R - 


2.24.1.3. (V. pág. 160). 


: función que emumera las fórmulas en las que una fórmula dada 


de LF-A es convertible - 
2.224,13. (V. pág. 213). 


: función de exponenciación (de LAI) - 


2213.19. (V. pág. 85). 
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Fal 
Fdr 
Fdr-R 
FR! 
Imp 
LAI 
LFE 
LFG 


IFG, 


LFG.,, LEG, eras 


LFG, 
LFG 


EFG +: 


EFG, 
LFG; 


LF G wen 


: falso - 


2.24.2.1.10. (V. pág. 60). | 


: ser una derivación (de LFG) - 


2.242.1.11. (V. pág. 123). 


: ser una derivación en el sentido de ROSSER (en LFG-R) - 


2.242.112. (V. pág. 161). 


: función de KLEENE - 


2.224,14. (V. pág. 154). 


: función que representa el operador de implicación - 


2.24.1.5. (V. pág. 179). 


: aritmética intuitiva - 


2.12. 


: formalismo de SHEPHERDSON para la teoría de los conjuntos - 


2.141. (V. pág. 305). 


: formalismo de GÓDEL - 


2.142. (Véase Sección 2-1, pág. 105). 


: formalismo de ROSSER idéntico a LFG - 


2.143. (V. pág. 169). 

formalismos no-constructivos de ROSSER (son respectivamente 1, 
2, ... usados de la regla Re-C) - | 

2.14.3. (V. pág. 170). 0 


: formalismo no-constructivo de ROSSER (con m usos de la regla 


Re-C) - 
2.14.3. (V. pág. 170). 


: formalismo no-constructivo de ROSSER (con ¡y usos de la regla 


Re-C) - 


2.143. (V. pág. 169). 
: formalismo no-constructivo de ROSSER (con (u + 1) usos de la 


regla Re-C) - 
2.143. (V. pág. 169). 


: formalismo no-constructivo de ROSSER (con y, usos de la regla 


Re-C) - 
2.14.3. (V. pág. 169). 


« formalismo no-constructivo de ROSSER (con v usos de la regla 


Re-C) - 
2.143. (V. pág. 169). 


« formalismo no-constructivo de ROSSER (con É usos de la regla 


Re-C) - | 
2.14.3. (V. pág. 169). 


- formalismo no-constructivo de ROSSER (con (w + m) usos de la 


regla Re-C) - 
2.143. (V. pág. 170). 
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LFG-R 


LFG-A 


LFH 
LFK 
LFM 
LFN 


LEN* 
LEN-C 


LFN-G 


LEN-T 


LFN-V 
LFP-A 


LFP-As 


LFP-w 


LFP-wN 


LFR 


LFT 


: extensión de sistema LFG tal que la clase de las proposiciones 


derivables es recursivamente enumerable - 


2.143. (V. pág. 160). 


: sistema formal cuya clase de las proposiciones . -derivables es la 


clase más pequeña de proposiciones que contienen los axiomas de 
LFG y que es cerrada a la vez con respecto a la aplicación de las 
reglas Re,, Re, y Re-C) - 

2.143. (V. pág. 170). 


« formalismo de HEYTING - 


2.144. (V. pág. 186). 


: formalismo de KLEENE - 


2.145. (V. pág. 157). 


- formalismo de MYHILL - 


2.146. (V. pág. 323). 


- formalismo de la teoría clásica de los números - 


2.147. (V. pág. 181). 


: formalismo obtenido añadiendo a LEN el esquema necesario para 


formalizar la definición de Pur - 
2.14.7. (V. pág. 186). 


: parte de LFN para la cual se puede dar una interpretación cons- 


tructiva - 
2.147. (V. pág. 197). 


: formalismo de GENTZEN para la teoría clásica de los números - 


2.14.7. (V. pág. 188). 


: extensión de LFN-G en la cual se puede formalizar el principio 


de inducción extendido hasta un ordinal v<e, - 
2.14.7. (V. pág. 195). | 


: Sistema correspondiente a la aritmética clásica - 


2.14.7. (V. pág. 262). 


: lógica aplicada de los predicados de primer orden - 


2.149. (V. págs. 220 y 392). 


: subsistema de LFP-A correspondiente a la teoría clásica de los 


números - 


2.1410. (V. pág. 393). 


: lógica de los predicados aplicada de orden w - 


2.1411. (V. pág. 309). 


: formalismo de la teoría clásica de los números obtenidos a partir 


de LFP-w - 
2.1412. (V. pág. 312). 


- formalismo de KALMÁR - 


2.14.13. (V. pág. 172). 


« formalismo de TARSKI - 


2.14.14. (V. pág. 267). 
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LFT, 


PRI 
PRI) 
Prm 
Pro 


Pur 


: extensión de LFT en la cual es formalizable la teoría del predicado 


Vri relativa a LFT - 
2.14,14. (V. pág. 275). 


: extensión de LFT, en la cual es formalizable la teoría del predica- 


do Vrí relativo a LFT, - 
2.1414. (V. pág. 276). 


: extensión de LEFT a índice transfinito - 


2.14,14. (V. pág. 276). 


: formalismo obtenido añadiendo a LFT la regla Re-C - 


2.1414. (V. pág. 274). 


: función de un dominio funcional correspondiente al operador de 


disyunción - 

2.27.2. (V. pág. 60). 
función de interpretación - 
2.27.1. 


: ser miembro de la clase Cl-Rp - 


2.24.2.1.13. (V. pág. 268). 


: el menor número tal que ... - 


2.213.110. (V. pág. 92). 


: función de un dominio funcional correspondiente al operador de 


implicación - 
2.27.2. (V. pág. 60). 


: función que representa al operador de negación - 


2.24.1.6. (V. pág. 121). 


: ser un número entero - 


2.242.1.14. (V. pág. 52). 


: función directa de GÓDEL - 


2,254.21. (V. pág. 98). 


- función inversa de GÓDEL - 


2.254,22. (V. pág. 98). 


: número de enteros (comprendido entre O y el valor del argumento) 


que son los números-D de una máquina-T' no-circular - 
2.24.1.7. (V. pág. 217). 


: predicado de KLEENE (de tres argumentos) - 


2.24.2.1.16. (V. pág. 155). 


: predicado de KLEENE (de (n + 2) argumentos) - 


2.24.2.1.15.  (V. pág. 155). 


: ser un número primo: 


2.242.1.17. (V. pág. 121). 


: ser una proposición de LFG - 


2.242.1.18. (V. pág. 178). 


: ser el número-G de una proposición verdadera (de LEN) - 


2.242.119. (V. pág. 185). 


Sbs 
Sec 


Sejen) 


Seg-n 


Sim 


Sub 


Unm 


Un 


Val 


Var 
Vri 
LDrn 
LED 
Can 


Can, 


O8n | 


D8n; 


Str 
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: función especial de sustitución - 


2.24.1.8. (V. pág. 126). 


: función sucesor (de LAI) - 


2.213.111. (V. pág. 85). 


: función de selección (de LAI) aislando la 1-ésima variable en una 


serie de n variables - 
2.213.1.12. (V. pág. 88). 


: función de selección sobre la serie M-definible Sy, - 


2.24.19. (V. pág. 217). 


: función representando la propiedad de una proposición de ser 


consecuencia inmediata de otras dos proposiciones - 
2.24.1.10. (V. pág. 236). 


: función representando la sustitución de una expresión por otra - 


224.1.11. (V. pág. 122). 


: predicado que expresa la propiedad de uma máquina de escribir O 


en el curso de una de las etapas de su funcionamiento (predicado 


- de TTURING) - 


2.24.2.1.20. (V. pág. 220). 


: función representando el cuantificador de universalización - 


2.24.1.12. (V. pág. 122). 


: función que ha de corresponder a un término de LEN-V el valor 


numérico de la expresión correspondiente de LAI - 
2.24.1.13. (V. pág. 264). 


: ser una variable del tipo 2 (de LFG) - 


2.242.121. (V. pág. 121). 


- verdadero - 


2.24.2.1.22. (Págs. 60, 262 y $ 186 pág. 262). 


: expresión predicativa correspondiente al predicado Brn - 


2.312.4.1. (V. pág. 379). 


: expresión predicativa correspondiente al predicado Bib - 


2.312,42. (V. pág. 382). 


: expresión predicativa correspondiente al predicado Cam - 


2.31.2.4,3. (V. pág. 328). 


: expresión predicativa correspondiente al predicado Cam, - 


2.31.244. (V. pág. 328). 


: expresión funcional de LFP-A que permite ISS en LFP-A 


la noción de designación relativa a LFP-A,, 
2.31.2.3.1. (V. pág. 398). 


: imagen-HB de Dén - 


2.31.2.3.2, (V. pág. 399). 


: expresión de LFP-A representando el conjunto En-Kr - 


2.31.2.5.1. (V. pág. 394). 
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Etr, 
Enm-A 


3ma 


nf 


S Im 


Ren 
POR 
Sqn 


San; 


nm 


Tri 


Tri, 


: imagen-HB de Efr - 


2.31.2.5.2. (V. pág. 394). 


- expresión funcional correspondiente a la función Enm-A - 


2.31.2.3.3. (V. pág. 213). 


: expresión funcional de LFP-Am que hace corresponder a toda ci- 


fra de LFP-A,, su imagen-HB - 
2.31.2.3.4. (V. pág. 394). 


: desigualdad funcional (de KALMÁR). 


2.31.2.4.5. (V. pág. 173). 


: expresión funcional que interviene en la proposición indecidible 


de KALMÁR (enunciado XVII) (126)) - 
2.31.2.3.5. (V. pág. 173). 


- expresión predicativa de LFT' correspondiente al predicado Nen - 


2.31.2.4.6. (V. pág. 289). 


- expresión predicativa correspondiente al predicado PXI - 


2312.47. (V. pág. 253). 


- expresión funcional de LFP-A que hace corresponder a todo tér- 


mino de LFP-A el sucesor de este término - 


2.31.2.3.6. (V. pág. 398). 


- imagen-HB de Gan - 


2.31.2.3.7. (V. pág. 399). 


- expresión predicativa de LFP-A correspondiente al predicado 


Unm - 
2.31.248. (V. pág. 220). 


. expresión predicativa de un sistema LF, que permite formalizar 


en ese sistema la noción de verdad relativa a otro sistema EF, - 
2.31.2.4.9. (V. págs. 275 y 396). 


- imagen-HB de la expresión predicativa Mri de LFP-A - 


2.31.2.410. (V. pág. 396). 


5. (OTROS SÍMBOLOS. 


- función de adición de LAI - 


2.213.1.1. (V. pág. 85). 


: función de multiplicación de LAI - 


2,213.12. (V. pág. 85). 
función de sustracción de LAI - 
2.21.3.1.3. 


: predicado de igualdad de LAI, constante predicativa de una len- 


gua formalizada tipo clásico correspondiente al predicado de igual- 
dad, predicado de igualdad de una lógica combinatoria - | 
2214.11, 2.31.1.13.1. (V. pág. 319). 
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: imagen-HB del predicado de igualdad de LFP-A - 


2.31.1.13.2. (V. pág. 399). 


: diferente de (en LAI) - 


2.21.4.1.2. 


: mayor que (en LAI) - 


2214139. 


: menor que (en LAJ) - 


2.21.4.1.4. 


: mayor que o igual a (en LAI) - 


2.21.4.1.5. 


: menor que o igual a (en LAI) - 


2.21.4.1.6. 


: signo de agrupación de LAI de una lengua formalizada de tipo 


clásico y del formalismo de la conversión-A - 
2.21.5, 2.31.1.2 y 2.41.3. 


: idem - 


2.215, 2.31.1.2 y 2.41.3. 


: signo de agrupación de una lengua formalizada de tipo clásico. 


208 Liz 


: ídem - 


2 91.1,2. 


: Operador de negación de LAI y de una lengua formalizada de tipo 


clásico - 
2.22.1.1 y 2.31.1.3. 


: Operador de abstracción de LAI - 


222 MZ: 


- cuantificador de universalización de LAI - 


2.2219: 


: cuantificador de particularización de LAI - 


2.22.1.4. 


: Operador de abstracción de una lengua formalizada de tipo clá- 


sicO - 
2.31... 


: cuantificador de universalización de una lengua formalizada de 


tipo clásico - 
2.31.1.3. 


: cuantificador de particularización de una lengua formalizada de 


tipo clásico - 
2.31.1.3. 


- operador de conjunción de LAI y de una lengua formalizada de 


tipo clásico - 
2.22.2.1 y 2.31.1.3. 
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: Operador de disyunción de LAI y de una lengua formalizada de 


tipo clásico - 
2.222,29 .2.31:1.3. 


: Operador de implicación de LAI y de una lengua formalizada de 


tipo clásico - 
2:22:2.3 y 2.51.1.3. 


: Operador de equivalencia de LAI y de una lengua formalizada de 


tipo clásico - 
2.22.2.4 y 2.31.1.3. 


: Operador (sintáctico) de sustitución - 


2.29.4.1. 


: Operador (sintáctico) de definición - 


2.25.4,3. 


: relación de pertenencia de la teoría de los conjuntos y predicado 


de pertenencia de LFP-A - 
2.29.1 y 2.31.1.13.3. (V. pág. 392). 


: imagen-HB del predicado E de LFP-A - 


2.31.1.134. (V. pág. 394). 


: relación de inclusión de la teoría de los conjuntos - 


2.29.2. 


: predicado de aserción de una lógica combinatoria - 


2.61.1. (V. pág. 320). 


6. SÍMBOLOS UTILIZADOS POR GÓDEL. 


PS 0 RO 


Xi) Y1y 21) ... . 
X2, Ya, Zo, ... . 


X3 Y3 23, ... + 


« símbolo cero - 


$ 238, 1.11.1. 


: símbolos sintácticos para signos del 1. o del m-ésimo tipo o para 


fórmulas - | 
$ 238, 1.12.1, 1.12.3 y 1.124. 


: función sucesor - 


$ 238, 1.11.1. 


: designación sintáctica para signo de clase que entra en la propo- 


sición indecidible de GÓDEL (enunciado C (238)) - 
$ 238, 3.1. 


: símbolo sintáctico para cualesquier variable - 


$ 238, 1.2. 


: variables del primer tipo - 


$ 238, 1.11.2. 


: variables del segundo tipo - 


$ 238, 1.113. 


: variables del tercer tipo - 


$ 238, 1.11.4. 


ll 


[x,/11a 
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: símbolo sintáctico para propiedades recursivamente definidas de 


números enteros - 


$ 238, 3.26. 


: sistema formal utilizado por GÓDEL - 


$ 237. 


: símbolo sintáctico para clases de fórmulas - 


$ 238, 3.1. 


* cuantificador de universalización - 


S 238, 1.11.1. 


: Folgerungsmenge - 


$ 238, 3.1. 


: símbolo sintáctico correspondiente al cuantificador de universa- 


lización - 
$ 238, 3.1 y nota 19. 


: símbolo sintáctico correspondiente al operador de negación - 


$ 238, 3.1 y nota 19. 


: Operador de negación - 


$ 238, 1.11.1. 


: Operador de disyunción - 


$ 238, 1.11.1. 


: símbolo de agrupación - 


$ 238, 1.11.1. 


*" ídem - 


$ 238, 1.11.1. 


: predicado de igualdad (signo introducido como predicado de 


abreviatura) - 


$ 238, 1.13. 


: cuantificador de universalización que puede figurar en una propo- 


sición aritmética - 


$ 239, 1. 


: Cuantificador de particularización (signo introducido como abre- 


viatura) - 


$ 238, 1.13. 


: Operador de implicación (signo introducido como abreviatura) - 


$ 238, 1.13. 


: Operador de equivalencia (signo introducido como abreviatura) - 


$ 238, 1.13. 


:* Operador sintáctico de sustitución - 


$ 238, 3.1 y nota 16. 


AXIOMAS Y REGLAS DEL SISTEMA LFG* 


1. AXIOMAS. 


Estos axiomas comprenden todas las proposiciones que pueden formarse a base 
de los esquemas siguientes, sustituyendo en ellos las variables sintácticas que presen- 
tan por expresiones correspondientes del sistema LFG?: 


1.1. 


1.11. 
1.12. 
1.13. 


1-2; 


1.21. 
1.22. 
1.29: 
1.24. 


1.3. 


1.31. 


1.32. 


1.4. 


Axiomas de Peano. 
— (07, = No). 
(07, = 077) > (7, = 792). 


A*N, 8 (0) [A?0 > A? (7 0)] > (0) A? O, 


Axiomas del cálculo de las proposiciones. 


AVA>A. 

A >AV B. 
AVWVB>BVA. 
(A>B)>( UVA >1VB) 


Axiomas para el cuantificador de universalización. 


(9%) A(0) > [0/7 AJA 


=D) 
(0) (AVB) > AV (0) B 
(i=1,2,3,...). 


Axiomas de reductibilidad. 
(E 95) (05) (089 0! <> A) 
O e 


' Véanse los $$ 79 y 80. 

2 Cada variable sintáctica debe sustituirse por una expresión del sistema LFG, que pette- 
nezca a la categoría correspondiente a dicha variable. Así, la variable 7 debe sustituirse por 
un término. 
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1.5. Axitomas de determinación, 
(09 A? SS -A30 O) > AR == A) 
(í=1,2,3,...). | 


2. REGLAS DE DERIVACIÓN. 


2.1. Regla de consecuencia. 


A 
A >B 


B 


2.2. Regla para el cuantificador de universalización. 
(9') A (0) 
G= 12d.) 


LISTA DE LOS TEOREMAS, LEMAS 
Y COROLARIOS 


En esta lista recojo todos los teoremas, lemas y corolarios enunciados explícita- 
mente en alguno de los capítulos 1 a X o en alguna de las notas 1 a IV. 

Cada uno va precedido de su número de orden (en cifras romanas) y del número 
del párrafo en que figura (en notación arábiga). 


NÚM. DE | 
ORDEN PÁRRAFO 
L 86. Teorema preparatorio 1 (referente a las funciones y a los 
predicados recursivos). 
IL. 86. Teorema preparatorio 2 (ídem). 
1118 86. Teorema preparatorio 3 (ídem). 
IV. 86. Teorema preparatorio 4 (ídem). 
v. 90. Lema de GÓDEL. 
VL 91. Teorema de GÓDEL. 
VI 109. Formulación del teorema de GÓDEL bajo hipótesis muy ge- 
nerales. 
-VIL 113. Lema de KLEENE, 
IX. 115. Teorema de KLEENE (forma kleeniana del teorema de 
GOÓDEL). | | 
X. 116. Primer teorema de ROSSER (forma rosseniana del teorema 
. de GÓDEL). 
XI. 117. Segundo teorema de ROSSER. 
XIL 121. Teorema de ROSSER referente a ciertas categorías de pro- 
posiciones. | 
XII 123 Teorema de ROSSER en que se establece la existencia de pro- 
posiciones indecidibles en el sistema LFG,. 
XIV. 123. Teorema de ROSSER en que se establece la existencia de pro- 
- posiciones indecidibles en los sistemas LFG,. 
XV. 123. Teorema de ROSSER en que se establece la existencia de pro- 
posiciones indecidibles en los sistemas LFG..+. 
XVI. 123. Teorema de ROSSER en que se establece la existencia de pro- 


posiciones indecidibles en el sistema LFG-(, 


542 Limitaciones internas de los formalismos 


XVII. 
XVIIL 

- XIX. 
XX. 


XXI 
XXII. 


XXIIL 
XXIV. 
XXV. 
XXVI. 
XXVIL 
XXVIIL 
XXIX. 
XXX. 
XXXI 
XXXII. 


XXXII. 
XXXIV. 


XXXV. 
XXXVL 
XXXVII. 
XXX VIII. 
XXXIX. 


XL. 
XLL 


XLII. 


124. 
126. 
126. 
127% 


128. 
128. 


128. 
128. 
128. 
128. 
128. 
128. 
139. 
140. 
149. 
149. 


149. 
149. 


149. 
149. 
151. 
152. 
152. 


153. 
154. 


154. 


e 


Teorema (debido a GÓDEL) referente al cálculo funcional 
restringido. 

Teorema de KALMÁR, 

Otra forma de este teorema. 

Corolario de GÓDEL. 

Generalización del corolario de GÓDEL por ROSSER. 
Teorema de ROSSER referente a la demostración de coheren- 
cia del sistema LFG, dentro de este mismo sistema. 
Teorema de ROSSER referente a la demostración de coheren- 
cia del sistema LFG dentro del sistema LFG.. 

Teorema de ROSSER referente a la demostración de coheren- 
cia de los sistemas LFG., dentro de esos mismos sistemas. | 
Teorema de ROSSER referente a la demostración de coheren- 
cia de los sistemas LFG, dentro de los sistemas LFG,+. 
Teorema de ROSSER referente a la demostración de coheren- 
cia de los sistemas LFG.,+. dentro de estos mismos sistemas. 
Teorema de ROSSER referente a la demostración de coheren- 
cia de los sistemas LFG, dentro de los sistemas LEG ..+n. 
Teorema de ROSSER referente a la demostración de coheren- 
cia del sistema LFG-£2 dentro de estos mismos sistemas. 
Teorema de GENTZEN sobre la no-contradicción de la Arit- 
mética. 

Teorema de GENTZEN referente al número ordinal de una 
derivación. 

Teorema de KLEENE referente a las funciones recursivas 
primitivas. | 

Teorema de KLEENE referente a las funciones recursivas 
generales. E 

Teorema de KLEENE referente a las funciones A-definibles. 
Teorema de CHURCH referente a las funciones parcialmente 
recursivas. 

Teorema de TURING referente a las funciones A-definibles. 
Teorema de "TURING referente a las funciones M-definibles. 
Teorema de CHURCH. 


. Teorema de CHURCH (referente a la conversión). 


Teorema auxiliar de CHURCH (referente a la forma normal 
de una fórmula). 

Corolario de CHURCH referente al problema de la decisión. 
Corolario de CHURCH referente a las fórmulas bien formadas 
de LF-A que carecen de forma normal. 

Corolario de CHURCH referente al problema de la forma 
normal. 


XLIII 


XLIV. 


XLV. 


XLVI 
XLVII 


XLVIIL 


XLIX. 


L 


LI. 


LXVIITI. 


155. 
155. 
155. 
156. 
158. 
159. 
159. 
159. 
161. 
161. 


161. 
162. 


162. 
162. 


163. 
164. 


164. 
169. 
170. 


170. 
173. 


174. 
177. 
178. 
179. 


184. 
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Teorema de KLEENE referente a las ecuaciones que definen 
funciones recursivas generales. 

Corolario de este teorema en que se establece la existencia 
de una clase que no es recursivamente enumerable. 
Corolario de este teorema en que se establece la existencia 
de una función que no es recursiva. | 

Teorema de TURING. | 

Corolario del teorema de TURING. 

Primer lema de TURING referente al problema de la decisión. 
Segundo lema de 'TURING referente al problema de la de- 
cisión. . | | 

Teorema de TURING referente al problema de la decisión de 
la lógica de los predicados del primer orden. | 
Teorema de POST referente al problema de la decisión para 
el sistema de los Principia Mathematica. 

Teorema de PosT referente al problema general de la deci- 
sión para la clase de los sistemas normales. 

Teorema de POST en que se preludia el de GÓDEL. 
Teorema de PosT referente a los conjuntos recursivos de en- 
teros. 

Teorema de PosT en que se establece la existencia de un 
conjunto de enteros no-recursivo. 

Teorema de CHURCH referente a la clase de las fórmulas 
bien formadas de LF-A que tienen una forma normal. 


Teorema de PosrT. 


Teorema de PosT en que se establece la existencia de pro- 
posiciones indecidibles dentro de ciertos sistemas. 
Generalizaciones del teorema precedente. 

Teorema de JANICZAK. 

Teorema de Post referente al grado de insolubilidad de 
un problema insoluble. 

Teorema de TARSKI referente al nivel de una proposición. 
Lema fundamental de la teoría de los predicados de 
KLEENE. 

Teorema de estratificación de KLEENE. 

Forma de KLEENE del teorema de CHURCH. 

Forma kleeniana del teorema de GÓDEL. 

Teorema en que se establece la existencia de proposiciones 
indecidibles por medio del teorema de estratificación de 
KLEENE. 

Teorema de MOSTOWSKI. (Generalización del teorema de 
estratificación de KLEENB).. 
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LXIX. 
LXX. 


LXXI. 
LXXIL 
LXXIITI. 
LXXIV. 
LXXV. 
LXXVI 


-LXXVIL 


LXXVIIL 


LXXIX. 
LXXX. 
LXXXL 
LXXXIIL 
LXXXIIL 


LXXXIV. 


LXXXV. 
 LXXXVL 


LXXXVII 
LXXXVIIIL 
LXXXIX. 
XC. 

- XCL 


XCII. 
XCIIL. 
XCIV. 

XCV. 
XCVL 

XCVII. 
XCVIII. 
XCIX. 


188. 
189. 


190. 
190. 


191. 
192. 
193. 
194. 


194. 
194. 
194. 


195. 
196. 
196. 
198. 


198. 


200. 
201. 


205. 
206. 
206. 
208. 
208. 


208. 
215. 
215. 
215. 
215. 
216. 
222. 
- 238. 


Lema de TARSKI, 

Teorema de TARSKI sobre la existencia de clases incom- 
pletas en LF-T. o 
Generalización semántica del teorema de GÓDEL. (Forma 
de TARSKI del teorema de GÓDEL.) 


Forma del teorema de GÓDEL que fluye de esta generali- 


zación. 
Extensión de esta generalización a lógicas no-constructivas. 
Teorema de TARSKI referente al predicado Vri, 

Teorema sobre la verdad. | 
Formulación del teorema de GÓDEL en términos de clases 
de proposiciones. o i 

Otra formulación del teorema de GÓDEL en términos de 
clases de proposiciones. 

Otra formulación del teorema de GÓDEL en términos de 
clases de proposiciones. 

Formulación del teorema de GÓDEL en términos de clases 
de proposiciones para el sistema LFT. 

Forma de MOSTOWSKI del teorema de GÓDEL. 

Primer lema de MOsSTOWSKI. 

Segundo lema de MOSTOWSKI. 

Forma de ROSSER del teorema de GÓDEL enunciada en tér- 
minos de clases de proposiciones. 

Otra formulación de la forma de TARSKI del teorema de 
GÓDEL. (LXX.). 

Teorema sobre la verdad: forma directa. 

Nueva forma del teorema de GÓDEL demostrable por el 
método semántico. 

Teorema de TARSKI referente a la noción de definible. 
Teorema de LOWENHEIM. 

Corolario de este teorema. 

Teorema de SKOLEM. 

Teorema referente a la coherencia de una lógica aplicada 
de los predicados del primer orden. 

Nueva forma del teorema de LOÓWENHEIM-SKOLEM. 

Primer teorema de HENKIN. 

Segundo teorema de HENKIN, 

Tercer teorema de HENKIN. 


-Generalización del teorema de LOWENHEIM-SKOLEM. 


Teorema de HENKIN referente a los modelos no-regulares. 
Teorema de KLEENE-ROSSER-CURRY. 

Forma origimal del teorema de GÓDEL. (Teorema VI de 
GÓDEL. 3.) 


35 


CVIL 


CVIIL 
CIX. 


CX. 
CXI 
CXII. 


CXITI 
CXIV. 


CXvV. 
CXVI 


239. 


253. 
23D 
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Teorema (debido a GÓDEL) sobre las relaciones aritméti- 
cas. (Teorema VII de GÓDEL 3.) 

Teorema (debido a GÓDEL) sobre las proposiciones aritmé- 
ticas indecidibles. (Teorema VIM de GÓDEL 3.) 

Primer teorema (debido a GÓDEL) sobre el cálculo restrin- 
gido de las funciones. (Teorema IX de GÓDEL 3.) 
Segundo teorema (debido a GÓDEL) sobre el cálculo res- 
tringido de las funciones. (Teorema X de GÓDEL 3.) 
Teorema referente a la demostración de no contradicción 
del sistema P de GODEL. (Teorema XI de GÓDEL 3.) 
Lema de ROSSER referente a la función Sbs. (Lema I de 
ROSSER 5.) 

Lema de ROSSER relativo a la proposición a Se (Lema 2 de 
ROSSER 5.) 

Lema de ROSSER referente a la proposición — Y¿. (Lema 
3 de ROSSER 5.) 

Forma de KALMÁR del teorema de GODEL. 

Lema de KLEENE referente a los conjuntos recursivamente 
enumerables disyuntos. 

Teorema de USPÉNSKIJ referente a la no-saturación de un 
sistema. 

Teorema de USPÉNSKIJ referente a la mo-saturación efec- 
tiva de un sistema. 

Lema de WWANG referente al sistema LFP-A. 

Forma de WANG del teorema de KREISEL. 

Teorema de WANG en que se establece la existencia de pro- 
posiciones indecidibles que hacen intervenir la noción de 
verdad. 

Teorema de WANG referente a la noción de designación. 
Teorema de WANG en que se establece la existencia de una 
proposición indecidible que hace intervenir la noción de 
designación. 


OTRAS PUBLICACIONES DE EDITORIAL TECNOS 


SEMILLA Y SURCO 


Colección de Ciencias Sociales 


L. SERIE DE CIENCIA POLITICA 


ARON, RAYMOND. Dimensiones de la con- 
ciencia histórica. 210 pags. 

BAINTON, ROLAND H.: Actitudes cristia- 
nas ante la guerra y la paz. (Examen 
histórico y nueva valoración crítica.) 248 
páginas. | | 

BELL, DANIEL: El fín de las. ideologías. 
570 pags. 


BERGER, G.; CHEVALIER, J. J.; DU- 


RAND, CH.; DUVERGER, M.; FABRE, M.; 
MARE, A.; MATHIOT, A.; SIGMAN, J., 
y VEDEL, G.: Federalismo y federalss- 
mo. europeo. 352 págs. 

BISCARETTI DI RUFFIA, PAOLO: Derecho 
constitucional. 742 págs. 


BUTLER, D. E.: Estudio del comporta- 
miento político. 174 págs. | 

CELIS, JACQUELINE B. DE; Los grmpos 
de presión en las democracias contem- 
poráneas. 220 págs. 

CHAMBRE, HENRY: De Carlos Marx a Mao 
Tse-Tung. (Introducción crítica al mar- 
xismo-leninismo.) 268 págs. 

CHAMBRE, HENRY: El marxismo en la 
Unión Soviética (2.* edición). 460 págs. 

FIJALKOWSKI, JURGEN: La trama s+deoló- 
gica del totalitarismo. 354 págs. 


FINER, HERMANN: Teoría y práctica del 
gobierno moderno. 1174 págs. 


FINER, S. E.: El imperio anónimo. 234 
páginas. 

FOGARTY, MICHAEL P.: Historia e ¿ideo- 
logía de la democracia cristiana en la 
Europa occidental. 692 págs. 

FRIEDRICH, C. J.: El hombre y el Go- 
bierno. 768 págs. 

FRIEDRICH, C. J.: La democracia como 
forma política y como forma de vida 
(2.* edición). 230 págs. | 

HIRSCH-WEBER, WOLFGANG: Los simdi- 
catos en la política. 312 págs. 

HOFFMAN, STANLEY H.: Teorías contem- 
poráneas sobre las relaciones internacio- 
males. 352 págs. : | 

JENNIGS, SIR IVOR: El régimen político 
de la Gran Bretaña. XXVII + 198 
páginas. | 

MAC IVER, ROBERT M.: Teoría del Go- 
bierno. 438 págs. 

MACKENZIE, W. J. M.: Elecciones libres, 
202 págs. 

MARTIN, KINGSLEY: Harold Laski, teó- 
rico del laborismo. 294 págs. | 

MEYNAUD, JEAN: Introducción a la cien- 
cia política (2.2 edición). 336 págs. 

MEYNAUD, JEAN: La Tecnocracia, ¿mito 
o realidad? 396 págs. : 

MOUSKHELY, M., y JEDRIKA, Z.: El Go- 
bierno de la U.R.S.S, 348 págs. 


NEUMANN, SIGMUND: Partidos políticos 
modernos. 672 págs. 


PHILIP, ANDRÉ: La democracia indrstrial, 
344 págs. 


RAMÍREZ JIMÉNEZ, MANUEL: Los grupos 
de presión en la Segunda República Es- 
pañola. 360 págs. 


ROsTOW, W. W.: Los Estados Unidos en 
la palestra mundial. 602 págs. 


SCHATISCHNEIDER, E. E.: Régimen de 
partidos. 260 págs. 


STRAUSZ-HUPE, ROBER, y HAZARD, HA- 
RRY, W.: La idea del colonialismo. 394 
páginas. 

TIERNO GALVÁN, ENRIQUE: Tradición y 
modernismo. 190 págs. 

TOUCHARD, JEAN: Historia de las ideas 
políticas (2.* edición). 658 págs. 

VERNEY, DOUGLAS V.: Amálisis de los 
sistemas políticos. 218 págs. 


+ * + 


GARZARO: Del Socialismo ideológico al 
socialismo técnico. 172 págs. 


Jl. SERIE DE SOCIOLOGIA 


BELLEVILLE: Una mueva clase obrera. 
288 págs. 

COMÍN: España del Sur (Aspectos eco- 
nómicos y sociales del desarrollo indus- 
trial de Andalucía). 616 págs. 
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la Razón Jurídica TIERNO GALVÁN, ENRIQUE: Razón mecá- 


nica y razón dialéctica. 


somete a un tratamiento rigu- 
roso, según reglas precisas, a 
un sistema de símbolos, per- 
mite avanzar con paso seguro 
por terrenos que eran objeto 
de la intuición o el hallazgo 
casual. Por otra parte, el mé- 
todo de la formalización tiene 
sus límites, tanto internos co- 
mo externos. 


El profesor Jean Ladriére 
trata en este libro, que ha te- 
nido por la crítica una acogida 
sumamente favorable, del pro- 
blema de las limitaciones inter- 
nas de los formalismos. Des- 
pués de un análisis pormenori- 
zado de la noción de sistema 
formal, examina cuidadosamen- 
te el significado del Teorema 
de Gódel, poniéndole en cone- 
zión con las hipótesis más im- 
portantes de los lógicos y ma- 
temáticos modernos de mayor 
valía, 


El libro de Ladriére, enri- 
quecido por una tabla de sím- 
bolos y una selecta bibliogra- 
fía, no sólo es un paso adelante 
en el estudio de la formaliza- 
ción, sino un resumen prácti- 
camente imprescindible para 
conocer el estado de la cues- 
tión en los últimos años. 
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